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Vorwort zur ersten Auflaga 



Mit ÄQsnahme der Tntf <;ration der partiellen Differentialgleichungen 
ond der Variationsrechnung eiitluilt das Work, das ich der Oeffentlichkeit 
hiemit übergebe, eine vollständige Darstelliinü: dor Differential- und Integral- 
rechnung, auf wissenschaftlichen Grundlagen aufgebaut und nach dem bea- 
tigeo Stande der Wissenschaft durchgeführt. 

Dabei glaube ich in IJezug auf Ausführlichkeit genug gethan zu haben, 
da Wühl wenige S.it/o, die von wissenschaftlichem Wertlie sind, ausgeschlossen 
wurden, wobei natürlicli mein Augenmerk vorzugsweise darauf gerichtet war, 
Alles in ein organisches Ganze zu vereinigen, so dass nicht eine Sammlung 
einzelner Sätze und Methoden zum Vorschein käme. — Eben so bin ich 
immer darauf bedacht gewesen, durch Beispiele der verschiedensten Art die 
allgemeinen Sätze zu erläutern; die Beispiele selbst sind entw*edor rein 
analytische, oder sie sind aus der Geometrie, Mechanik, mathematischen 
Physik und Astronomie gewählt. Namentlich habe ich mehrfach die Wärrae- 
probleme aufgeführt, wie denn auch in §. 75 die allgemeinen Differential- 
gleicboDgen der Wärmebewegung aufgestellt sind. 

Die noch ■ fehlenden Theile, namentlich die Integration der partiellen 
DifferentialgleiohiingeD, hoife ich in nicht ferner Zeit nachfolgen lassen 
20 können. 

Die Dmeheinrichtnng ist m getroffen worden, dass die allgemeinen 
Lehren mit grosserer Schrift, Anfgaben und Bri&nteroogen dagegen mit 
kleinerer gednickt sind. — Die Verlagshandlong hat auch ihrerseits Alles 
gethan, un das Buch ftosserlich würdig anssastattoD. 
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Vorwort zur zweiten Auflaga 



Die im Herbste 1857 auegcgcbeDs erste Auflage der Diflferential- und 
Integralrechnung wurde wesentlich umgearbeitet, so dass die vorliegende 
sweite Auflage , wenigstens ihrer grössern Hälfte und der Anordnung des 
Stoffes nach, als ein neues Bach erklirt werden kann. Ich habe diess für 
m^e Vorträge an der hiesigen polytechnischen Schule fftr nothweodig ge- 
halten, und hoffe auch Deiyenigeq , welche das Bnch zum weitem Studium 
beuQtzen wollen, dadurch einen Dienst erwiesen zu haben. Auf eine Recht- 
fertigung der getroffenen Anordnung kann ich mich hier nicht einlassen : sie 
muss ohnehin im Bache selbst enthalten seyn. Ich glaube , dass wenn das 
Bach in seiner frQhern Gestalt einigen Nutzen zu bringen im Stande war, 
diess in grösserem Maasse bei der neuen der Fall seyn kann. 

Die neue Auflage erscheint in zwei Bauden, dafür einenBand das Buch 
Wühl zu uuilangreich geworden wäre. Die äussere Ausstattung hat durch 
die fortwährende Sürgl'alt des Verlegers j^ewonnen, und es mögen die vielfach 
eingestreuten Ueberschriften ebenfalls zur bequemern Benützung und lieber- 
sichtlichkeit des Baches beitragen. 

Die elf erüten Abschnitte (erstes Buch), wie sie im nachfolgenden 
Inhalts-Verzeichnisse aufgeführt sind, mit Ausschluss der durch ein * be- 
zeichneten §§., bilden im Allgemeinen den Umfang des in der zweiten mathe- 
matischen Klasse der hiesigen polytechnischen Schale za behandelnden Theils 
der Differential- and Integralrechnung. 
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Erster Abschnitt. 

Smtoitiiiig. SAiM «if der niedem AnalyiiB. Grftmwertlie. 

§. 1. 

Aafüliniiic der HMpMtM d«r Potmuantolure. 

Die elementare Algebra betrachtet eine Reibe aoalytiseher Fonnen, 
deren Eigenschaften sie genaner unt^sucht nnd die Ayendong derselben 

erläutert. Es wird hier, jsn Eingang eiles Werkes, das die Fortbildung dieser 
Lehren sich zur Aufgabe gestellt, nicht anpassend seyo, die wichtigsten Sätie, 
welche in der Algebra aufgestellt werden, kurz ancofUhren. 

L Unter der GrOsse a*, wenn n eine positive ganze Zahl ist, versteht 
njan ein Produkt von n Faktoren, deren jeder gleich a ist. Ist m ebenfalls 
eine positiv^ ganze Zahl, so ist immer 

»-a-^a"*-, ^=»— .<»•)«•=•— . (1) 

wobei jedoch, im zweiten Satze d > ra gedacht ist. Für n < m wäre • 

wAhrend l&r n=ni der Werth des Qootienten gleich 1 iet 

IL Ist wieder n eise positive ganze Zahl, so gilt als Erklärung der 
GrOese a"* die Gleichung 

mittelst der erwicson wird, dass die Sätze (1) gelten, auch wenn ra und n 
positive oder negative ganze Zahlen sind. Dazu gehört danu noch die 
Gleichung 

a«=l. 

die Ar jedes beliebige a gilt. 

n 

III. Das Zeichen Ya, wo n eine positive ganze Zahl ist, bedeutet die 
n** Wurzel von a, und verlangt, man solle eine Zahl suchen, die n mal als 
Faktor gesetzt ein Produkt — a gibt. Dabei ist jedoch a im Allge- 
meinen «U poaitire Zahl gedacht, nndman wabltanch nur die positiven 
Werthe der Wurzel. Man hat dann: 
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Logttitluwaa. 



IV. Das Zeichen », io dem n und m positive gute Zahlen sind, 
wird erklärt dorch die Glcichtmgtn: 

»="=^»-, a"-=-ji-. (6) 

Hienos non wird gezeigt» dass die Sitse (1) gelten , aneli wenn m nnd 
n beliebige gebrochene Zahlen sind, so 4^8S sie fttr alle möglichen Ex- 
ponenten richtig sind. Dabei ist jedoch in der Begel a als positiv an- 
ZQsehen. * 

V. Unter dem Zeichen loga verstehen wir den Exponenten inr Zahl 10 
als Grondiahl, so dass als Werth der Potenz. a erscheint. Wir setzen 
also, wenn 

Unter dem Zeichen loff a (Grh) verstehen wir ebenfalls einen Exponenten, 
jedoch für b als Grundzahl, wobei der Werth der Potenz wieder a ist Also 

v<BDl^a<<7i'b)=«, Mblh'ssa. (7> 
Welches non aach die Gmodzahl sey, so gelten immer folgende Sitze: 

log{AB) = logA.-i-lojfB, log = =^ log K. flog'S, logA' =ulogA, (ß) 

WO also nicht bloss die Gmndzahl 10 gemeint seyn mnss. 

Ist die Gmndzahl eine positive Zahl, so kann man die Lo- 
garithmen negativer Zahlen nicht ausdrücken. Denn ist — a eine 
negative Zahl, b die.posittye. Grundzahl, so m&sste, wenn für diese Grand- 
zahl wäre 

top ( — a,) — a, aach = — a seju. 

Ist aber a positiv, so ist es brauch, kann also nicht = — aseyn; ist'« 
negativ, so ist b" immerhin noch positiv nach II. und III., und man ist wieder 
in derselben T age. Daraus ergibt sich, üas8^oy( — a) weder positiv, noch 
negativ seyn kann, d. h. nicht aiigebbar ist. 

Ist die Grundzahl b grösser als 1 (und wir werden keine andern Loga- 
rithmen betrachten), so wird b** wachsen mit positivem wachsendem a; da- 

_ _ 1 

gegen abnehmen, wenn das negative a anwächst, wie sich aus b 

fort ergibt. Wächst hier a Ober alle.Gränzen hinaus, oder wird nnend- 

* Ware etwa a= — 1, and — =4 in (6), «o würde auf (— 1}^ sieht eofort der vierte 

o 

Satz (4) anzuwenden sejTi, nlso nicht etwa Y'—i . V— 1 = V (— 1) (—1) = V^l « 1 1« Mts«B 
eeyo. Man Tergleiche hierüber }. i. 
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ArtelumliMlM und gtemetrlaeln IMhen. FonktioB. 5 

lieh (gc), 80 nimmt b^^anbegränzt Ab, und wird immer näher an 0 kommen, 
lo diesem Sinne ist es zu verstehen, wenn nun schreibt: b~**=0. Es 
kommt diese Gleichung noch darauf iilnaus, za setsen 

%0 = — oe. (8) 
Dass für a > 1 : lo(^a. > 0, für a < 1 aber loga < 0, ergibt sich aus (8) un- 
mittelbar. Doch gelten die letztem Satze nur, wenn die Grundzahl > 1. 

Kennt man den Logarithmus der Zahl a Hir die Grundzahl b, so kann 
man daraus leicht den Logarithmus derselben Zahl a für die andere Grund- 
zahl c finden. Ist nämlich der erste Logarithmus — a, der zweite x, so muss 

b«=s, e'=s. 

seyo, wo durch hg die Logarithmen fftr die Qnindzahi b a&gedeotet werden. 

Arithmetischo and geometrische Reihen. 

VL Eine Zahlenreihe, in der das folgende Glied immer um dieselbe 
Zahl d grösser isrTlas vorhergehende, bildet eine ari t h metische Reihe. 
Ista ihr erstes Glied, d der (genannte) Unterschied, so ist ihr u'" Glied gleich 
n -f (n — l)d. Die Summe der n ersten Glieder, wenn z das Glied, sei s, 
■0 ist /«_L.,\« 

VIL Ist in der Zahlenreihe das lulgende ( Jlied aus dem voiheigehendeu 
dadurch gebildet, dass mau das letzfere durch die sich immer gleich bleibende 
Zahl q multiplizirte, so heisst diese Reihe eine geometrische, deren Ge- 
stalt also ist 

a, sq. sq«, sq*, sq*, 

Das n** Glied derselben ist aq""', und wenn s die Sumiye der n ersten 
Glieder, s das n** Gliedt eo hat man 



L-j,« = »q— ». (10> ; 

§•2. 
Bsgiiff «imr Ftaiktioii. 

Jede GrBise, deren Werth abhAngt vom Werthe einer andern GrOsse, 
nennen wir eine Funktion dieser andern GrOsse. So ist also, a' eine 
Funktion von a, da a' sich ändert mit a, atoo von dem Werthe von a abhAngt. 

Eben so sbd V'a» loff^ 2* Funktionen von a. HAngt die Fnnktion bloss von 
einer andern Grosse, so heisst sie eine Funktion einer; hängt sie von 
mehreren ab, eine Funktion mehrerer Grössen. So ist die Grösse s in (10) 
eine Funktion der drei Grössen a, q, z; a" ist eine Funktion der zwei Grössen 
a, n n. s. w. 

Da die GrOesen, von denen andere abbAngitn* beliebige Wertbc' haben. 



Digitized by Google 



6 TrigonooMliitebe FitokCioiien. 

sich al&o beliebig ändern können, so Iieisst man sk> wiliki'irlich veränder- 
liche Grössen, oder auch unabhängig Veränderliche, während die 

Funktionen seihst, da sie sich auch mit den eistf^rn Grössen ändern, abhängig 
Veriinderliche genannt werden. In /o^/ a ist also a die unabhänfzig Ver- 
ändiM liehe, da a wiilkihliche Werthe haben kann; lofj aber ist die abhängig 
Verandt liicho, die sich zwar ändert, aber nur mit a, nnd niclit beliebig. 

Die in §. l aufgeführten Grösseo biad Beispiele für verschiedene Funk^ 
tionen. 

Gc\\ rduiüch bezc'iclinet mau liiu unal/liän^^i/: \'L'ränderIiclic, wenn wir bei 

3 

dem Kalle einer einzigen stohcn bh'il)en, durch x, so dass also x*, loox, Ys, 
u. s, w. Funktionen von x sind. JJoch i^L begreiflich diese lie/j iclinung eine 
willkürliche, und, wenn passend, wird sie auch geändert werden können. Wir 
werden später nochmals auf das hier Gesagte zurückkommen und weiter 
KOthiges atadino xufügen (§. 10, 1). 

Die trigoaenetritehcB Fnnktioneii. 

1. Die elementare Trigonometrie betrachtet vier Fnnktiooen eines 

Winkels x, nämlich shix, cosx, tfiK, cottjx und erweist eine Reihe Eigen- 
schaften derselben. Für jenen Zweig der Elemente ist dabei x immer darcli 
Grade, Minuten, Sekunden u. s. w. ausgedrückt. 

Auch die Analysis bedarf dieser Funktionen, nur rouss sie flür die Winkel 

ein anderes Maass aufstellen. Dazu wählt sie den zwischen den 
S e i 1 0 n des Winkels m i t e i n e m 1 1 a 1 1 > m e s s e r 1 b e s c h r i e b e n e n K r e i s- 
bogen, wobei die Spitze des Winkels Mittelpunkt ist. Wenn wir also 
künftig \on einem \\ inkel x sprechen, so verstehen wir unter x diesen Hegen 
und nicht Grade n. s. w. Berechnet man die Lauge des fraglichen Jiogeus, 
80 erhält man immer eine reine Zahl; so etwa fÖr einen Winkel von "60" ist 

jener Bogen, als der sechste Theil des Kreisumfengs, gleich ~ r0471975, 

60 dass wir einfach vom Sinns von ~ (d. h. 1*047...) sprechen werden, und 

« darunter dasselbe verstehen, was die Trigonometrie unter «1^60'* versteht. 

Für uns ist also in «^x, eoex, tffx, «rofyx die (unabhängig verinderliohe) 
GrOsse x immer eine reine Zahl. Wir können mithin von sind sprechen, 
, meinen aber damit natürlich nicht etn 5 ^ sondern den Sinus eines Winkels, 

de>sen ahalytisches Maass — 5 ist, d. h. also, der so beschaffen ist, dass 
ein mit einem Halbmesser =^ 1 zwischen seinen Seiten beschriebener Kreis- 
bogen die Länge 5 hat. 

Von den hieher gehörigen Formeln wiederholen wir nnr die folgenden : 
gin{- x)=s~-tmx, eo«(— i) = co$x, tg{~ x)~ ~ tgx, mm^(— = — «olj^x; 
2«in*^s~ I —C0SX, 2(-oj»*;lx— I -f- cogx, «tn2x — 2«mx«MS, 
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Verwaudiuug beider Maasse einander. 

II. Ist « ein in gewöhnlichem (trigonometrischeni) Maasse ausgedrückter 
Winkel, so erhält mau das analytische Maass^ desselben aus der Gleichung 

wm a In Osad«n gagtben iil: ^=f^* 



seo.eo.eo 2«* aoo.eo.eo 

2« 

Also ist (las analytische Maass eines Winkels von 1 72° 25' 13'' gleich flO flÖ ^ 
«20713 = 3 0093, so dass «n 172" 25' 13" und stn 3 ()n93jlMielbe bedeuten. * 

III. Ist xdas a^nalytische Maass einos Winkels, so ergibt sich dM trigo- 
nometrische Jdaass a desselben in Sekunden aus der Gleichung 

X n 860.60.60 , 360.60.60 

2^ = 360.60.60- — 2^— l^g— 2^=ß-SI4ö51. . 

Den LogarithmentafeUi ist gewöhnlich eine Tafel angehängt, welche die 
yerwandlmig der beiderseitigen Maasse in einander erleichtert. * 

Als ein ZaUenbeitpiel nia|f die Beredisan|r ron «A» 2*76 hier angeflUirt werden. 
Ist « das trigonometrisohe Maass » so ist 

a = ??^-®^2t6 Sekiind«i=lBr»88«48-2". 

2n 

Dann logain 157<^33' 48 2 — U 5.M6779— 10, wozu als Zahl gehört Ü'3816611, 
so dass endlich 'sin 2*75 = 0 38 1 06 1 1 . 

QomometriidM Fnniftienwi. 

IV. Kennt man von einer Zahl z den Sinus, oder den Cosinns n. s. w., 
und wird diese Zahl selbst gesucht, so nennt man dieselbe arcns ^ogen) ond 
die Bezeichnong soll so gewfthlt Verden, dass wenn * • 



• Also Ist ^ dst soalytlMhsMssss TOB 80*, * von 180^. ^ vob270«, 2« tod 880*, n 
Iva: 

♦ ^ 

= — 1, <m(—«) — 0, «n(— — ) I, ^„l(— liffj^Üj 

«et^sO, «0^=2—1, «M-^=0, «M2ir=-l-l; 

it 3 ?r 

tot{— -)—0, cos (—«) = — 1 , cot (— — ) — 0. fo< (— 2«) = i ; 

cot (mit -i- x) ~ i — l)"* co#x, co4{2mn -r x) =- coti. 
II 3 

4 3 
ffo^-=0, «ol^ira:— 00, eo^y — ff = 0, co^^2ir=(3lDt «ol^(n«'hs)=«»l|^s. 

Hierin ist nt eine ganze Zahl. • 
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S uiogekehrteu trigonometrueben Fuoktioueo. 



ix—aix = are(co»=:a), f * 

T — • T — n*^ f //» — l " */ 



tgx — a^x — are {tg = a), 

waü gelesen wird: „arcas, dessen Sinns gleich a" u. s. w. und wo also arc 
(iff = a) denjenigen Bogen zum Ualbmesser 1 (d. h. diejenige Zahl) bezeichnet, 
dessen Tangente gleich et ist. 

Da es nun bekanntlich anendlich viele Winkel gibt, deren Sinus = a 
(vergU etva des Verfassen Haodbnoli der TKgonometrie, I. Abth. §. 19), so 
wlre das Zeichen are(Mm=«t) nnd eben so die andern in (II) vieldeutige 
wenn wir nicht EinsebrHnkongen setsen. Biese bestehen nnn in folgenden Er- 
iLÜrnngen: 

1) Das Zeichen are («m = a) soll eine i wischen — ^ ond + ^ liegende 

Zahl bedeuten, deren Sinus den Werth« hat Diese Zahl ist zwischen 0 nnd 
-f- wenn a positiv; dagegen zwischen 0 und — — , wenn « negativ ist. 
a selbst muss zwischen - I und + 1 liegen. Aus I. folgt, dass 

arc (tin " — a) = — ore (»in = a) , 

da Jiügen, die gleich aber von verschiedenen Zeichen sind, Sinus besitzen, 

die sicli eben so verhalten. 

2) Das Zeichen arc (co8 = (t) bedeutet eine zwischen 0 und n liegende 
Zahl, deren Cosinus den Werth a hat. Sie liegt zwischen 0 and ^, wenn a>0; 
zwischen j nnd ir, wenn ä < 0. ■ - f 

3) Das Zeichen are (^^«r) bedeutet eine swiseben — ^ nnd + ^ 
liegende Zahl, deren Tangente den Werth a hat Sie liegt zwischen 0 
und ^, wenn « > 0; zwischen 0 und — ^, wenn « < 0. « selbst liegt 
zwischen — qo nnd H-OO. Wie in 1) ist 

arc {tg = — «) ' - ■ {lg — «)• 

4) Das Zeichen are {eotg = a) bedeutet eine zwischen 0 und n liegende 
Zahl, deren Cotangente den Werth m hat Sie liegt «wischen 0 and-|, . 
wenn a > 0; zwischen | und xr, wenn « < 0. 

V. Es lässt sich nun leicht zeigen, dass (unter diesen Einschränkungen) 

immer : 

ctrc {eot=^a)~^''- are{tin-=a)\ are {coijf — a) = ^ — are(tg — tt). (12) 

Um dio erste dieser Gleichungen zn erweisen, wollen wir die beiden 
möglichen Fälle nntersuchen. 

I ) Sey « > 0, also are (eoe s= a)< ^, areütin —a)< ^,|W&hrend diese 

beiden Grossen positiv sind. Ist nun 
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80 ist aocb 9inß=ca$Y, lO dais ßmidf mi poktire Winkel lind, beide 
Meiner alt 7 (d. h. 90*), so beschaffen, daM der Sinne des einen dem Cosinos 

des aodero gleich ist Dazu gehört aber bekanntlich, dass ^ -f / = 7, d. b. 

are (tin = o) + arc (cos = = ^ » 

was die erste Gleichung (12) liefert. 

2) Se7a<0, also are(0Of =a) > ~, ar0(«m=:a)<O. Setienwir 

ttsi—cft ist a'>0; nnd are(co« =«)=:«!« (cot =—«'), arv(fAisa) 
SB oiv (ßhk = — «')• Bekanntlich aber ist eet (/r — z) = — «osz, woraos 
olfenbar folgt, dass «rff(«M= — «0 = ''~»^(«^=«')» Gleichung, 
deren Richtigkeit sofort erkannt wird , wenn man sie nnr in Wojrte fasst. * 
Eben so.ist eure (stn =: — o') = oiv (sin = «'), so dass 

^ OTW («te s= aO [ore (Mi SS H- «v«(m = a')]. 
Da aber b'>0, so ist nach 1) wrc («ot =:a')+aivsni(=«')=^, so dass 
«ndlich ... , . *« « 

orc (#»n = aj H- arc(eo« = oj = « — — = — , 

wie vorhin. * * 

Die zweite Gleichung (12) wird gaoz eben so bewiesen. Desshalb sind 
die Zeichen airc(c<>$ = a)t arc(cotg = a) &berfl&ssig und wir werden 4evon 
spiter anch nnr höchst selten Gebraach machen. Weitere Sitze in Bezug 
knf die hier erörterten Grossen werden wir da erweisen, wo wir etwa von 
ihnen Gebranch machen. (Vergl. §.-32, IV.) 

§■ 4. 

Imaginitro Zahlen. Potenzen ron eot x -t i rinx. 
I. Die Quadratwurzel aus einer positiven Zahl kann positiv oder negativ 
genoinmen werden; will man aber die Quadratwurzel aus einer negativen 
Zahl ausziehen, so ist dieselbe in positiven oder negativen Zahlen nicht an- 
gebbar. So kann 4 weder 4-2, noch —2 seyn, da ( -h 2) ' =: -f- 4, 
(— 2)'— -f 4 und nicht —4 ist. Immerhin aber lässt sich die Grösse 
V — 4 erklären als eine Zahl, deren Quadrat —4 ist. Solche Zahlen, 
wie Y — 4 nennen wir imaginäre Zahlen, und verstehen darunter zunächst 
also nur die Quadratwurzeln aos negativen Zahlen. 

Hiernach ist also (V^— a)' — a. Da aber auch (V^— 1)'= — 1» 
(y a y — l)* = a( — 1)= — a, so kaun mau setzen 

Da Va, als die Qnadratwnrsel ans einer positiven Zahl, immer angebbar 
ist, so erscheint alsoV — a als das Produkt der angebbaren Zahl ya in die 
imagittftre Zahl V i- Dies« letztere bezeichnen wir künftig immer 

dnrch i nnd setzen also: 

V^-a=iV». 0») 
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10 lYigoiioiMtiiMsh« FoffiB tanafl^nlrer Zabl«B. 

Aus der Erklärung für i folgt sofort: 

i'r- — 1. 5»= — i, 1, i«^ — 1 U. S. W. 

Positive und negative Zahlen heissen nun, im Gegensatze zu den imagi- 
nären, reelle Zahlen. Sind a und b reelle Zahlen (also positiv oder negativ, 
aber angebbar), so heisst endlich aH-bi ein gemischt imaginärer Ausdruck, 
oder eine gemischt imaginäre Zahl. Für a— 0 ist sie rein imaginär, für 
bsOaberreell. Demnach iit a+bi die allgemeineFormder reellen 
ond imaginAren Zahlen. 

n. Sind a, b, A, B reelle Zahlen, und es ist 

ft+bi=AH-Bi, (14) 

SO ist Dothweudig 

DieMrSatz, von dem man häufig Gebnaehmaeht, l&aatsichin folgender 
Weise erkennen. Ans (14; folgt 

a— A^(B— b)i, 

so daas, wenn man beiderseitig die Quadrate nimmt, nnd beachtet, 
da8ai'=-l: 

(a-A)*=-(B-b)*, (a_A)»+(B— b)»=0. 

a — A, B — b sind aber reelle Zahlen, ihi^Qoadratefoiglicb positiv; soll nno 
die Summe dieser positiven Zahlen Mnll seyn, so ist diess nnr mOgiich, Venn 
beide Noll sind. Demnach ist 

(« — A)»=0, (B— b)»=0, d. h. a— A=0, B-b=0. 

was die (14') sind. — Uebrigens würde sich ans (14) eigeben i = g-^, 
wenn die (14') nicht stattfinden, was nicht snlAssig ist, da die imaginäre 
Zahl i der reellen nicht gleich seyn kann. 



m. Setzt mau, wenn a und b reell sind: 

a, = T eot a, h = Tsina, (lö) 

SO erhält man, durch Quadrirung und Addition: 

a*4-b'=r*, «0ta=:— , «ä»«s= — . 

r f 

Wählt man r bloss positiv, so folgt also ans (15): 

ab' 
r=Vt*+b*, fo#a=— , nna=:—, (15') 

wodurch r und a genau bestimmt sind. Alsdann ist 

a -f- bi ^ r (co/ a i «) , (16) 

welche Forin wir die trigonometrische nennen wollen. Aus (iö) folgt 

(a -1- b i)" — r" (cojf « -h i #in a)'" , 

welche Grösse bekannt ist, wenn man (cosa-t- i«V»o)" kennt 
Durch unmittelbare Multiplikation ergibt sich: 
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(«wa + i«l>a)" . D«r bioomibcbe Sau. 1 1 

(«at«tH^iff*it«|)(eMa|-hi«Mia,)=«««a| «MC|+i«<»a| eoia, + icofff|tlBa|— «ma, «ina, 

d. Ii. nncli oinoni elomentareu Satze: 

((•«>*«, -1 ij-uwr,) (fo/ta, -♦-i«»no,)=co*(aj +a,)-+-i#Mi(ai-+-<l,). (16) 

Daraus ergibt sich sofort 

(cö#Oj -f-i«n«i) (c<Ma, + i«wia,) (<;o«r, -t-i «in a,)=[eo«(aj 4- aj + i «•»(«, -i-a,)J X 
(«M«^H-i«iiia^)=<(i«(ttt+«s+<^)+l«'<*(«i-)-ai+<it)« 

und aUgemein: 

-4-i*in(«j -f-a, -f-..4-o„). (17 

Set/t man hier — «2 = ... = <x» = a, so wird die erste Seite zu 
{cosa -r i«ma)", so dass 

(ct>* a 't- i «in «)" COM n a -4- i n na.* (Jg) 

Dieser Satz ist jedoch nur für ein poäitives ganzes n erwiesen. 

§.6. 
Der biaomweli« Sstt. 

I. Man findet durch unmittelbare Multiplikation leicht, dass folgende 
Gleichungen richtig sind: 

, , 3 3.2 , 3.2.1 , 

4 4.3 . 4.3.2 . 4.3.2.1 



1 12 1.2.3 1.2.3.4 
Jn dic.seti l'ormeln ist auf der zweiten 8c*ite ein Gesetz bereits so kiar 
ausgesprochen, dass wir vennuthen, es werde auch 

/. . ^ft ... * . Ö.4 , 5.4.3 , 5 4.3.2 . 5.4.3.2.1 . 

fteyn. Um diess zn bewekeo, woUeo wir den Werth tob (1 +z)* mit 1 + z 
OMiltljplizireD, wodoreh wir jedenfalls (1 + z)* erhalten mtssen. Diese Holti- 
^ plikation gibt: 

, 4 4.3 . 4.3.2 , 4.3.2.1 . 

* -^T*-*- rä^" ' 1-72:3 ' 1:2 sTi* 

. . * 1 . 4.3 . 4.3.2 . 4.3.2.1 . 

Kqd ist 

4 4 l^_ft U.l — i:^ 4.2_ 4(8-t-2) 4.5 5!4 

1 I "^1~"T' 1.2'*'l"~1.8'^1.2~ 1.2 ~1.2~1.2' 



* Dieser Satz folgt auch lofort aus (16). Für a, — n, = « ist n&mlich (cosa-+-i#tnaj* 
~ffi*2a — i/iVt2a. Also («o» a -h iWn«) ' — (ef>»o -r- '\»ina.Y(eoia-^itin «) — ^rnf 2ot i »in2n) 
(eosa-t itina). Setzt maa uun io (Iti) ai=2a, o,~a, so itt {coi2a-i-itin2a) {cosa^ itina) 
=CM3a+i«wi8a, so dStt(«of«-kl«Äia)*s«off8a4-Um8a. Wl« nui liier w«lt«rg«h«n 
kam, bt klar. 
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BiMBitelkoeffiiicBten.. 



4.8.2 4.a_4.3 2 4.3.3 _4.8(2-h8)_ 4.8.S _ 5.4.8 

1.2.3 1.2 1 2 3~*" 1.2.3~' 1.2.3 " 1 .2.3 ~ 1 .2. 3 ' 

4^.2.1 4.3.2 4.3.2 I 4.3.2.4_ 4.3.2(l+ 4) 4.3.2.5_5.4.3.2 

1.2.3.4 ^ 1.2.3 l72.3.4^1.2.3T4~ 1 .2.3.4^ ~ 1 .2.374 1.2.3.4 ' * 

4.8.8.1 _ 4.8.2.I.S _ 8.4.>.«.1 

1.2.8.4 ].2.8.4.5'^1.2.8.4.6* 
80 das8 wirklich der obige Werth von (1 +s)* erscheint. 
* Bildet man durch HoltlpUkaCion mit I+x dnnuis (l-hs)*, so ergibt 
sieh gans eben so: 

. 6 6.5 , 6.5.4 , 6.6.4.3 , 6.5.4.3.2 ^ 6.5.4.3 2.1 . 
<*^'> =»^T'+l72'^r:0* -^r.2.3T4^^1.2.3.4.5' -^ 1.2.3.4 5:6 

Ist man dabei auf die Bildangsweise aofmerksatn, so ergibt sich sofort, 
dass allgemein: 

. ■ n, . P(o-l)., . n(D-l)(D — 2)_, . . n(a-l)...l _. . . 
(H-i>--l + Y«+-y^l«+ I.2....« 

welcher Sats hiemit Ar ein positives gauzes n erwiesen ist, und wobei die 
Abkarsnngen ans dem Vorhergehenden verstSndlich sind* * 

II. IMe Zahlen 

n B(n— 1) n(n— l )...l 

r 1.2 ' 1.2....n • 

welche in (19) er.vchfinen , heissen die Uinomialkoeffizienten für die 
Poten;^ n. Sie besitzen die Eigenschalt, dass die Keihe (20) lückw&rts uud 
vorwärts gelesen genau dieselbe ist. 

So ist ersichtlich = I , da Z&hler nod Nenner genau die- 

selben Faktoren haben; also smd die erste und lotste der Zahlen (20) gleich. 
Die benachbarten lind 

n nfn — 1) 2 

i"°S.2....(n-l)- 



* Will waa wtam B«w^ asdi dm RagtlD. w THflftit imb ia iDlgradar Wala». An. 
WMjdtr Sali (19) erwiesen für n=2, 8, 4, r, Mdmalio 



Moltiplixirt man beiderieitig mit 1 + tt so vird die erste Seite la (1 4- x) ' + ' , während die ' 
swait«, vami mu in d«r fiAlma W«it» «rdntt, wegen 

1^1 -L±i r(r-l) . r _ (r4-l)f r(r-l)(r-2) r(r~l) _(c-H) r(»^l) 

i"^*~ 1 • 12 "^T^T"' 1.2 3 1.2 — m 

, r4-l , (r-+^l)r . (rH-l)r...l , . , . 

Da diese Gleichang auc (19) folgt, wenn nio Arn i«(sfcr+l* ao ist hiemach die 
Oleiehang (10) aarh ah richtig befunden für n — r-^ 1 , wenn sie nur für Bs=r lichtig war. 
Fttr n = 3 kann mau sie aber durch anmittelbare Multiplikation als richtig «kiMiBea; Mmit 
iit rie B « ttw sBd% aadi lishijg Wr b=4. — Da li« alio IBrBs4 lialrtigiil* m iit 
aaeh demlbsB SskhinvsiM, aaeh flir asS» a. t. w., Ar alle |tai«a poiilif«a a. 



W«rtfc fm «etas, «MB«. 13 

Der Zähler des letzten Bruches enthält alle ganzen Zahlen von 2 bis n, 
der Is'enuer die ganzen Zahlen von 1 bis n — 1 ; lässt man also die Faktoren 

2, 3, . . . , n — 1 , welche im Zähler undNenoer Torkommeii, weg, so bleibt j, 

d. h» die xweite Zahl in (20). Eben so ist. 

n(n— 1)_ n(n— 1)...3 ii(n — l)(n— 2) n(n— 1)...4 



a. t. V. 



1.2 1.2...(n-2)' 1.2.3 1.2...(n— 3) 

III. Setzt man in (19) z = p ^ erhält man 

ii(n — l)...l B" 



n 



..D A 

Multiplizirt man diese Gleichung beiderseitig mit A" und beachtet, das» 
A-(H-|)"= [A(l + |)r = (A+B)-, so eigibt sich 

• (AH-B)" = A-+ ^A»-'ß + ^"^^A-«B» + + ^Jl-}hJ.B% (21) 

Foimla Ihr Mtaa* «Arno. 

IV. Wir wollen in (2 1 ) setien A ~ eo9a, B ^irintt, ao iet B' = — ein'«, 
B' = ^\§in*at B*=«ifi*a, n. e. w., ao daM 

1 I • 2 1 »S.S 

eoi''~''atin^a -f- 

d. h. wenn man den Satz (18) in §.4 beachtet: 

. ^ p(b-1) . , . , ^ d(d-1)( d -2)(d -3) _ . - 

-f-ij y cot»^a#»a 2 — — ^ :!l i-eot'^9$tn*a+ j, 

worin die einzelnen Reihen nach dem in den ersten Gliedern ausgesprochenen 
Gesetze* fortgeführt werden, bis sie von selbst abbrechen, was immer ge- 
schehen \vird, da die Fakturen abnehmen, also Null erreichen müssen. 
Gemäss dem Satze (14) des §.4 folgt hieraus sofort: 
p(o-l) ^ . n(n-l)(n-2)(n-3) . 

i.z i.s.o.e 

n , ■(■— 2) . . , 
tinna = ~ coi''~*anna co#"-"o«i»'a 4- 

Ffir n = 2, 3, 4 ergibt sich hieraus : 

C042a=eo$^ a — tin*a, eot^a—eo$'a — 3 co#a «'«*«, eos4a = eos*a — 6 eot* a fin^ a -h tin* 
tm2a=2cotatina, *im^a=Sco4*annu—tin*a, «m4a=4«a#'aw»a — ^eaann'a. 

§.«. 



(22) 



I. Wir wollen In dem Brocbe die (poBHive oder negative) Zahl « 

als veränderlich betrachten und ihr Werthe beilegen, die nahe an Null liegen ; 



* Di« Reiben schreiten alt «mhittadia Ziieina flrt, vnd itfc imntr «In Oütd dtr U- 
■umlMheD Fnmti (21) ftbenpnuitaB. 
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aladaon ist der Werth de« BmcheB nahe an ^ und man kann a immer nahe 

genug an Null nehmen, damit der Bruch 2^;^ von ^ nm weniger als die be- 
liebig klein gew&hlte Grösse ß verschieden sey. 

Ist nämlich a>0, so ht ^ < ^; soll aber der Unterschied kleiner 

als die (positive) kieine Zahl fJ bcvii, äO uiuss 

seyn. Wfthlt man (das positive) a non so, dass ^ < /), so ist gewisss aneh' 

^ - ^2n ^' ""^ ®® gß^^ßt^ somit, a < 4/? zu nehmen. Ist « < 0, so setze 
man a — —a' und hat a'>0; aUdann ibt — > i (fiii kleine «'), 

und es \^ ird also , damit die Differenz unter dem (positiven) kleinen ß liege, 
seyn müssen: 

Sobald also a' < ^^^^ ist von ~ nm weniger als fi verschieden. 

Lässt man hiernach in dum liruche — die (positive oder negative) 

^ a ' 

Zahl a gegen Null hin gehen, d. h. der Null sich nähern, so gebt der 

1 1 ' 

Bmch gegen ^ > nähert sich ^. 

Die Grösse ^ non, der so nahe kommen kann, als man will, wenn 

«abnimmt (d. h. gegen Null geht), nennen wir die Glänze oder den 
Gränzwerth von ^ — mit abnehmendem (d. h. gegen Null gehendem) a, 



2 

und bezeichnen dieselbe dorch Vorsetzen des Zeichens .Or*", so dass 

1 i 



Or 



2 

Eben so ist, wenn « in derselben Lage sich befindet: 

(x + «)* X* ^ X 

Cm etwa den letston dissar SAtse ftnnUeh su erwdsen, bitte man mir an Migea, 

daas hg , w«nn a sieh Noll nähert, der Gröne Id^ 1 (•= 0) sieh nähert. Da* 

mit aber 

hf^^-l(Vl<ß. niu8B/o(7~^<<?, ^— ^ <l(/.a4-«<x.l0'',a<xll(/- IJ 
seyn , wo wir a positiv gedacht babea, a. s. w. * 



* Eilwdalf Jedoeh dieser wdlltiifi^ Untersuehnog nicht. Wehe nSB, dsM wean« 
aa Neil »t, fQr kleiDC Aeodendigen tod a auch loff — aicb nur wenig Ändert, so eiblft 
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Es kann sich auch ereignen, da.ss die sich ändernde Grosse mehr und 
mehr anwachst, oder, wie man alsdann sagt, unendlich gross wird. Auch in 
diesem Sinne lä&st Bich von einer Gräoze sprechen, und man sollte allerdings 
ein etwas vwSodertes Zeichen brancbeii. ba wir in der Regel nichl in diese 
IjAge liommen werden, so wollen wir davon absehen und nur besonders daran 
erinnern, wenn der jP'all eintritt. Für unendlich wachsende (positive oder 
negative) a wire also 

Or—=0, (h- = 1 , Or — = - u. «. tr. 

« o 2a 2 

Wir haben die (i rosse a gegen 0 oder gegen oO gehen lassen. Diess ist 
jedoch begreiflicher Weise nicht unerlässlich, indem wir überhaupt unter dem 
Gränzwerth einer von « abhängigen Grösse A den Werth vor- 
stehen, dem dieselbe sieh nähert, wenn a einer bestimmtenZuiil a 
»ich nähert. Diese Zahl ist fireilich meistens 0, wenigstens werden wir in 
nnsem Anwendongen diesen Fall als den gewöhnlichen vor nns haben. 

Aus dem Vorstehenden eigibt sich sofort die Bediogong, nnter der man 
von dem Grftnzwerthe einer GrOsse sprechen kann. Sie heiast: 

Ist A abhängig von der Zahl a, und man kann eine Zahl B angeben, 
von der A beliebig wenig verschieden ist, wenn et wenig von a verschieden 
ist, so heisstB der Gränzwerth, dem A sich nähert, wenn a gegen a geht 
(wobei ff immer grösser als a, oder immer kleiner seyo kann). Für a=0 
wird man also sa^en: 

B ist der Gränzwerth von A, wenn die Differenz B — A tür kleine (po- 
sitive oder negative) a beliebig klein werden kann (kleiner werden kann , als 
eine noch so kleine Zahl). So ist 0 der Gränzwerth von sina (bei abneh- 
mendem a), da sich geometrisch sofort ergibt, dass sina für kleine (positive 
oder negative) a der Noll beliebig nahe gebradit werden kann. £ben so ist 
1 der Or&nswerth von «. * 



der M Kud itoh^B geometiUehea Reihs. 

n. Man hat (§. I) 

»-hÄq-t-aii» + 4-aq'"'=^^ ^j"* =^^^. (23) 



BU Or log au toy— jr » wann nsn kortveg a=:0 tetst. Denn Ar Werthe von «, 

die «ehr venig von Moll vuidilsdeii liiid, Utiflfr—^ — athr wraig vm dm Wertbe von 
faylll2, d.h. «mltylasO «»UsdflB, ud ksBB also d* Ünltndiiad MBabig kliin 



• Wellie «aatesongn, OD aar toOilaiwwA ton •^•M ha* dicttdMdialbkflMn 

fltni, «aU OD kaina baatiinmta Zahl ist, was bagreifUeher Weit» bei den oben all OrSni. 

vertlie« bea^ehneten Crfluen der Fall f^eyn tnnss. — Desdmlb ist auch eine DiriMon mit 0 
nie gestattet. — Wir machon hier darauf aiifinerkaan, «aU mit dem Zeichen qO» d. b. dar 
Dimioo mit 0 , suveiiec Unfug getrieben wird. 
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1 6 Unendliche geometrische tieihe. 

Lassan vir hier die (ganze) Zahl n grosser werden, so vennehrt sich mit 
ihr die AosshI der Glieder der geomeCrischen Reihe, und deren Snmme, die 
mit ron n abhftngt. Ändert sich natfirlidi eben&lls. Denicen wir uns nun, 
n wachse nnbegrlnzt (werde anendlich gross, wie man sich auszudrttclLen 
pflegt), so verwandelt sieh die Beihe in eine nnendliche; geht die GrOsse 

alsdann gegen einen bestimmten, endliehen Werth hin, d« h. nfthert 

sie sich mit unbegränzt wachsendem n einer Gränze, so nennen wir diestti 
Werth die Snmme der unendlichen geometrischen Reihe. Dieser 
Grosse oAhert man sieh also desto mehr, Je mehr Glieder der Reibe — Ton 
Anihng her — man^knsammen nimmt üm diese etwa bestehende Grinse 
in finden, mttssen wir aber iwei Fälle nntersehelden. 

1) q > I. In diesem Falle wird q" wachsen mit wachsendem n, so dass 
die Snmme immer grosser wurd, Je grosser n ist. Es kann also Jetst von 
keiner endlichen Grinse Rede seyn, vielmehr wäre — wenn man von 
einer Snmme sprechen wollte — dieselbe ab od tn beidcfanen. * 

2) q < 1 aber positiv. Jetzt wird q* abnehmen mit wachsendem n, 
und man kann n immer gross genug nehmen, damit q" von Noll so wenig ver- 
schieden sey, als man wolle. Daraas folgt, dass der Ghriniwerth von q" 

(mitwadisendemn) Null ist und inithfai der von * gleich = 
Demnach ist 



(24) 



* Es ist UMa zn zeigen, dus die Subhim grtiear werdea ksBBt ab dia beUabig giMM 
2aUA. DM»dsnii|i^3l:^>A.n«i«a(q--l)><q-l)A, ^r>l+r(q- 

■*Vl>*vUH--(q— !)!• ■> tayn, was imner AvBHcb lik, 4a n 

a *offi 
beBaMg groes verdeo kann, a denken wir un» dabei positiv. A natflriicb auch , so daie q so* 

wohl ala 1 + — (q — I j'^itiw und giOuer all 1 , ihre Logarithmen alto poeittr lind. 

8onq«<«Myn,wo«Mi«VglM(iiiidpaMv), wBmqiialfliilflb«la(^^ 
SflteBRMk,d.h.<lMyft Sayalioqs^, solilp>l, t^anghtahssj, lo fafc 

lebx gross, wenn o sehr klein Mjn soll. Da q* s so muss also ^ • ^•»'* g*" 

hart, da» p>>il MT- Dam« Mgt nto^p^lefß, b > WSUt smb abe a 4m$ak 

SO ist q" < o. Ea Iftsst sich aber anoh sofort seigeii, dass die Differens r-^ 0 

^h« j,,^"^" ■ beHeMg klefai weiden kam. Daaa dicMlba tat --^ ^ »4 4a q" 

80 klein werden kann, als man will, so ist aaeh 4* notbveodig in daaelben Lage. 
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durch die Punkte, ÜLiieii kein letztes Gikd fülgt, angedeutet ist, dass die 
Reihe uiibegränzt fuitgefülirt wird. 

Was den Fall q = 1, der zwischen beiden liegt, Letritlt, so besteht für 
ihn keine eigentlich geometrische Reihe, da die Glitder alsdann sümmtlich 
= a sind. Ins Unendliche foi ( «^elührt wird keine endliche Summe er- 
scheinen kGnoen. 

Wir haben ieM » tmd q tauner mnr potitir gedacht. Für ein neKaiiTo« a wechseln alle 
Glieder Uees du Zeteben «ad ebenio aoefa die SuauBe; die (24) heatehk alao imniwiüii. Fflr 
' ein negativei q= — q' kann man die R^e in awei zerlegen: 

a • aq'* t-.... — (aq'-4-afj" 4 a-i'^'-f-..,.). 

Aus (23), welche Funnel unbedingt gilt, folgt sofort, dass fürq'^l keine pndlichn 
Sunae emheiot. FOr q'<l (aber pot^ltiv) ethllt man nach (24) da jt ut a + aq'*H-aq'* 

-♦-...= - * aq' 1 a<i'*-(- a q'*-*- ... =q' (a-l- aq'* 4- aq'* -+-..) — q' als Summe: 
1-~<| ^ I — ij' • 

a aq' _ a(l — q') _ a(l— q') * _ a 

1 - q' - " 1 - q'« 1 - q'* ^ (1-^)0^) ' TTq' 1^' 

d. h. wieder d!e Pomiel (24), welehe also gilt, wenn q twisehen— 1 and -h 1 liegi. 

Setzt luan a = ^, q in (24), so ergibt sich: 

V '^"rrr^- 

K» läs^t »ich dieaes Krgebni&s in fulgeiidcr Koriii aui»»|>recliüu : Nininit luaii vuii 
einer LAng« die HAlfte, Tom Beet wieder die HAlfte, ron den jetzt bleilienden Beste 
abemuJe die ÜAIfte, n. s. w., so bntrfigt die Samme aller so erhaltenen Theile, wenn 
man unbegrftozt TieleMalo das V< r fahren anwendet, dieiirsprOngliehe Lftnge wieder. 

— In dii'stT Form zweigt ea sicli di nthdi , wie* ninn sich der gnnzcn Länpe mi-hr iintl 
mehr nähert, je öfter man dus Vt rtalircu anwendet. Nach der ii"'"Thciluug ist 

der Best noch welche Zahl ioinier kleiner wird, wenn n wäciist. 

sr 

Jnlialt der dreiseitigen Pyramide. 

ni. Sey 6 der Inhalt der Grundfläche einer dreiseitigen Pyramide, U 
deren IlOhe. Man theile letztere in n gleiche Theile und lege durch die 
Tbeiloogspunkte Ebenen, parallel der Grundfläche. Die Schnitte dieser 
Ebenen und der Pyramide sind Dreiecke, ähnlich der Grundfläche. Ihre 
Flächeninhalte seyen, von der Spitze angefangen, go&t wo also 

g, = 6 seyii wird; die Entfernung je zweier dieser Schnitte ist — ; überdiess 

ist g^ gs < gl < • • • < Zwischen den Ebenen , in denen die Dreiecke 
gr nnd g,^^ liegen, wollen wir zwei Prismen beschraihen, von denen das eine 
auf g, aufstehe und seine drei Seitenkanten parallel einer der Seitenkanten 
der Pyramide habe, das andere aber auf g,^ , aufsteht und seine Kanten 
parallel mit den vorigen sind. Das erste Prisma fällt nun nothwendig ganz 
in das Innere der Pyramide, ist also kleiner als das Pyramidenstück zwischen 
den beiden Ebenen; das andere Prisma ist eben so nothwendig grösser als 
das fragliche Pyramidenstück. 

IM eng er, Differential- u. Uici;ral'Recliuunf. S. AufL 2 
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Inhalt dar di«iMiligCB Pyramide. 



Das erst« Prisma wird also füglich ein in die Pyramide f iiipeschriphone«:, 
das zweite ein derselben umschriebenes genannt werden ivüiinen. Das ein- 
geschriebene ist kleiner, das uniscliriebene grösser als das Pyramidenstück. 

Dieselbe Konstruktion soll nun zwischen allen Schnitten, die auf ein- 
ander folgen, voUfülirt worden, und zu oberst zwischen der Spitze und dem 
ersten Schnitte ein Prisma umschrieben werden (das eingeschriebene wäre 
hier^'uU). Dadurch erhalten wir n onisohriebfiii«t und n— 1 eingeschriebene 
Prismeo, von denen dasaelbe gesagt werden kann, wie oben. Desshalb ist 
die Snmme der omsehiiebenen Prismen grOsser als die Samme der pyrami- 
denst&eke, d.h. als der Inhalt der Pyramide» die Snmme der eingeschriebenen 
aber lileiner. Nennen wir S die Summe der umschriebenen, s die der einge- 
schriebenen Prismen, P den Inhalt der Pyramide, so ist also 

8>P>i, w«tt«i8— P<S— •. 

Geht man von der Grundfläche aus, so ist aber je ein eingeschriebenes 
Prisma von gleichem Inhalt mit dem nächstfolgenden umgeschriebenen, da sie 
auf demselben Dreieck stehen nnd gleiche Hohe haben. Daraus folgt sofort, 
dass die I^erens S — s gleich ist dem ersten nmschriebenen Prisma, das 

auf der Grundfläche aufsteht imd di .s>t'ii Höhe — ist Lässt man nun n 

beliebig gross werden, so wird ^ beliebig klein, und eben so der Inhalt dieses 

Prismas. Daraus folgt, dass man n immer gross genug nehmen kann, damit 
S — 8 beliebig klein auslalle, also von Null sowenig verschieden sey, als man 
will. Demnach ist der Gränzwcrth von S — s gleich 0. Nun ist 
S — E zwar immer < S -~ s, w ij d aber nie negativ, da immer S > P, woraus 
folgt, dass mit wachsendem ii auch S — 1' gt'gen 0 gehen mu8s, so dass also, 
wenn Öi" sich auf ein uueudlichcä Wachsen von u bezieht, 

G^r (S-P)=a ' \ 

P, als der Inhalt der Pyramide, hängt von n nicht ab, ändert sich also 
auch nicht mit dieser Zahl, was nur bei S der Fall ist. Geht also S — P, 
wo P unveränderlich bleibt» gegen 0, seist diessnnrmOglich, wenn S gegen P 
geht Demnach ist 

P = fl«r8. 

Sucht man also S als Funktion vonn, und bestimmt den Gränz- 
werth dieser Grosse für ein anendlich wachsendes n, so hat man 
P ermittelt. ' 



Nun Ist aber 



woraus 



ruy f—V f—V 
gl _ ypy s»_ V p J g» _ V p y 
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Datier 



8 = 1, ? + ? H-.... + g.ä = i^(iiH.2t+8»H.....+.t>.= 

GH n(nH-l)(2o-t-l) _ 6H (n-M) (2n 4- i) _ GH /^^ S 



n» 6 

OH 

Hier hängt -5- von n nicht ab; mit uoendlioli wacbMBdein d aber iteht 

3 13 1 
2 + -«(-^ gegen 2, da ^ gegen Noll gehen (wie bereits oben gezeigt); 

demnacjr' 

die ^|||Miute Formel der Stereometrie. 

Inhalt einer KagelzoM. 

IV. Wir wollen in einer Halbkugel zwei Ebenen parallel der Grundflftche der 
Halbkugel (grüsster Kreis) gelegt denken, deren Abstand h sey. Die Ilalhme.iser 
der beiden Schnitte scyen r und q, wo r>p; ferner R der llalba>es.ser der Kugel, 
a der Abstand des ersten Schnitt« (vom Halbmesser r) rom Mittelpunkt der Kugel. 
Man toU den Inhalk der Kageßone swiaeben beiden Schnitten ennitteln. 

bt X derAbetasd irgend einet Schnitte rom Kngehnitiolpiuikt, 7 derBalb- 
meeier deetelben, ao hat man immer j' = R' — 

Wie in in. theilen wir nun h in n gleiehe Theile und legen durch die Theil'- 

punkte Ebenen parallel der Grundfläche. Die Sdinitte denelben sind SLreite, nnd 

da die Abttäade Tom Mittelpunkte sind : 

. h ,2h nh 
a« a*^ "~ ■ a^K •*••••• a *^ 
n n n 



* Um die Senime l*<4-2* .... 4- n* tu inden, tetM num fai der Formel (a»b)>asn*>- 
da*b H- 8 ab'-- b*: a — 1. 2. 3, * a wllurend b iann«r 1 bleibe, u eriiilft man: 

s 

0 =(1 — 1)»=1»-3.1M 3.1 — I. ) 

1"=^(2— I)' = 2» — 3.2*4-3.2— 1, 1 «ofans durch Addition, mit Berflcksichügung 

2» = (3— 1)* = 3»— 3.3»-h3.3— 1. l - . . . Mn-tl) 

. > der Oleiehnng i-l-x+8H-*.+ns~-^ — 

I folgt» 

, (n— l)» = (n-lJ'=aW».n»H-3.n-l. ) 

l»+8»+..+(n-l)*==l»H-2»H-...H-a»-;|(l»+2»+...+n«)4-.^^i|=i^-n. 
d. h. wann min l*-t- 2*+.... +(n — l)*beideiMitig begibst: * . 

0 = n'-3(l*-h2»H-...H-n*) ^ ^°^"^~-n. - 



«(l» + 2« + ...-HaO=«*-.-h^i^=B^i±i^^ 

1.4.2»-HS» + ^,»^ '(-HiH^°^»> ....- 

(n — l)a(2n— 1) 

Natürlich dann auch 1 ' 4- 2» -h 3» -H . . . + (n — 1>» = ' ^ — - — • 

2« 
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20 Allgemeiner Sftts über Uränzwerthe. 

SO lind die Quadrate der Halbmeeser dieaer Schnitte: 

R»->a'. n^-Q.^iy Ri_(a + E!?y. 

Mnn errichte nun über jedem Schnitte zwei Zylinder, die an den narhsfen 
Sclinitten enden, und zwar den einen nach unten, den andern nach oben (mit All^- 
nalime des Schnitts vom Halbmesser r , wo bloss noch oben , und des Schnitts vom 
Halbmeiser q, wo bloM naeh nnten hin konitruirt wird.) Genan ^e in III. ergibt 
sieh, das« wenn 8 die Sninnie alter nnueiiriebenen Zylinder ist, P der Inhalt der 
Kugeixone, s die Summe aller eingeschriebenen Zylinder: man. habe: 



S>P>s, 8-P<8-ts <7r(8— s)=:0. <7r(S— P)=Oi P=6<r& ^.^ 
Was S anbelAogt, so ist, da die Hohe jedes Zylinders gleich — ist: 

»=<r.-.vU[h--(.^^)>^[.'-0.-^-)> 



h X^f 

""^ » • • • 

n 



... + B'-(.«+2.!^h+^'b')] 



? 2 e 

Danms aber folgt 

(?rS = «h(R«— a»)- a -7 h- - = 

Nun ist r' = - a% _ R*_(a4-h)», worans 3r'-t-3c'-i-h'=6R* — 
~6a' — 6ah — 2h^ so dass auch 

P = (3r«4-3»»H-h*)y. 

welche Formel den gesuehtea Inhalt gibt. 

Für eine Kugelbaube ist ^ = 0, also ihr Inhalt (3 r*-Hh^); Air die 

TT R 2 

Halbkugel ist t = 0, r = lt, li=R, also der luhalt= j (aK"-(-K')= jlK'. 

§•7. 

Allgemeiner Satz üher Grttnzwcrthe. 

I. Wir haben in den letzten Beispielen des §.6 bereits von einem Satze 
Gebrauch peinaoht, ohnp ihn ffirmlich ans/nspreehen. Wir fanden nämlicl», 
dass wenn S > P > s und Gr (S - s) — 0 auch Gr (S — P) — 0 scyn müsse. 
Ist al)t'r Gr (S — s) = 0, so mu>.s nothwendig GrS> = Grs, scyn, so dass 
wir nicht nur P:::;:<7rS, sondern auch P = Gr& hätten setzen können. Der 
fragliche Satz kann in tulgeuder Form ausgesprochen werden: 
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nSeycn P, Q, R drei Grössen, die sftmmUich voa « abhAngen, und die 
immer, oder doch für alle Werthe von a, die wenig vo^ einer bestimmten 
Zahl a verschieden sind, der Bedingung genügen 

P>Q>R: (26) 

ist ferner, wenn a sich a anbegränzt nähert 

GrP~GrR,* (»0 

80 ist anch 

örQ = örP = örB». (26") 
Die (25") kann, ohne eigentlichen Beweis, sofort als einleachtend an- 
gesehen werden. Da Q nach (25) immer 2 wischen P nnd R liegt, die letstem 
aber nach (25') sich unbegrftnU einander nfthem, somnssdas zwischen ihnen 

liegende sich ebenfalls diesen beiden nfthem. — Will man einen f&rmlichen 

Bewri":, so kann er 80 geführt werden: 

Da Q<P, so sey Q=^P — (», wo q positiv ist; da Q>R, so sey 
Q = R-h^', wo ^' die II falls positiv. Demnach P = Q-i-(>, U — Q— -^^ 
P R = Q -\- (j'. Da P und R sich unbej»ränzt nähern, nach (25'), so muss 
also Or ((j + q') = 0 seyn. Da aber um] t>' iniinor positiv sind, so kann 
ihre Summe nur gfgen Null gehen, wenn jede der beiden Grössen in derselben 
Laf^e ist, so ilass al>o (ir^ ~ (!r(j' — 0. Da nun Q =: P — (i, die Grösse q 
aber gegen Isuli geht, su geht Q gegen I*, d. h. Gr Q — GrV; ebenso tolgt 
aus (i — R + ß' auch GrQ— GrR, was danu die (25") gibt. « 

. . sina 
Bmominiig dei OrAnzwertlies tod . 

II. L&sst mau in dem Bruche — den Bogen a gegen Nnll gehen, sieht 

ihu aber als positiv an, so ist 

* MNa 

ör — = 1. (20) 

8 

Um diesen Satx su beweisen, beachte man, dass f&r kleine a immer 

d. b. 

to sin o. 

Datoa — — , so ist also auch — > a, «na ^ acosu, — > eaea, 

*^ 00041 Mfflt IC 

und da sma < a , - ^ < I , so ist 

et 

tiua^ $ina . - tina 

tt et 0t 



* Di« BedlDgoiigilfr (P--R)=0 iit im AUgeneiacn woU dteMlbe mit 0rP==(7rK; 

in besondern Fallen könnte jedoch Anstand erhoben werden. Es kann sifh nSmllch craignap, 
da^s r und R unendlich werden, wAhrend ihre UifTerenz gegen Null geht. Ks ist di«M dion 
der Fall, venu diejeiqgen Glieder, welche P uud R unendlich machen, in bdden diewlbcn itnd« 
Mb, in P — B slio attllMbtn. Oehtn sb«r P vod R gegea endliche OrSoteo , w> tind die QM- 
ditttigaii Or (P--R) =0 und Or P=: 0rR ein ond dmiaelb«. Letetetea war in S> 6 der Fall. 



Digitized by Google 



In (25) ist also P = 1, Q = — , R = eo$a^ uod da P anveribiderlich, 

also Or P = P = 1, ferner GrU^örcata bekanntlich — 1 (§. 6, 1.), su ist 
ör P = ör R = 1 , mlOiiD nach (25") : 

u 

wodarch die (26) erwiesen ist. (Vergleiche mein Haudboch der Trigono- 
metrie, erste Abtheilang §. 16.) 

Da ^^^^—^ = ~~* 80 gilt die (26) aach, wenn das negative a gegen 
0 geht 

tir&ozweitb einer Summe + o, -+-...-+- 

III. Seyen die Grossen «r|, cK}. ainmUieli tob der GrOssc tt abhiog^ 

und so bcschaffea» dass wenn a sich 0 nabegränzl nälicrt, auch alle diese GrOssen 
sich 0 Diihom, so ist die Summe «i -f* -f* . . . 4- derselben Lage» wenn n 
eine positive g-anzc Zahl ist. 

Denn ist Uf diejenigen der GröMcn a| , .... u„ welche den grösstcn , die, 
weldie den kleinsten Werth hat, so ist ersichtlich 

«i-t-«,-f-....-*-«i»<Bag, «1 -4-«, + ... . + aii^Bak» 

so dass 

n ^ a, -f- aj -H . . . -f- a„ ^ n ftii . 

Da aber «k, wie alle andern, gegen Null gehen, so sind n a^, n«» in (iiiselben 
Lage. Also ist in (25) P = aug, Ii = nuk und die (25') erfüllt, wobei Gi- T — 0. 
Denmaeh gibt die (2$"): 

Ar <«, +a, + . . . +0« ) = 0. 
Hierbei ist allerdings n al» bestimmte, endliche Zahl aufknfhssen, nnd wenn die 
Dinge sioh anders yerhalten, ist der Sats nicht als erwiesen auttlassen. 

Ortoswsith der CMne ^ • -^«■ . * 

n 

IV. Seyen die Grössen «j, «j, «,„ der Anzahl nach n, so beschaßen, 
^ dass sie sämmtlich gegen Null gehen, wenn die Grösse a, von der sie ab- 
hängen, gegen Noll geht Dabei vermehre sich aber ihre Zahl unbegränzt, 
80 dass also n immer' grösser wird, wenn et kleiner wird. Alsdann bt 

ö,"«-±f»±--tj?l=o. (27) 
n 

Denn aey wieder die gröaate, die kleinste der GrOeeen ac|, . ., o^, soiftt, 
wie in III: 

U «; > ft, «, -h . . . -f- Ob > n Ok , 

also auch bei bcliubig ^robäciii ii : 

«t -r g, -t- . . . -t- a» ^ 

«, ^ .>afc. 

n 

Da non , wie flberhanpt alle GrOssen a|, . . . gegen Nnll gehen, 
wenn a gegen Noll geht, ao folgt ans 1. unmittelbar die Richtigkeit anaerer 
Behaoptong. 
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In der Regel wird hiebet a = — leyn, yro k eine endliche Zahl. Der Saia selbci iit «bar 

n 

r >n III nntürlich Tenchiedeo, da jetzt nicht melir behauptet werden kann , dau n n, , n ttt 
gegen Nall gehen , indem mit abnehmendem a die Zahl n nnbegriinzt wAehat. (Vergleiche 
8.41, I). 

Hilfuau für die folgende Unterauchung. 

V. Ist in der Reihe 

H--H-^-*-^H- »8) 

welche endlich oder anch unendlich seyu kann, keiner derKoeflIiientena, b, o, 
. . , jinendKch, so kann man immer m gross genug nehmen, dus der Werth 
von a, ohne Bfieksicht auf sein Zeichen, mehr betrage als die Snmme aUer 

Qbrigeo Glieder. 

I8t k der seinem Werthe uach, abo ohne Bücksiebt auf sein Voneichen, 
grösftte der Roeflluenten b,c,d,....,so genfigt es sn seigen, dass man 
liaben könne 

wo a und k 'als positiv angesehen werden. Denn unter allen Bedingungen ist 

k k k . . e d 

» m* m" mm* 

SO dass, wenn (28') erfftUt ist, gewiss auch 

m m m 

Ist aber m > 1, was hier offenbar der Fall seyn nmss, so heisstdie (28') 
auch (§'6): 

_k 

m k k 

»>• t d. h. a> r, (m— l)a>k, ni>i-f-— . 

m 

Da immer m > 1 + ^ gewählt werden kann, so ist unsere Behauptung 
erwiesen. 

Ist nun in (28) a positiv, so kann man also das positive ra gross genug 
nehmen, damit die Summe der Reihe positiv und kleiner als 2 a sey; ist aber 
a negativ, so kann man m so wählen, dass die Summe derBeihe negativ sey, 
aber zwischen 0 und 2 a liege. 

Da 

- -H - j. r + -,ir»-*-'*"=zr(»"*"i:''"iji ■•■••••)• 
&0 kaan man also auch hier lu gross genug wfthlen, damit die Summe 



^ ^lD' + «^IIl' + 

Ewischen 0 und ^ falle, was nach dem Torstehenden für positive undnega- 
live a gilt. — Wir werden für r = 1 von diesem Satie Gebraneh machen. 
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(1 \'" 
1 + — I . 

Enuittluog des GrADSvertbcs toq ^1 + . 

I. Wir woHeo annehnen, id sey eine positive ganze Zahl, welclie nobe- 

gränzt wachse und den Wertli za befttiniineu suchen, dem ^'^^^ "^m^ 
ODter dieser Voraussetzung nähert. 

Aus der Formel (19) in §.5 folgt, wean man £ — ^ setzt, füT ein posi- 
tives ganzes in: 

..ml. «(w-l) 1 . m(m n(m-2) 1 . 

nt dn -l).. .. 1 1 

1.2 in m"* 

, , 1 ID « — 1 . 1 mm — Im— 2 

= 14- H- r-S -H - - ^ h 

1.2m m 1.2.8m m m 

1 mm — 1 m— (m— I) 

4.—-— .... 

1 . 2. . . m m in tn 

—.!.(-^)-ri30 .:,)(■ > 

Das D** Glied dieser Reihe ist 

wn natürlich D höchstens = ni ist. Da dieses n" Glied jedenfalls kleiner als 
r-l— wt; Prodokt f i - i Vi ~ ^ Y . . A - kleiner als 

\, überdiess aber alle Glieder obiger Ueihe für positiv sind, so 

ist jedenfalls 

(1 +!)"<« + ö rirs rr.:^ 

Die Grösse 

II l 

*"*"r«"*"fT8"'" 1.2.8.4''" 
in der man die Zahl der Glieder beliebig (unendlich) gross nimmt, beträgt 
sicher mehr, als die- zweite Seite dieser Ungletchnng, die nnr einen Theil der 
eben genannten Beihe enthält. Mithin ist 

1:2+1x3+ 1-2.3:4-^ 

wo durch die beigefügten Punkte angedeutet ist, dass die Ueihe unbegränst 
fortzusetzen ist. 

Bricht man diese Ueiiio mit dem Gliede r-i — ab, wo n beliebig aber 

1.Z...II 

ganz, so sind die folgenden Glieder 
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1.2...(n-t- 1.2...(n-f-2) 1.2...tn-h3J 



" 1.2...(B+1) »^^«+2 "^(«+2) (B+3)^(iH-2)(Q+a)(ii-*-4) 

Setzen wir statt n+3, o + 4, . . • . die (kleinere) Zahl n + 2, eo iat 
die eiogeUammerte OrOsse, die dann zu 

B+2 

wird, zu gross, so dass sicherlich aocb 

ibt, wobei d willkürlich, aläo etwa auch < m seyn kann. 

ScUiesst man die Reihe für -f- mit dem n*** Glieds, won<m, so 
ist, da alle Glieder positiv sind: 

0-;)">-if.O-i)-i:ÖO-;)0-|)-- 
-ii:r.O-i)0-|)0-'-^) 

Midtipliziri man dieProdokte (i - ^ - £)• - i) " £)x 

(1— u. s. w. aus, so ist jedes derselben von der Forin 1 — --h A-t-..., 

wo a jedenfalls positiv ist Daraus folgt, dass man obige Beziehung auch 
schreiben kann: 

11 lab k 

• + ^) >*-"iT2-' 172:3+ ••-^r2::^-;+s»+--+s=i- 

wo a, b, . . . , k bestimmte endliche Zahlen sind, a aber jedenfalls positiv ist. ** 
Koch §. 7, V. kaon man aua ui iiumer gross genug nehmen, damit die Reihe 

— — H — i + . . . negativ sey und ihre Summe zwischen 0 und — liege. 

2 a 

Schreibt man also — — für diese Keihe, so hat man zu viel abgezogen, so 
dass für ein gehörig grosses m: 



* Dveh 1 .2...r beseicbuen vir das Produkt aller gancmi Zahlen von I bis r (rergl. §. 5). 

1.2 1.2.3 1.2.3.4 ].2....n 
1.2"*" 2 l'^2 1.2"*"21.2.8"** "^2 1.2...(n-2) "2V. "*'l.2"^r:2:8"'" 
1.2....(n— 2)}' 
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Grtnswenh von 



(—:)•• 



Da die Beziehung (30) für jedes in gilt, also auch für dasselbe, wie so 

(1 A*" 
14--J zwischen xwei 

GrAoxeo «iogeschlossen, von denen die ein« m gar nicht enth&lt 

Läfist man in immer mehr wachsen, so nimmt ab, soda^^der Gränz- 

ID 



Werth von + ~^ notbwendig zwischen 



liegen wird. Der Untencbied dieser beiden Grossen ist - . ! , ,\ -^-T' 

welche Zahl mit wachsendem n abnimmt. Da nun n nur < m zu seyn braucht, 
m aber beliebig gross sevii kann, so ist u in derselben i-agf, su da^.-^ die bei- 
den Grössen (31) (mit wachsendem n) einander beliebig nahe gebracht wcr- 

(1 A"" 
1 H — J mit e , so ist 

also mü ganzem, wachsendem m : 



_L I . 1 I nH-2 

•<2-*-j j j-h "♦■1.2...B"*' 1.2..II + I BH-I* 

mittelst welcher BedehmigeD e beliebig geoao berechnet werden kann. Ans 
(32) folgt, dass wenn man setzt 

der begangene Fehler kleiner als ^ — TTZTiT^^l**^ So ist für n— 12, 

der begangene Fehler klemer als ^ g ' ^3 ^ d. h. < 0*000000001. EnU 

wickelt man also die Brüche in (33) auf 1 0 Dezimalen , so erhält man den 
Werth der Zahl mittelst dieser Reihe auf 8 Dezimalen sicher.* So 
hat man 



* Da. mau bis auf 10 Desimalen rechnet, so TeraacbUstigt man nirgends eine £inbeit 
der MhntM Drainsla« «bo in den 12 BrfidiMi nicht 12 Einheiten der seliBien Stelle, d. b. 

niclit 2 Kiiiheitcn der nennton Stolle. Dn wc^nm <les fUsen Fehlen aach keine Einheit der 
neunten Stelle fehlt, nn beträgt dor wirkliclio Fcliler nirht T ri-theiten der neonton StcUo. 
Dieselbe ist tbats&chlich 7, darf also nicht 10 seyn, so das« 2 in der achten Dezimale 
fkbtigiat 



1 
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2 = 2-0000000000 
^ = 0-5000000000 

= 01666666666 

= 0-041 6666666 

= 00083333333 

= 0*0013888888 

= 0-0001984126 

= 00000248015 

= 0*0000027557 

= 00000002756 

= 0*0000000260 

= 0-0000000020 



1 


2 


l.i 


LS 


1.2. 


.8.4 


1.. 


.6 


1.. 


.6 


1.. 


'Pf 


1.. 


.8 


1.. 


.9 


1... 


10 


1.. 


11 


1... 


.12 



2*7182818276 
80 dMS e=: 2*71828182, auf alle Dezimalen genao. 

II. Ist nun ni nicht eine ganze Zahl, aber positir, so scj m = n + a, wo u ein 
postUrer ftchter BnMh, n eine positive gaoxe Zahl. Wird m unendlich, so wird es 
aUe aoeli d. Dann Ui 

und da ii-Ka>B ab«r<n-hl, se ist IH ^ <I -hlaber > 1 -h 

n-h« n n-f-1 

ttO das« 

Was die letsteni Grossen betriflü, so «erden mit onendliobem n, also anehim- 
endlidiem nH- 1, naeh (32) die Grossen yl + , f 1 4- ^zpi) <Q e; die 

Grosse ^1 + ^^'^ wird mit onendlioliem n zu 1. wie sich sofort aus der fiesiebung 

(-0'>(-0°>' 



Digitized by Google 



1 



28 Gr&oiww A von (1 + « x) 

nach ft. 7, 1. ergibt. DftflH — ttV '^t — , ^ «ad der Nenner 

dieser QrOsw ftr ein unendliches n + I zu 1 wird, wie aut der Bexiehnng 

folgt» 80 wird auch ^1 + ^ ' su 1. Demnach weiden die sweiten Seiten 

der Beaiehnagen (34) einander gleich, jede e. Denhalb folgt nach S. 7» L, daM 
man aut jenen Formeln, d. h. an« 

(-0"(-D">c-:)">(-.-.H)"*'(-o-iTr' 

2tt folgern habe: 

aucii wcini m nicht ganz ist. FOr einen poaitiTon Werth ron m ist also die Gleiehnng 
(32) erwie«en. 

in. Ist endlich m ncgatir, gleich — r, so ist 

Da hier r posttiV ist, so wird mit unendliohem in, al.so auch unendlichem r, die 

/ 1 \' - ' I / l 

Grösse Ii -H^^j I nach 11. zu e, die 1 "^^Z^l "^^^ 1 » »o das» Ii —1 

wieder KU c wird. 

Man hat also endgiltig, wie auch immer m gegen einen positiven oder 
negativen nnendlichen Werth gehe: 

<?r(^H- -)*=•. (35) 

« 

Setzt man m = ^, so wird « gegen 0 gehen, wenn m nnendlich^^wird, 

und 2war von der positiv^ Seite ans, wenn m positiv; von dernegativen ans, 
wenn m negativ ist Die Gleiclmng (35) heisst also auch 



I 



<S^(l+«)'* = e. (»O 
wednn a gegen 0 (von der positiven oder negativen Seite aus) geht. 
IV, Will man den Werth von 



erhalten, so setze man ax = e, a = so wird mit nnbegränzt abnehmen- 
dem a auch 9 nnbegränst abnehmen. Alsdann ist 

(fr(l+ax)* = 0<r(l-(-t)'«<9rC(l-t-e)0 ' 
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und d.i, nach dem Obigfu (ri (\ h £) = e für jcdos abnohmeDde £ (ob po- 
sitiv oder uegativ), so wird, da sich a nicht mit e ändert: 



<fr(l-+-ox)"=«» (30) 



seyn. 

KatttiUeb« Logailthi 



y.Die Zahle istzorOroodsahl d^r DatOrlichen Logarithmen gemacht 
worden, die wir durch da» Zeichen l bezeichnen wollen. Ist ah» 

|(^ = C« I« {«fe x = «* i 

darans folgt auch, wenn man die gewöhnlichen Logarithmen dorch loff bc- 
zeichnet: 

ImsssIm«, d. h, I — od« 7^*''-. 
Umgekehrt ist auch, wenn = y :x = a\ also = y/(a), d. h. 

wenn a die Gmndzahl der gewöhnlichen Logarithmen ist. 

Die Grösse logts Ut, wenn a= 10, gleich 0-4342945. also -~ — 2-3025851 , to dass 

IO/7 e 

BMiD den (Tpwnhnlichpn Logsiitiinuu eiosr Zahl ait 2*3025861 so unilliplisimi hat, um den 
natfirlichen xu erhalten. 



Aiialayx=:|^, loffx = l(;ii)loff9» folgt flbrigaat aofnt 



*y.i(.)=i./(.).-.i, 

ao da»s, wenn a = 10: 

2(10) = 2-8026861. 

Bejtraiaidiiift 1. 

Die»s sind die wesentlichen Sitze, welche wir spSter benQtzcn werden and womit der 
eigentliche Gegenstand dieses Abschnitts erschflpft wÄre. Wir fügen jedoch noch einige 
Unter&ochungeii hiuza, die nicht anerlflsslich, aber Ton Interesse »ind, und mit dem Vorber- 
gabcadeii mtamiiMiihlDgeii. Sie können Jedoeh Toilf ufig gaoi vohl dahingcitelU bleiben. 

Eine altgeroeine Feraiei xur Beetimmong tod Grlntweithen liefert der vierte Absdinitt. 

|. 9. 

(a-Hbi\" 
I H ' 

I. In der Gleichung (36) ist x wesentlioih reell; Ar ein imaginires x^a-hbi 
ist die DntersuchiiBg anders zu IBhrea. 

Sey (§. 4) H-^^= r («» ^ + i Wnq»),. so ist r» = 0 -^^)'^Qy 

14-- 

2a a«-l-b» » , h , ^ 

= IH i cosQ — ^»«A»Q) = , SO dass fiir «rrossc- iii jodfiitalls sn\([^ 

m ra* ^ r ^ mr 

klein,. und g>>0 wenn b>0, ()r <0 wenn b<0. Dann ist für liu gauzea in {%. 4) 
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Gftnsvortli tod 



^1 + wem s iBMgfmr. 



Setxt man a"' Ij- = c', so ist 



Aber naeh §. 5: 



C* Z' 1 C* 

2.3 ~ ra) ~ m) (m 4- 2 a)» 
Für ein grosses m ist immer m -H 2 a positiv und gross, so dass 



<1 ^ 



m+2a '(in + 2a)» 2.3(mH-2a)»^ 
m + 2a 

Ist ftber — — 80 ist leiitero BeUie gleich 

III 11 
|i 2f»* 2.8 |t' 

2 * 
tiiM) also (§. 7, V) ilir Wertli kl«iaer alf 1 H — , wenn ß (d. h. m) sehr gross. FQr 

grosse m ist also 



so dass (§. 7. I) 

Da ferner naoh |. 8, IV. : Or (iH- " = e» , so ist t 
Fflr ein positiTos b ist 9> 0 und klein, also 

^ • . . ^ ^ b ™b ^ ^ b 

<^ V >«>>««" »>t d. b. — - — >»>> — , — — — >in9> ~ . 

iB'*T*a inr Bi'T*a r 

tnb b b 

Für ein imendliehes m wird — : — = zu b, r sa 1, also aneh m b, 

m -r a . a t 
• IH 

m 

sodass Ormp^l. 



Digitized by Google 



■ 

VitMflQtigktik von VaH-bi > 



Für ein nopfntires b wechselt q> (wie b). sein Zeidien, so das« dieselbe Gleichung 
besteht. Mithin endlich , 

ßr (1 + L^') "« (Mtb 1 lAsb). (87) 

Setzt man, ähnlich wie in (36) 

*0-^)"= • 

so bat man inr EriLlimmg dot Zeiehens : 

•^•»•*'=«»(#Mb-i-i«*»b). asfT') 

Dam» für a=o: 

e^ = co«b-t-i«mb. (38) 

n 

VisIdMtiiMt vcn V«+ bi. 

n. Seyen r ond ^ so bostimmi, dass (f. 4, III.) 

b i = r («My + im 9), 

so ist anoh, wenn m eine ganze (positive oder negative) Zahl : 

a -f- b i = r [cot 2 m ff) -f- i #/« f^p -f- 2 m ff)] , 

wie aus bekannten trigonometrischen öiitzon sofort folgt. Daraus nun folgt: 
, I 

V(* + bO=» \eo$~ — hiä»^ — J. (88) 

L'in diesen Satz zu beweisi ii , hat man nur zu zeigen, dass die n" Potenz der 
zweiten Seite = a H- bi ist. Nach §. 4, IIL ist diese u" Potenz aber 

r [«M (9 -h 2 m ff ) + 1 «m (y + 2 m «)] = r («0« 41 + i «m #) SS a + b i • 
womit der Sats erwiesen ist. * 

In (39) ist m beliebig, so dass es scheint, es gebe Jose Fonnel unendlidi riele 
Warthe. Allein seist man m=0, 1. 2, . . . , a — 1, so ist die Zahl aller wiik- 
lieh v( r^chiedeaen Werthe erschöpft. Diess leoehtet mnldiBt dadnidi do, dass ftr 
111=0 und in=n die beiden Winkel sind : 

n n n 

sich also nm 2« anterscheiden, mithin deasdbea Coeians und Knm habra. Daher 



* Setstnan «beihaopt V a+ bi = R (co« -t- i «tn ip) , so niiiBsB"(00f n^+iMSBtf>) 
z=a4.bi=r(0Mi»-Ki«m9) sejn. Dasa gshflrt (|. 4. IL) dass 

R'tfota^ = reo« 9>; R'nii a^ssrsMy. 
Qoadrirt »an dies. Gleiebnogea and .ddirt sie , «> Ist ^ 

B*> = t*. B* = r, B = r». 

Dann 

cof n I// cof tp , fin ut})~ $in 9» , 

•o dass die Winkel n i//und 9 nur um ein Vielfaches Ton 2 ff Ter»cbieden seyn iLönnsn. Mit- 

,0 fli)-h2mff 

hin u^ = q> + 2mit, v» = und 

n 

vT r; r 9'-i-2mff .j 95 — 2mff1 

Va-t-bi = r leos h%nn l. 

La n J 

• * 
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32 * Vieldeutigkeit Too Va-f-bi. 

gibt (39) denselben Werth, wenn man man m = 0 oder m = n seid. — FQr ni = 1 

und ni = n 1 hat man eben so die W lokel und — — = -t- 2n, 

II n n 

deren T'iitfr^chied wieder 2 rr be tragt u. s w. Man wird also dieselben Werthe er- 
halten fiir die in der folgenden Anordnung vertikal unter einander stehenden Werthe 
von ni ; 

0. I, 2, 8 n— I, ) 

n, n+1. n-l-2, n-f-3 , 2n I . f 

2d, 2D-i-l. 2n+2, 2u-i-8 ,3n -l, i 

Ks gfeniigt somit, tou den positiven Wcrthen von m nur 0, 1, .... n — 1 , der 

Zalil nach n, zu setzen. Diese liefern aber verschiedene Werthe in (3U). 

■1 

Da nämlich in (39) nur dann die Werthe V^a h\ gleich sind, M-enn die Winkel um 
2n Tcrschieden siud, so müssten fUr xwei Werthe von ni, welche der er$t<.-n Uori- 

9 — ^ ^ [Q ff 

sontalreilie (40) entiumuiien tiiid, die entspreobenden Werthe tob um2n 

Teriehieden seyn. Sind |c, t xwei aoldie Werthe (r'^ft), so mflatte also 

. s=s2ir tevn ktanon, d. h. -— ^ = 2jf, y--ii=n» wm 

DB D 

unmOglidi Mt, da die lUkiiito DÜbreni xweior Woiiho von m aus der enten Hori- 
aonialreihe in (40) nur n — I ist. 

Wollte man in (39) negatire (ganze) Werthe Ton m setzen, so hielte man 

II 

keine neuen Werthe von V^a + b i. Denn »etzt man m ^ — (j, so ist der zweite Faktor 

«o» ^ hi«»'^^ . 

n n 

Da Coitn«s ond Srans siab nicht Andern , wenn man dem Winkel Vielfiiche von 
2 fr «i!Qgt, so ist jener Flaktor aoeh gleieh 

• „^»•<-ac-f-«)«^,^»-t2(,.p^^ 

n □ 
wo wir (das beliebige, positive und ganze) p so wählen wollen, dass np — (i positiv 
ist. Demnach gibt (39) denselben Werth f&r m=: — wie für m = np — (i. 
I>tsterer ist aber in (40) enthalten, so dass biemach für negative m keine andern 
Wertbo ersdieinen, als die bereits libr positive m erhaltenen. * 
Daraus ergibt sich : 

m 

y»4-bi bat n von einander verschiedene Werthe, welche aus (39) 
folgen, wenn man m = 0, 1, 2, n — 1 setzt. 

in. Ab besondem Fall vlUen vir b=0. a= 1 , wo dann r sr 1 , 9 =0, so dass 

" 2m« . 2mit 

V 1 ^ cot \-\nn . (41) 

n n 

FBr ms=0 ist diess = 1; bei nngeradsm a wlrdsonitsm nicht mdirO, alle andern 

n 

Werthe .sind also iinagin.'lr. Bei geradem 11 ist für m = " nochmals rtn^^-^'^ = 0 und 

2 n 

noch Y \=zco$n— — \. So hat man für 



cot 
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VMdmrtlglMit dw ulftrUdwn LogafHIumn. 33 
VI di« di«i WwUm: 1 , ^^H-iM»^, CM^-Hl«te^; 

d.h. I. 1,-1 , -_i 

u. s. w. 

IrtwtitorbssO, aas — 1, soMr=l«9=ir, alio* 

y — |a=M» hi«M» . (4A 

n n 

80 

V-l gilifcdle2W«rtlw: (NWy+ltfo^ 

d.li. I ' , — i ; 



s 



« . , . Ä 3« ... 3« 5« . 5« 



V — 1 » » 3 „ cot ~ -hitin-^ , cot-^-t inn — 



d.h { ; V8 . -I . i-|v«i....w. 

TMdtatigkett dw BatHiliebm Logsritiamii. 

IV. Setstman 

i(»H-bi) = o -h^i, a + bi = r(co«f» + i«»n9i), 

•o ist 

Al8o(§.4, U)i 

a = rco#»>, e«*tn/9 = b = r#in«p; e**» = a* -H b* = r', « =^ J i (»'-|- b*) 



|(a+bi)stl<m«4-bO+<« + 2iD«)U (43) 

wo eo»9P = — ===r, «*»q> = -7-r^::^= . Ds III nur eine ganse Zahl xu aejm 
Va'-+-b' ya*-(-b* 

bltuielife, M üt / (a + b i) unendlich vieldeutig. Hieraus 

/(l)=^2mfli, Ii— l)^(n-^2mif)\. (44) 

Es ist leicht, diese Formeln weiter zu verfolgen , was wir jedoch hier 

UDterlasseu, iodein wir uns vorbehalten , gelegentlich wieder darauf zurück- 

xnkommeD. 

Einige Sfttze über Gränzwerthe mögen noch beigefügt werden. 

V. Seyen P, Q, R, . . . Fonktionen von und es sey für ein unendlich 
abnehmendes (d. h. gegen Null gehendes) a: 

flrP = p, üfrQ = q. (?rB = r, 

feroer acyen a, b, . . . GrOuen, die sich oicbt mit « Aadern, so ist 
<9r(PH-a)sp + a, ar(bP-f-a)BbpH-a, <7r(aPH- bQ 4- • R -f- . .) = ap-k bq 

-her.... örfPQ) = pq. Gr(^^ = ^, <?r / (P) = I (p) . (?rP«> = p" , u. s. w. 

Der Beweis dieser Sätze ist ein sehr einfacher. Da <JrF — p, so folgt 
daraus, dass wenn a nahe an 0 ist, auch P nahe an p ist, man also setzen 
kann P = p 4- , wo ^ eine Grosse ist, die immer näher an 0 kommt, je 
näher a selbst gegen Null geht. Eben so Q = q -h R = r 4- q", • . • , 

Ültaf D U l MWlri - m. btafnl-lMhaBif. S. AU. 8 
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wo (j', (>", . . . ebenfalls mehr und mehr aich der Nuü nähern, je mehr a sich 
Kuli nähert. Daraus folgt: 

P-f-a = p-f-a-4-p, bP-Ha = bp-f-a-^bp, aP+bQH-eR-*-....s=»p-f-bq-HerH-... 

i(p) = i (p + p« = (p 4- ^) «'= (p-f- e)' (p-H 

LISBt mfto nan hier a gegen Notl geheo , also q, q\ q** ebenfalls gegen 
Kall , so wird p + a + ^ gegen p + a gehen (wo natOrlich p nicht mehr von 
a abbieng); bp 4- a + b^ gf^gen bp + a, indem sicher aoch b^ zu 0 werden 
wird ; ap-hbq-»-cr4-...4-ap-f-b(>'-l- ... gegen ap-l-bq-4-cr-f-...; 
pq4-p(>'-+-q(i-hßß' ferner gegen pq, indem pß', fiQt QQ' zö Null werden; 

E±i =P.4-^f=^ wird »ni werden nnd eben soi (p + «) = <(p) + 

l (l + — ) ZU /(p); (p -f- ' wird, da p und q sich nicht ändern, nothwendig 

zu p% und (p -f zu p° — 1 werden, also (p f- (>)'' (p -H p)^ zu p'.l =p\ 
. . . . , woraus nun ganz unmittelbar alle behaupteten Sätze fliessen. 



Zweiter Abschnitt 

Diffmntialquotient fttr Funktionen einer einsig^en unab- 
hängig Veränderlichen. 

§. 10. 

Wiederholung uod veitere Aaaf&hrang dM Begnö's einer Fanktioo. Stetigkeit 

I. Unter Funktion einer Grösse x versteht man in der Mathematik 
jede Gr^isse, deren Werth abhängt vomWerthe eben jener Grösse x, so dass 
also der Werth der zweiten Grösse erst gefundei) werden kann , wenn man 
den der ersten kennt. So ist x* eine Funktion von x, indem zunächst 
X bekannt seyn moss und erst dann x* gefunden werden kann; lop^ ist dess- 
gleichen eine Funktiuu von a u. s. w. Die Grösse, welche bekannt seyn muss, 
damit der Werth der von ihr abhängenden gefunden werden kann, ist in der 
Regel wUUttkrlich, d. h. man kann ihr gans beliebige Werthe beilegen; sie 
heisst deaehalb gewöhnlich die unabhängig Veränderliche, and iwar 
das LeUtere, weil man sieh ihren Zustand als ▼erioderlich denkt, oder, was 
dasselbe ist, annimmt, dass sie beliebig viele verschiedene Wertlie annehmen 
kann. Man konnte sie eben so wohl auch Urgrösse oder StammgrOsse 
U.S.W, nennen, da diese Namen dieselbe Sache bezeichnen würden. Die 
Funktion selbst heisst, im Gegensatz hiezu, die abhängig Veränderliche. 
So ist, wenn y — ^inx, x die unabhängig Veränderliche, y (d. h. einx) die 
abhängig Veränderliche; 5x* — 3x^4-7 ist abhängig veränderlich, x dabei 
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unabhängig. Es ist wohl leicht begreiflich, dMft die Bezeichnung eine un- 
vesentliche Sache ist. So ht z* eine Funktion von z, wobei eben z die un- 
a>>liänpi2 Veninderliche ist; 5 sinv — 9 coa v -h'SlogY eine Funktion der 
(unabhängig gedachten) Veränderlichen v, u. s. w. 

Es ist aber auch wohl denkbar, dass diejenige Grösse, von der der 
Werth einer andern abhängt, selbst wieder abhäning ist vom Werthe einer 
dritten Grösse. So ht loffsinx zunächst eine Funktion von sin welch* 
letztere GrOeeo selbst wieder von z abhängt. Ist allgemein y eine Finnktion 
▼OD X, SO ist s. B. 19 — 7 y '+ 8 y eine Funktion. von y, die also mittel- 
bar Too z abhiagt Solche Fanktionen pflegt msa Fonktionen von Fank>. 
tioD en zu nennen. Eine beliebige Funktion von x bexeielinet man mit f (z), 
F (z), 9 (x), tfß (z) u. 8. f. , so dass also f (y) eine Funktion von y, F (z) 

eine solche von z bezeichnet. Ist nun y = y (z), z = f (y), so ist z 

eine Funktion von einer Funktion von x, die man auch mit f (x)] 
bezeichnen könnte. Wie man hier weiter gehen kann, ist klar. Eben so ist 
klar, dass wenn zwischen den Grossen y und x die Beziehung y = f (x) ob- 
waltet, man nicht nur y als Funktion von x ansehen kaun, sondern aucl» w ohl 
berechtigt ist, x als Funktion von y anzusehen. So folgt aus y x* auch 

4 

X = V^y und es ist jetzt x als Funktion von y angesehen, während zuerst y 
als Funktion von x musstc betrachtet werden. Folgt aus y = f (x) die 
Gleichung x = F (y), so sagt man, F (y) sey die umgekehrte Funktion von 
f (x), und es muss F [t (x)] geradezu x geben. 

Zwei Funktionen haben dieselbe Form, wenn die unabliär.gig Ver- 
änderlichen je in derselben Weise in dieselben eintreten. So haben sin x 

nnd «m y dieselbe Form ; eben 80 — und -i — _ ; f (x) und 

f(y) u. s. w. Man bezeichnet natfirlich diosribe Form auch dnrch dasselbe 
Funktionszeichen, so dass ^(z) und 9)(z) zwei Funktionen derselben Form 

bedeuten niQssen. 

Das Zeichen t (a) raeint, man solle in f(x) an die Stelle \on x setzen a; 
also f (0) bedeutet, dass in f(x) zu setzen istx^O; eben so bezeichnet 
f(a-l-x) den Werth, den man erhält, v^eun man in f(.\) für x setzt a-i-x. 
Ist etwa f (x) — l{x), so ist f (a x) ~ i (a -H x) o. s. w. 

Stetiie Funktionen. 

IL Die Mathematik bat es in der Regel nnr mit stetigen Fanktionen 
zn tbmi, und sie verstebt darunter diejenigen Funktionen, die sieb nur um ver- 
schwindend kleine Grossen ändern, wenn der Werth der UrgrOsse sich auch 
nur um eine solche Grösse ändert. Die gewöhnlichen Funktionen der niedem 
Aoalysis sind alte in diesem Falle und nur für spezielle Werthe der Urgrösse 
machen sie davon eine Ausnahme. Man kann das eben Gesagte auch in 
folgender Weise darstellen. Ist t'(x) eine Funktion von x, und man ändert 
deu Werth von x, läset ihn also in x -»- Jx fibergeheu, wo /Ix den (ganz 

« 
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beliebigen) Zuwachs von x bedeutet*, so wird f(.x) in f(x -i- J\) übergehen, 
wo also f(x-f- Jx) den Werth der riinktiori f(x) bedeutet, den man erhält, 
wenn man x -h Jx an die Stelle von x setzt. Die Aenderuug , welche f(x) 
hiedarch erleidet, Ut f (x + Jx) — r(x) ood wenn nun diese mitUDbeschränkt 
kleiiMr werdendem Jx eben falls foftwAhrend kleiner wird, oder betaer gesagt, 
f&r Warthe von Jx, die der Noll beliebig nahe kommen , eben&lle Werthe 
erhält, die der Noll beliebig nahe kommen, so ist f (x), flir den betraditeten 
Werth von z, stetig. So ist x' lilr jeden Werth von x stetig. Denn es ist 

LSsst man hier Jx der Null nahe genug kommen, so wird die GrOase 
sweiter Seite ebenfalls Null nahe kommen, was nnsem Satz beweist. ist 
stetig fttr alle Werthe von x, ausser f&r x = o; ^x Ist stetig, ausser wenn 

X = --■ u. s.w., in welchen Fällen «t-, tpx unendlich gross werden, d. h. jede 

Grössenschranke nberschroiten. Unstetig heissen wir nun eine Funktion, 
wenn sie nicht stetig ist, d. Ii. also, wenn die DiÜerenz f (x-f- Jx) — f(x)mit 
unendlich abnehmendem /Ix sich nicht Noll beliebig nähert. In dieser Lage 

ist 2. B. — für X = 0. Demi es ist — — 



= — T-^ — . Da aber x = o, so wird, für ein beliebiges Jx, diese Grösse 

■3- + « 

nicht angebbar, oder, wie man sieh aosdrfickt, anendlich gross (oo), und ea 
ist daher unmöglich, von ihr zu sagen, sie nähere sich mit abnehmendem Jx 
der NuU. 

III. Betracl^ten wir den Qootienten 

f(«H-ili)- f(K) f., 

Ja ' 

und lassipn in demselben (das beliebig gedachte) Jx mehr und mehr gegen 0 
gehen, so wird, im Falle dit^ser Quotient (I) sich dann mehr und mehr einer 
bestimmten endlichen Grösse annähert, nothwendig f(x) stetig seyn (für die- 
sen Werth von x). Denn würde f (x Jx) — f(x) mit unbegrüuzt abneh- 
mendem dx nicht selbst nnbegränzt abnehmen, sich vielmehr einer endlichen 
(oder gar unendlichen) Grösse nähern, so mttsste nothwendig, bei sehr 



* Ooreh du Vomtaen des Zeicheni A bezdduiMi wir immer eine Aendemog. lat als» 

S tOCnt a, so sagen vir, um ansudoutcn os habe x sieb geändert, diese GrOsse >ey nachher 
m-^At, wo Jx eben diese Aeudcrung ausdrückt. Dass uian auch eiu anderes Zeichen, z. B. b. 
Ar di«ie Aendenug von x i«ts«n faum. iit DsMiUdi. -> Wenn vir sagM, z w«d« s« x+ dx, 

Bo meinen vir, der ursprüngliche Wcrtti der unabhängig Verftnderlichen, den wir korsweg mit 

X bereichnen und uns darunter eine gewisse Zahl denlien , habe am /f x zogenommen (wobei 
Ai. positiv oder negaiiv &eyn kann;. Aus tin x wird eben dann fin(x-i- A\), aus e' vird 

8. w. — DI« Beseichoung stammt aas der Differenzenrechonog her, ist aber 
amh lii«r von groMer B«qa«nUdik«ife; jmr imin aan aidi UltMi, tviielMD z and Ax iiftnd 
eine Abhftngiglspit «ich zu denken. (Man vwgleielie «tirs nMittt «Orvadsflge der algebcaitdben 
Analysis* ^rUrph». 18&I. S. 78 ff,) * 
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kleinen Werthen von Jx, der Hruch (1), dessen Zähler endlich wäre, sehr 
gross seyn, so dass mit unendlich abnehmendem Jx ersieh nothwendig einem 
unendlich grossen Werthe annähern luiisste. Ist also unsere Voraussetzung, 
(1) nähere sich einem endlichen Werthe, wenn .1\ sich 0 nähert, richtig, 
so kann f(x) nur stetig seyn. Umgekehrt ist der Satz nicht immer richtig. 
So iüt z. B. V^x für X = 0 noch stetig, da x + J x — \ x tui \ — o zu 
Y Jx wird, und mit noeiidlich abnelimeDdeiD aoeh oneDdlich abnimmt; 

dagegen ist V»4-J«— _Vjt ^qj. ^ ^ 0 gleich = ^r- uod wird mit un- 

«ndlicli abnehmendem Jx immer grösser werden. Trotzdem nun, dass der 
ansgesprochene Satz nicht umgekehrt ■worden kann, bleibt er dennoch von 
<rrosser Wichtigkeit, da der uomitteibare Satz reibst io den meiaten Fällen 
genügt. 

Wir sind dabei auf den Begriff des G ränz werthes gelangt, den wir in 
§. 6 aufstellten. Bezieht sich daa Zeichen Qi' auf ein gegen 0 gebendes 4x, 
80 kann man hiernach sagen: 

Ist 

^ f(x-^Jx)-f(x) 

endlich, so ist f (z) stetig. 

Wir werden inskünftig faftt BassehUesslieh anr stetige Funktionen be- 
trachten. 

§. 11. 

DifTcrentialqaotient. Beispiele. 

Der bereits in.§. 10 betrachtete Werth 

/J X 

(für ein gegen Null gehendes, übrigens positives oder negatives >ix) heisst der 
Differentialquotient von f(x). Kr ist der Grän/werth des Differenzen- 

qnotienten und wird durch die Zeicheu 

bezeichnet, wovon das letztere von Lagranpe herrührt. Isi ) ~\{x), so 
■wird die Differenz f (x 4- Jx) — f (x) durch Jy bezeichnet werden,* uod 
man hat aach 



* Man wird also xajjpn: Ist y eißr Funktion ron x nnd -wird i lU x -t- Ax , sn wird v zu 
y+^y, wo mithin die Aeoderung iftt^ welche y erleidet, wenn z sich una Js ändert. 
tix-h dzymAyi-Jf haben Uenmeh dieMlba Bed«atang. Wir ii«iUMiif(x) odery den 
frahern, {{x-i-jdx) oder y + //y den neaeaZwtud der Fnnktioii. DcrZSbl«r in (2) 
•oder (4) isi der Unleiteliied beider ZatUade. ^ 
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als Erklftmng des DiffereotUlqnotienten von y nach z. Bas Zeichen 

*y ^ darf nicht als ein Bruch anireseheD werden , dessen Zähler etwa 

By, und (levsen Nenner Bx Märe; es bedeutet blos den Differentialqiio- 
tienten {d) \on y, wenn x die unabhäudige Veränderliche ist, wesshalb das 
Öx unten beigefügt ist. 

Nor Fo lange der Diflereotimlqnotienl entlieh ut, kflnnen vir von deauelben handeln, 
da tmendlicbe Weitiie in der Recbnnng ontallteig ifnd. AUdeno itt aber, nach %. 10. f(^ 
oder y jodcnfalls «trti;;. Rei solchen Funktionen ist natOrlich die Aendcruni; dy ▼encbvin- 
dend klein, veua die Aenderang der anabhingig Veränderlicben , d. h. ^ z, es ist 

Die Bedeatoog der Grösse ^ tritt auch klar hervor, wenn wir ihre 

JV' geometrische Darstellang in's Aage fassen. Sey 

(Fig. 1) FCi eine krumme Linie, OA und OB die 
rechtwinkligen Koordinatenaxen, so wird die Ordi- 
nate MI) V eine Funktion der Abszisse OD — x 
seyn. Sey nnn DE = ix, also EN = y -f- /Jy 
I der neue Werth de» Ordinate [d. h. wenn y = f (x), 

_1 J so i.st y-l~ . /y oder EN — f (x . /x) ] , und man 

ziehe durch die i^inkte M und N eine Gerade MN, 
80 wird dieselbe mit der Abszissenaxe OA, oder vietmehr mit der mit OA 
'parallelen MQ einen Winkel NMQ machen, Rlr den (wegen KQ=£N — MD 

Lässt man Jx abnehmen, d. h. E gegen D rücken, so rfickt N gegen 
M und die Gerade MN nähert sich mehr und mehr einer bestimmten Lage 
MS, welch' letztere zum Vorschein kommt, wenn N an M angerückt ist Der 
Winkel SMQ ist dann gegeben durch die Gleichung 

SO das* letztere Grösse eine vollkommen klare geometrische Bedeutung hat 
Die Gerade BIS heisst in der Greometrie die berfthreode Gerade oder Tangente. 

lfm pflegt inweileii dse Getagt« sueh in etiraa anderer Fenn annttqireefaan. Tenteht 
man nSmHehanteriineBdIieh kleiner GrSsae eine OrSsse, deren Werth kleiner tat, als 

£ V Jy 

jede aneli noeb ao Ueine Grtiu, so kann man aagen, dass - der Werth von ~ aejr. venn 

c X ax 

Jz (also aack Jy) onendlich Uein ist, oder dass der Werth des Binehes ^ ^' ^ ^ ~ ^^'^ 

8 s Jx 

fOr ein onendlich kleines Ax t-vy. Kbon m w&ro dann in Fig. 1 MS diejenige Gerade, die 

durch zwei unendlich nahe Tunkte der krummi<n Tvinio FU gelegt wQrdo. Man sieht leicht, 

da»s die eben angegebene Fassung nur der Konn nach rerschieden ist tou der früheren , im 

Wesen aber mit denelben ttbeieinlMimml. Will man ilgh demelbe« bedienen , ao Irt die Ab- 

leitiing gleich scharf und man muss nnr beachten , dass eben „unendlich kleine" GrOssen die 

nGränze" aller GrAsücn sind . aber nicht geradezu Null gesetit werden küiiiu ii . da Null gar 

keine GrS&se mehr i&t. Die Gränsc einer Fltobe ist zwar wohl n cht mehr augebbar, sie gehOrt 

aber dodi svr Fli^ and lik |^tn dembslb nicht sli gir HlehH =Nall aasMeben; ao fai w 
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mit den nnendlich kleinen GrOssen. Diese liegen unsern Anschauungen nnJ Begriifen des 
Stetigen und Augedehnten wesenUicli za Grande. Die Zeit TerOieiat in nneudlich kleinen 
MoBMtMi ti» btiraglar Paakt g«ht too Lagf ta Lage doreh vneMÜkh kItiM ZviielieB- 
Kofeo flfter !!• I. w. Voa diäter An^ehaiumg rdlixt aiieh Begriff des DifferentiaU^. 

^ V V V 

DmalodMi Jy= -7^ Jx, and ftr onendlidi klelae Jz: ^ 7-, w wird, «ean amn du 

onendlich kleine Jx mit dz, d«e ebenfidii nnendlich kleine ^ 7 (indem y eine stetige Fnnktion 
ven z in« 1. 10) adt dj beiMnet, nnt dieser Gteldhng feigen: 

wo nun dj de« Differential, d. b. die aoendlich kleine Zunahme von y, bexeicbnet. Wir 
weiden .von diesen BeieiekBangen in der Regel keinen Gekrancb maehen ond woDtn um dabei 
also «adi nickt weiter anf kalten. 

Der Werth (2) oder (4) Usst sich bei einigeo Funktioiien lacht an- 
geben, wie wir diese non betrachten wollen. 

DiffereuUalqnoiienten tod z, einx, cosx. 

I. Sey zuerst y — x, so ist der geänderte Zustand von y, wenn x in 
X Jx übergeht, den wir durch y f- dy zu bezeichnen haben, natürlich ein- 
fach X + Jx, so da6S y 4- — x f Jx, d. h. Jy — ix ond 

Danen diese Grossse sich nicht mehr ftudern kann, d, h. konstant 

i«t, SO ist gewiss uucii — li d. h. 

{! X 

II. Seyy = /U), aUo y 4- Jy ^/(x -i- ./x), J) =^l{x J\) — 

= ör l Abernacb§.8, Formel (36) ist, wenn dort« = Jx 

Msakaim flMgen* sack setzen: f(z) = SIso f (z + ä%) = l(z + Jz) ond fslgllcb In 
l(»-i-Jz)~f(z) _ l(zH-Jz)--<( z) • 
Jx Jx .«»«" 



'(-4-0 



8 z Jx. Jx 



n. a. w. 



Den Biveh ^ — tpredien wir ans : „Neuer Werth der Fonktioa mlnoa dem fiflken« 

/Ii 

diridirt dordi die Aeuderung der nuabbAngig Veränderlichen", und erklären also: 

- Der Differeatislfinotient einer Funktion ist der QrAnzwertb eines 
Bracks, dsessa Zaklsf erkalten wird, wenn man Ton dem neneaWertke 
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und — ^ X gesetzt wird: ( i + -^j = e , wobei esgleid^itig bleibt, 

ob Jz positiv oder negativ gedadht ist; also (§.9, V:) €hl(i-^ 
SS 1^ e - 1^ , indem l (e) = f. Man liat also 

ai(«) 1 

dx ~ x' 

III. Sey y = «HX, also y /iy = «n(x 4- Jx), Jy = jm(z + ^x) 
— «tnx = 2<7o«(x + \ dx)sin\Jx. * Demgemäss: 

^~Ch' ^ —Gr ^ — = w + 4 zfx) --r-*j — . Da 

aber Ör (x-i-^Jx) =i<?o#x, ör-y^jp = A (§.7, IL), so folgt hieraus 
(nach §. 9, V.): = 

, , £l tin X 

U. 1). —5 — = eotx, 

IV. Sey y = cotx, so ist y+ Jy = cof(x + Jx), ^y==CM(x+ Jx) 
^CMX=-2«fi(x-4-iJx)*miJx, also ey=o^ ~g**>fa+M«)**>f A 

^ * * ox ax 

= — «m (x + 1 J x) t vorans ganz in derselben Weise, wie so 

eben, folgt: --^ = — nnx. 

Will rasa TOB der obes birOlirtstt Bciddinniig d«r DiAfuiftisIt Gibnndi mselwii, 10 
wir« also ^ 

der Funktion den frühern abzieht; rloKsen Nenner aber gleich der 
Aenderang der unabblängig Veränderlichen ist. 

Dieie Aenderung kann positiT odier negatlT seyn , md es BUi AeM in Endergebnin 
▼oUkomnuD gleicbgUtig lejn. 

* Vergleiche mein Bsadbaeh der TrigoDometrU, f. 14, PoRDeln (25). Nach der ae 

eben berührten Regel hat man: 

Neuer Wc^rth der Funktion — «n /'s ^x) ; daron abgexogen der frühere Werth x, 
gibt «in(x + //x) — #t'nx als Zilbler; J x ist die Aendernng der aoabbSogig Ver&aderlicbeo, 

8 rinx _^^ »in(x Ax) — «fax ^^^ g w(x H-^ Jx)#tii| 
>; 8x Ax Ax 

i •. ÄÖrw»(x-t-4^x) -p^ — , 

> i^x 

Der Qflaswerth dei ersten Psklon Ist eof z, der dei sweiten 1 (f. 7, IL) vnd sirsr, eb 
Ax poeitiv eder segitlf eej, io dsis 

t* tin X 

- - =eMz. 
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BtniabBDi^tn, aodi Nhr b&afig im CMfMMht aind* An mCfiilich ntehli Andtrw b«> ' 
alidle 



8/(x) 1 dMtlS 8«MX 

Wir liernorken auch hier gleich rtocli . das» der Differentialqaoticnt einer Funktion der- 
•elbe seyn mms, ob man /ix von der positiTeo oder negativen Seite gegen Null geben llsat. 
Dan die«« in obigen BeispielMi der Fall iat, haben wir je beibemerkt, and man wird aich Uber- 
dtott UaMf amh tanner 4«r Fan iik 



(.12. 

SMia abardia Dtthranlialqaotittilm. 

Wir wollen nun zunächst einige allgemeiue Sätze uachweisen, die uns 
bei der Differenzirung der Fnnkttonen die wtchtigsten Dienste leisten werden. 

I. Sey C eir)e Grcis&e, deren Werth unabhängig ist vom Werthe von x, 
d. b. eine Konstante nach so ist 

*-=0t 
8z 

Denn will man jetst seUen f(x)=iC, so ist nach f(j[+ Jz)=Ci da 
C sieh ja nicht ändert mit demnach ist f (z + ^x) — f(x}=:0, d. h. 
f(a-<-J.)-f(«) ^ also auch Qr'^^^^ = 0. won«s der be- 

hanptete Satz folgt. 

n. Ist y eine beliebige Fonktion von x, so ist 

Denn ist f (x) =: y + C, so ist f (x -f- J\) — y -f- Jy H- C, also 
f (x -f- Jj) — t (.v; — Jy, woraus 

. 8x äx Ax 8s* 

So ist 

8<«<iix+12) 8[— 8 + <(i)l _ 1 8f(5«)_ 8[l(5)>H(a)J _ \ 

8z 8, —,'01 8z x' 

% 

III. Dessgleichen Ist 

e(Cy)^ 8y 
8x 8x' 

.Denn wenn f(x) — Cy, so ist f(x H- Jx) = C (y -h Jy), f(x + Jx) 
— f (x) = C J V, also 

8z ^z ^s Jz Bz 

So wäre 

8(lft««»»z) ... 8C5/(z)l 6 8/(x«) 8[4f(«)] __4 8(-13x) 

= -18*<i.x. — ^ = -^ = _-j^_-. ^^^^ - 13. 

Daraus ergibt sich auch der Differcntial^uotient von logx^t wenn a die Grund- 
zahl des £>ystems. Denn nach %. 8, V. ist 
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oder auch da / . ^ e = 1 : 

i> logx 1 



OifferentiBiqaotient der SamnMo. 

IV. Sind y und z Funktionen von x, so ist 

8_(rHHx)_8y 8i 8(y — ») _8y 6« 
8s ~8« ax 8x 8x' 

Deon wenn x übeigeht in z+^z, so werden y nnd z sn y + Jy, z -H Jz, 
80 dies y+z zn y+^y+z+iiz wird. Dernnzchfet 

8x Jz /Ix V^x Jxy 

und da die GrftnzwerÜw von 1 ~ sind ~ (§.ll),aoiatderGrinz* 

Werth von ^J-*- wendig |^-+-^ (vergl. §. I), V), wodurch der eine der 

obigen SAtze erwiesen ist. Der andere ergibt sich eben so. 

Eine Verbindung der S&tie III und IV fährt leicht cu Folgendem : 

Sind 7, z, n, . . . beliebige Funktionen ^n x; a, b, c, ... beliebige 
Konstanten, so ist 

8(ay-+-bx + cttH-,.) 8y ^8t . 8b . 
8x 8x 8x 8x 

So i»t 

b{Btmx-i-f«o$x) -ctinx , ^8«mx ^ ^ . 
8i -^ = 8-^+7— = 8ca.x-7«nx. 

8x X * fix X * 



V. Seyen wieder y und z Funktionen von z, so ist 

»(yt) 8i 8y« 

'87"-'8i'^*8li • 
Denn sey t (x) = y z, so ist f (x + J x) = (y + J y) (z 4- Jz) 
= yz-*-y-«i*4-z Jy -h Jy^z, f (x -h Jx) — f (x) = v / z z J y 

+ zfy Jz. mithb '-p^ = ör üi:t^/--i^ = Or l£±±Z^/ ±üi^ 

* 8x Jx_ 

.^/'i^f, Jy .zftN 8x 8y .. j« .. • . 

— ^**\^y ji"+"*2f^"^^y3^ = y^~^'öx» y Gro*»ey sich 

mit Jx nicht ändert, aber gegen ~, mithin y j| gegen y |^ gebt; ebisn 

zi y 8 y 

60 gegen z Jy geht, da y als stetige Funktion angesehen wird. 



* Ti.h. Differentialquotient eines Produkt* y.wtior Kaktoren — Differentialqm tieHt des 
zweiten Faktors, maltipUzirt mit dem enteo, + Ditferea\ia]qaotient des ent«D Faktors, mul- 
tipUsiit mit daa sweiteii. 
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gegen 0 ({. 10), «Iso geht du Prodnkt ^ gegen 0 = 0. Duans folgt 
aber die Beliaeptoog. 

So int nun : 

IT-^ -*dx^*8« -»-^-»-2x, 

ex* 8(x4) ,8x ^ 8x» 1^^-, ... 
8»" 

~ = mx"-', m potitir and geas. 

— 8i — - — ¥r~-^ — n *L'^*'8r"*-'^*^-8irJ 

s= 20 l^fiWt . ~-M(x) . «Mx] = 20 / (x) «wx. 

Uan kann obiges Resultat leicht verallgemeinen. So ist 

billig eu e(yz) ea 8x 8y 

Differential^ootient eines Bracbs. 

VI. Blen hat eben so 

8^f_ ex • 

t) /^y\ *8x ^Öx 
8^lTj = ? 

Sey Dämlich f (x) = go ist f (x4- Jx) — ~ j^. H- J x) 

_ f/xW ^^^ ^ y _ (y-h Jy)x- y (x-H J»)_g/iy y^i f(x + ^x) — f(x) 
^ x~ x(«H-J») ~ s=-|-»Jx • Jx 

xJy— yJx Jx '^/fx . ,. 

Jy 8 y 8 X 



8xVxy""*^ xM rJ« *^ X» 



Damit Iblgt: 



* DiflRirantialqaotieDt eines Bruchs — Differeatialquotieut des Ziüilert, maltipUxirt mit 
den NflUir, uiam DiglmniialqaotiMt dct NeuNit, mel dma ZlUar« dMdiit AIIm dvdi 
das QoBdm dw Neaatn. 
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6 «tA X . 8 CO« z 

3 mx-r — t . • t 

cz 8z t09*x-hntrx 



cm'z «m'z «w'z ' 



deotx 8 «Alz 

«uz — r «>*X 



8i^z _ 8 
8z ~'8zV««izy 

8«>fyi _ 8^ /^r?>«x\ 8x 8z ^Jtf i'i- — gfl»'z 

8z ~ex\.«»xy #in'x »»*z nn'z * 

,81 18x« 

8z— 1 ^ _ * 8z 8z _ 0— ■«'— ' inx— m 

Tl 8zVl='y~ z»- ~ z»- "~ z»- ~ Z-+'» 
m poiiUr imd gus, 

jP^inx^ • ii! 
»xN 8z 8z z'«««x — 3z'mm 



txy~^)'~ X» ~ »• ~ X« 



VII. Siad f(x), F(x) swei Faoktioiieii too so heschaffeo, dass, wu 
auch z ley : 

f(x) = F(x) + C, 

WO C eine Konstante, bo ut noth wendig 

8f(x) eF(x) 
8z *^ 8z • 

Deno, da obige Gloicliimg für alle Werthe von z bestellt, so ist avch 

f (z + ^ s) = F (z H- J i) + C • f (z + itf z) - f (z) s P (s + ^ z) — F (z) . 
also ahcli * 
f(zH-ifz)-fW _ F(zH-ilz)-F (z) _ f(z-Hilz)-f(z) _^, F(z + ifz)~F(i) 

ji 11 » ^ j; j-x • 

Tst C — 0, so siod beide Funktionen einander gleich, und der Sats ist 
nat&rlicb auch richtig. 

W&re also z. B. 

z»y = 6z»4.4. 

so ist 

'jr-=^—9r^' •^•'»•'^ 8i-*-'8i = *87' »V, + 2xy = 16x^ . 

§. 13. 

Digbranzining d«r Fmküm «ber FtnaktiMk 
Wir wollen annehmen y sey eine Foiiktion von z, nnd dann f (y) eine 
Funktion vou y und es soll sich um die Bestimmung von -~- handeln. Man 
hat wie immer 

Nun ist, nach unsern Fandamental-Erkl&rongen: ^^z^lz* 
ör^- "^^^^^ anbelangt, so wird natarlieh auch Jy tat Grinse Noll 

gehen, wenn Jx in dieser Lage ist, da wir immer y als stetige Funktion von 
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« 

X ▼onuusetsen (§. 10); die Gtöue ar'Jl±^^tzI!sl |gt alsdann, gemSss 

§. n, der Differentialqnotient von f (y) nach y, d. h. so bestimmt, als wenn 

y die unabhängig Veränderliche wäre, weichen Werth wir mit * zu be- 

seichnen- haben. Demoacb (§• 9, Y): 

m ef<y)_8f(jr)8y 

"er — dTä^* ^' 
Man nennt diesen bMst irichtigen Satz den der Differensirnng der 
Funktionen von Fanktionen. Ist f (y) = i, so ist also 

Ist «beu so w eine Funktion von v, v von n, a von y» y von x, so folgt 
aas der identischen Gleichung 

/jw Ar /in Af 

Ax A T Ja Jy Jfx 

Offenbar (§. 9. V) : _ = _ ^ a s. w. 
So ist 

8#Mi(xH-s) 8*Miy , . 8imy8y 8(x-f-a) 

= "T^ (wenn xH-a = y)= -g^g-=<;o*y-y^-- = <r<My = 

, ^ . 8/(»fa«) . . . 8/(y) 6y 1 P y 1 e*»nx 

* " 8s ^ ' 8y8xycix*»rtxdx 

1 8«»»«z 8y* . ^ 8y*8y , ,fcy 

= S1^»=*«^»' -Tr==e7 C^y=^'^»>= 878i = *J^ 8^ 

— A ■ 1 ^ — . ■ 1 

=s 4 ,*;m X —2 = 4 fin x cos X 

0 X 

t 

Ehe w ir jedoch weitere Heispiele hinzufügen, wollen wir die Differential- 
qnotienten der noch rflckst&ndigen einfachen Funktionen bestimmen. 

DiflTcrenttalqaotienten der einfachen Funktionen. 

I. Sey y 1= X m ganz beliebig (konstant), üierau^ folgt ^ (y) = m ^ (x), 
also (§.12. VII, in, §.11, II): 

Üii7) _ c?[m/(x)l bljy) &y 8/(») J_8y_m 
8e ~ 8x • Bf 8x™" 8« • fbx^x* 

woraus ; = - ' , d. h. da y = x" : — = , oder 

8x X ' OS s 

*^=:i»X— », rf.- = «x— »4t. 

weicher Satz nun für ein ganz beliebiges m gilt. (Man vergL §. 12, V, VI.) 



* &«iiirt au» 10 wild tun süifadi dadnidi srhiltMi, dsM nsa y Ar z 

0 X 0 jr 

• o i**«^ P'(t> 1 8y* ^ « 8i^y 1 

8y 8y y *y 8y w#"y 
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Hieraus folgt: 



1 -j 



(Ix » . I) 



8 -U 8 
—» * = — — — «. «. w. 

IT. Sey 7 = e', also l (y) = x, so ist ganz eben so: 

8i(y)^8x 82(y)8y_, 1 ?! _ . 
8z "8x' ey 8«~ ' y 8x * 8x '* 

d. h. day sse*: -j^=««, d««=e«Äx. 

ni. Sey y == a% a beliebig aber ftonsUnt Man hat l(y) = xl (a), also 
indem jnao differeuzirt (§. 12, VII, III. §. 11, I) 

d. h. Äa« = »«J(*)rfx. 

IV. Sey y = an- {sin —x), also sin y — X, 60 ist (§. 1 2, V 1 1, §.11,111, 1): 

Nun ist aber, da y zwischen — ^ und -h ^ liegt (§. 3), also eos y 
positiv ist: 

cotj = Y l — «»*y = V 1 — »'t 

also endlich : 



•oisl(S. 12, U.. III.): 



8x ~VT^ 

~ 2 

8 arc (co« — x) 



X» 



Dainmiw afi0(0M=x)=y — 4Nf«(jAi=x)f £1.8,(18)] 



8x VT^IT' 

V. Sey y = or« (1^ = x), also l^y = x, so ist, wie so eben: 

1 8y_ 8y_ , 1 1 

d-h. 8aycto=x) _1 

8x 1 X» 
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Da Immer aMCeoi^sssl^Y — OMC^sss)^ [§.8,(12)) 

Btnrcieota — i) ^ j ^ \ 

Mkt ^ — =-i:i::^.<i«w»«^=«)«~f5:5i. 

Stellen wir noDinehr diejenigen Differeotialquotientensasunmen, die man 
sich zu merken hat, vm mitteiat der allgemeinen Sätze beliebige Fonktionen 
differenziren zu kOnaen, so mOgen es die folgenden leyn: 

8»" , -8/(1) 1 8e« . 8*if»x 8co#x 
8 orc (» tn == i> 1 8arc(<jy = ») 1 

8.>' , . 1 8 cotgi 1_ 8arc(co< = x) 1 ' 

»X ~* 8x ""ÜS*«* 8x ~ fm»x* 8x yj^i 

t arc (cot ff ~ ') . ^ 

87 "TTi»* 

Vermittelst des wichtigen Satzes (5) kann man mit Hülfe frohen^r 
Sitze bereits schon sehr /.usammengesetzte Funktionen differenziren, wie wir 
nnn an einigen Bei&pielen zeigen wollen. 

§. 14. 
C«1ntiifib«iipi«to. 

1 

L Sey zu differeiuiren ax — bx"-+-cVx — — . Da letztere Grösse — a x 
I 



— bx"H-ex« so erhalt man. naeh §. 12, HL, IT. und 1. 18, 1: 

8 " l \ 1 
r-l »X — bx^-hcV 3t I =a — mbx"-' H cx" -hpx-»-» 

= a— inbx"-'H-— x"^~^'^-l-px-t»+«)=a--mkx"-» + — 



1» 



bVx»-» 



n. Man loU (a z + b x*)" — ' Va-4-bx-l-cx* difbreDxiren. Seist naa a x 

8 1 

-4-bx^=:jr, a-f- bx -H cx' = z, so hat man (jr" — z ) zu bestinunen. Diese 

8 8 4 

Grosse ist analohst (§. 12, IV.) gleieb 7* fx' 

-8F 8^- 87 8l=*^"*8i 8i' «"dd.8^ = a-h8bx', j^=b 



H- 2 ex, se ist, weaa aiaa IBr j aad s wieder ihre Weribe seist: 

^ [(ax-+-bx»)--)^a4-bx-+-cx'J=in(axH-bx»)"'~'(aH-3bx')- ^ ^-^2<x 



OL Wül flsaa ^I[<hv(sAi=:x)] erhattea, so setse naa or« («in = x) s 

und hat (g. 1 3) ~ Uore («a = X) J = ^ i (7) = ^ Ii = 7 n . 

4. h. da y = ar»(*m = x), ^3 = i (§• 13. 1^,), so ist endiiah : 

öx V 1 — x' 



Digitized by Google 



48 UtlnuiiMFid«. 

8 



l [arc (*»■« = x)J = 



= l-« = x. — 1, iiiid]uit«iiildii«(§.I2, VI): 



IV. Süll bestimmt werden , so setze man 1 -h x — y, 

smildii« (§. 12, VI): 

Al«,-(,>+..,=jI+_(J.i2.IV.) = ^S^+^ j; = jy 
also die gesuchte Gr(tose = 

iVi-V*) iVj-Vr) Wj-^V ^) (V±±yji ' 

^Z±i^ _ ^ (y + »> „ ^ 



V. Will man |^ar«(^ = V 6-f-4x-+-3 x') bestimmen, so »et/e man 5 

= ii?V'^^^^'>=iiy-2^-<*-^«^^ = (,V5^i7^^^^ 

2 + 3x 

~(6 + 4x-l-8x^ yj+JxTWx'' 

Yl.Vm~l (x VbH-Va-hbx')ni erliaUMi, setse man a-*-bx* = y (alM 



|^ = 2bx), xVh-hVj=z, nod erhält 
V V« + b»V xy^bH-Va+bx»V VaH-bx* y V*-Hbx«* 



■X. 
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VU. ^«m(a^b« + ci') = ^««y = ^^ ||=«My.(b-h8c«») = (b+3cx») 

Öj t^x y ■ X x/(x)* 8x bt^ Öy Öx *^ ex ^ 

«ö'ö da^bv Olm'') ■ 

± (e«' /i,ax) = »X j^^' -f- = 2x + e'« ^ = 2 X e-' a X 

barc(tg=r.x) bx b y _ 1 6(a<yy) 8 (b x) _ 1 % ab 

ab ab 



Alt B«iqi«to m Uabug tegtn vir noch vor : 

8 . ^ ... / 1 8 »' -^ \ — i*— 7s*-+-4x^— 14x 

(a. + W- = .-(..-H b)-t, _ ) = _ ^ . 

' iY«^«*--^b (-8ax»-+-5b)Vi 8 .^r- =r z 8 - 

SE»V(»«'-b)» 

18 * 8 11 

«n (a -h b x) = b «o* (a -h b x) , ^ lg [l (x)j = — . 



8 
Ö 



ö + 1 • 8 n ^ ___L__^ 

/^/(««x) = <ro/yx. g*-[(2x+8)«(»«-t-4)*I=(8xH-S)<bx+4)» 

-i-im ® (4-r6xy 6x(6-h5x') (44-5xy ^ ^/ 2-i-5x' 

(0Os-f-70J. (24-3xy~ (2 + 3x»)» • 8x V » + 

a 

^x _a_ ^ 5x Vft jd_ ^ r 3x ' \ 

_ -^28 I2x-f^22x^ 

~ (24-7x)(4-t-3x»>~' * 

§• 15. 

SifienotialqiMtiMit einar Fnaktioii mehrani fnnkttonwi. 
I. Nach der ErUftning In §. 11 nihert sich der Werth des BrUchee 

f»+^x)-f(x) 

/Ix 

mehr und mehr deijeoigen GrOue» welche wir dnreh bezeichnen. Danas 
aber felgt, das« wenn wir setzen: 

4, 

Ol^af «r. OiflbfMilal- 1. |iMgnl.BMin«r' All. 
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die Grösse « abhängen xvird sowohl \on demWerthe von x, als auch von dem 
Werthe, den man J.x beilegt, dass abor diese Grösse mit abnehmen- 
dem Jx selbst gegen 0 gehen mu:>s, d. h. dass Gra = OBey, da sonst 

. ^ f (x-i- Jx) — f(x) ef(x) ^ ^ , 
nicht Qr-^ -j^ — = wiUre. Demoach ist 

f(l-^Jx)-f(x) = [^^^-haj^x. iJra=0. (B)* 

DaM eben so 

ist natfirlicb. Dabei bezieht »ich das Zeichen Or auf gegen Null gehende Jz. 

Funktion sw«ler FttiktioiieD. 

II. Seyen j« i zwei Fnnktionen von x, and f (y, z) eme Funktion dieser 

beiden, * deren Differentialqaotienten ^^^^ man suchen soIL 

Geht X in X + Jx über, so werden die (stetigen) Funktionen y and z 
zu y -h , z (It. , also f (y, 7.) zu f (y + Jy , z -f- Jz) , wo letztere Grösse 
aus der ersten erhalten wird, wuiiu mau an die Stelle von y setzt y + ^y, an 
die Stelle von s aber z + ^z. Dennach ist 

8f(y.i) ^ f(y-»-^y, »-4-Jx)-f(y.x) 

- — VT . . 

Es ist aber identisch: 

i(y ^ y* « ^«) — f (y» «) — ^(y + ^y» « + ^ ») - ^(y + ^ ') -^ ^(y -^-^y» «)— ^frt «) 

Jx zix 
_ f(y-4-/ly. t-H J«) — f(y-i- Jy. z) ^ f(y-H Jy. x) — f(y, x) Jy 
ZI ^ilx'*" 2fy Ax* 

«0 f (y+^y, z) aas f(y, z) erhalten wird, wenn man bloss fttr y setzt y+Jy. 
Was nnn die Grtsse f (y -)- Jy, z + J z) — f(y + ^y, z) betrifft,« so gebt 

f (y + J y , z + Jz) ans f (y + J y, z) hervor, wenn man fir z setzt z + Jz, 



• Sey f. B. y = ti« x, x — e*, so Ist tirr x + e'" mx+6e** — 7#im*x 

= z y* -+- 7* y -i- 5 7* — 7 y* eine f'onktion ron y ond 7., d. h. Ton tin x and p ' . — Eine solche 
Fanktion i«t also ein in beliebiger Weise aas y und z zusammengesetzter Äusdracl:., wie etwa y' , 
s*— y*+2 

* ' z + b y) ^* BeMichonngsweise ist die angegebMie. Dabei aber 

niösFcn wir aof einißp Bcsonrlnrheiten der Bezeichnung aufmerksam machen, f(z-l-y) be- 
deutet allerdings aach eine Fauktion von z und y , in der aber z 4 y immer ungetreunt zo- 

»Mii aw Mt efaCT man, vi« etwa ia (s + y)* — /(> + y)4- ; f (s y) ist eise Fanktiwi, 

ia der das Prodokt z y ungetreaat losanmieiutelil^wie in s' y' 4- 5 " ; f ^^-^ Teriangt. dass ^ 

ongetreoDt sey, u. s. w. — Diese Formen sind allerdings tmter der allgemeinen; f (z, y) mit 
iabegiUha, uad vai IBr leticere gilt, hat flbr Jene ebaofelb Geltiuig. Doch werden besoadeie 
Bsgefai IBr d i sselbi B saijpsitllt weiden kSnnen, die in aUgenebien Falle niehl gelten. 
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während f(Tf~^» *) Mlbtt erhalten vird, weomiuui in f (y»n) settty+Jy 
sUtt y. 

Betrachten wir aber die Differenz f(y, z -h Jz) — f(y, z) , so geht die 
vorhin genannte ans derselben einfach dadurch hervor, dass man überall für 
y setzt y-+- Jy. Die Differenz f (y, z -f- Jz) ~ f (y, z) kann aber verglichen 
werden mit der in (8') betrachteten, da die Grösse y in ihren beiden Gliedern 
dieselbe ist, also wie eine Konstante behandelt wurde. Ut mithin der 
I>iffeienti«lqaotieDt von f(y,z) nach z, wobei y wie eine Konstante ange- 
flehen vird, gleich ^ ( y, z), d. b. hat man 

ao iat 

f(y, x-t- Ji) — f(y, «) = [*(y,») +ol Ji, (fra = 0» 
also nothwendig 

WO aus a hervorgeht, wenn man für y setzt y + , wobei aber, da für 
alle yiOra^O, auch Ora^ =0 seyn wird. Daraos folgt 

Ist eben so 

wo ^ *^ den Biffereotialquotienten von f(y, z) nach y bezeichnet, wobei z 
wie konstant angesehen wird, * so ist 

WO ß mit Jy zu Knll wird. Demnach endlich ist 

^ = ör{b(y+Jy,ii)-h«.l^ + [»(y,.)+,9]j||. 

worin at| mit Je^ ßwitJjta Nnll wfa4. Da Jj, Jz mit gegen Nnll 
gehen, so Ist also, wenn man Jx, mithin anch ^y, z/z, a,, gegen NvU ' 

geben lässt, wegen G?r^ = ^, <^^ = ^:. 

-g^- =#(y. *) 8^ • 

d.h. 8f(y.«) _ 8f(y,i) 8« 8f(y.«) ey 

8x *" 8« 8i"^ 8f 8x' 

In dieser Gleichung bedeutet nun den partiellen Differen- 

tialqaotieaten von f(y,z) nach z, den man also erhält, wenn man f(y,z) 

• a»lttsiw^[zy» + ^H-J<y)H-j*«t]«S«y> + A + T« 

o y T lyo» ■ 

5y 

-H i(y)-hn«»J = y» i-t-«o#». ^ , . 
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nach z differenzirt und dabei y wie eine Konstante behandelt; ' Eben so ist 

^liSi^ der parttello Differentutlqaqtieat von f(y»z) nach y, wobei z wie 

koostmt behandelt Ist. 

Blau eehieibt zur Abkflnniig aach 

8l(y,^ _8f 8t 8J Py _ 8_f 8y 8f »« 

ex ~ <iz ex"^ 8y tis eyPx 818«* 

Dabei V«^"" z ganz wohl auch geradezu x seyn, man also f(y>x) nach x 
> ~ • differeiuiren. Dann Ut ^ = l (§. 1 1). 

er . • 0»«" Y«M^xT • 

Sey Ä.B.xu«ttclien ^l^ft' -»-ßw*'»-— +— jr-J- 
Hau teile a' = y; eMX = s, so bat man m sidieii 

A[y + 5ti-9,«a-»-|.7y-««*]. 

Hai man ferner ^ [4x«H-5x^y«— t^^x-HwJ 

ai^beetiniDien, eo tey 9x = y, also die gegebene GiOate 4x' + 6xy — 7y*-4-18» 
und es ist (da jetzt z = z) : 
8(4x'+5xy~7y*+18) , 8(4x'+ 5xy-7y*-».lg) ^ft^^ggy»' 

8x 8 y 

also da~ = -i-: 

8z foi'z 

^ J^4 X» -h 5 X X - 7 </ z -i- isj = 8 X -h 5 X + (6x — 28 x)^^ . 

Eben lo Ist 

^-«,y-i, ^=y'l(7)(|.ia,I,IH), 

I y ex 



8y 
8. 

also nach (9): . i 



Fflry=ssx z. B. 
Ferjiev 



i-x« = XX— • + X« l(x) « X« + x«l<x) = X» f IH-Kx)]. 

Bx 



r-x»»=2xx»— » + X«- I(x)2s2x>' [1 + 
ex 
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Bezeichuungen. 

III. Setzt luaa in der Formel (9) y = x, so gibt sie wegen ^ / 
(§.11.I): 

8f(x.K) _ 8f(x.z) . tijx.z) tz 
1^ 8^ ex 

und kann in dieser Form zu Missverstiodnisäen fuhren. Die erste Seite 
dieser Gleichung beieiebiiet den seitherigen DifferentlalquotienteB, in dem 
z vnd z als verftnderlieh angesehen werden^ wir wollen ihn den voUst&n- 
digen (totalen) Differentialqnotienten von f (x,s) oach z nennen; das «-^ 
erste Glied der zweiton Seite bezeichnet dagegen den partiellen Dtfferential- 
quotienten von f(x, z) nach x, wobei z wie konstant behandelt wird. Man 
kann aber offenbar diese beiden QrOssen nicht mehr mit demselben Zeichen 
bezeichnen und wir müssen ans entweder zur Einführung eines weitem 
Zeichens entschiiessen , oder aber je mit Worten aaf den Unterschied in 
der Bedeutung aufmerksam raachen. 

Von diesen beiden Wegen entspricht nur der erstere dem CJ eiste der 
mathematischen Formenlehre und wir wollen künftig, wenn es sich 
darum handelt, vollständige Differentialguotienten zu bezeich- 
nen, statt des gebogenen d das aufgerichtete d wählen. Die 
Gleichung (10) ist also hiernach zn sehreiben: 

df(x.x) _ 8f(x.z) . 8f(x.x) 8t 

Die firOher betrachteten Differentialquotienten sind allerdings auch vollstän- 
dige, und man kann also eben so wolil Hir sie das aufgerichtete d verlangen; 
allein vollständig und partiell sind für jene Differentialquotienten dasselbe. 
So ist es ganz gleichgiltig, ob man vom volUtäudigen oder vom partiellen 
Differentialquotienten von x*" nach x spricht. Ks ist 

dx" tix" ^ , 

dx ~ 8x ■ 

Wir werden desshalb das gebogene 8 beibehalten, da dieses Zeichen in keiner 
Andern Weise weiter verwendet wird, nnd nur dann, wenn Bfissverständnisse 
zu befürchten wftren von d Gebranch machen. Ist aber eine Zwei- 
deutigkeit mOglicli, so soll das gebogene 3 immer nur partielle 

Differentialqnotienten bezeichnen. So wird immer nnr den 

partiellen Differentialquotienten von f(x, y) nach x bezeichnen und nie den 
tutaien; ^ ^l^x " ä'*®' muss den totalen DitIVreiitialijuotieiiten von f(y, z)nach 
X bezeichnen, da von einem partiellen hier nicht die Hede seyn kann. Ka- 
tfirlieh sbd jetzt und dasselbe. Man kann also schreiben^ 

8x 678« as8i* 

dt(r,t) _Bt . Pf 8x ^ 



Digitized by Google 



54 



Fjinklion draiw VcrmdMUdMa. 



t/ffx.y)_8f ^ 8^ ey 
df(3i. y) _ f 



. df(y.x) _bf dy . bt dz 

Dagegen onr 

oder 

So ist 

oder nach einer aodern Bezeichnuugsweise (s^. 11): 

d(.y« + 7«-h8y»-^y)-(y«+7+JJ /x + (4xy» + a4y«+^^,)dy. 



FtanktioB dTfl«r ood mthr V«rliid«riiob«D. 

Seyen y, z, ii Funktionen von x und f(y, z, u) eine Funktion dieser drei 
Grögsen, von der man den (vollständigen) DiffereotiaU^uutieuten be- 
stimmen soll. 

Nach der Erklärung des §. 1 1 ist 

d f (y. t, u) _ f (y 4- J y , z -r J z , a -t- /J u; — f Cy. t. u) 

. rffy-l-Jy, «-t-/4«, u-h /fu) — f(v, «-h Je. u-hJo) Jy 



J y ^^x 

_^ f (y, » 4- Ji» tt H- ^/u) — tiy4ßfv^-+' ^ » _^ f(y,i»tt- t- Ju) — f(y,i,u) ^1 

<d z /4 X /4 u . f X J * 

wie man sich leicht üherzeugen wird, wenn man nur die iMultiplikatioueu aus- 
führt und dann /.u^amiueuzieht. Setzt niau nun, wie in §. 15, II: 

— 0^ — — HCJi«.«»J» — — = ft(y.«.tt)» — — = f,(y,i,iy, 
80 ist, wie §*16, II; 



* El bMtnlit ia Bnng saf die BeMiobnungswoba fron« Tmdii«d!fiili«it . Jaeobl 
UnUkneto di« fdlsttadigtn DiflimDtialqiioliaiit«!! mit dl« putteÜM aalt 8; EvUr 41« 

8 f 

voDitlndigaii aiit 8 , di« pAititltmi dadoreb, dMS er iie io KlamnMn sdüoM , abo — sebri«b 
8f 

^g^^ * Andere seuen x, u. s. w. ai« Zeiger «d, «cbreiben bIm fttr ? : 0« f (x, y); die 

«dlttindifen werden snweilen dnreb D beieichnet, also -^-^pl^ durch D. f (t, y)i aqeh wde 

d X 

,, , ., df(x.y) 6f(x.y) „ . . 

vorgesclilagen, zu sclireibeu — -, — - u s. w. Bei den meuten Franzosen wird 

dx c\ 

Alles durch d beiei«bne(> ebne Rücluieh( auf volhtAndige eder partieUe DiffiHrential» 

quottenten. 
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wo u mit ./ y, (i mit J/, mit Ju gegen Kull geht. Da nun mit Jx auch 
dy, Jz, Ja gegen Null geben, indem wieimmery, z, u stetige Funktionen 
•iod, 80 ist 

<ff(v, z, o) ^ , . (j y , , i< r . . ru 

dT~ ^ * ^'^^ *• 8"x * °^ e x * §1 ' 

j 1. <if (y.».B) 8ffv. I, u)ev f f(v, r,u)ez , 8f(v. I. n)ea * ,^ 
€1. B. j = ^ T H '--H r — , (IZ) 

in i^oicher Gleichung die partiellen Ditt'ereotialqaotienten ganz dieselbe Be- 
deutung haben, wie bereits angf^eben. 

Es ist wohl aus dem Angegebenen leicht zu ersehen , in weicher Weise 

man sich hier zu beoehmen hat, um zum Ziele zu gelangen, ^ und man sieht, 

dass allgemein: 

^_ 8f(y.g.u .T,..) 8y . 8 f (y. g. n. t,. .) 8 1 . d f (y. k. t. . .J dn \ 
^fOr.t,a,T...) ^ -+ ^ ^ ^ 

. e f(y.».o.T...) 8T , (^"' 
dt 8«"^ ./ 

wenn y, z, u. v, Funktionen von x sind. Die Formel (13) ist non die 

allgemeinste Formel ßir Diflereosirong. Man erhält hiernach: 

welche Formel die Verallgemeinerung von §. 12, Y ist. 
Hey etwa zu beatimnien: 

[«r«(^= /r^-f.a««re</y=Vr^ViH-7a«»-8a*l(«)J. 

ox 

Man setze €tre {tg =■ Vi — xO = y, a' — z, i (x) = u , so ist 

Uju ^ zu erhalun, setze inaa (§. 13) 1 — x' = r, V t = w, und hat 



dun ~[af«(<y=Vl ^>'«*(V=» YT^> + 7 a«« - S a' l(xy ] = 
ox ^ 



* Kaa fügt Jeweils GrAnen su «od sabtrahtit die alnHebeB OrtweD, so dast DHiteeiisen 
suM Tondiein iuMunen, bei damn blos y, oder Idoa s, «. s. v. sieh gelodert hat. Statt dann 

dia ante durch Ja tu difi^ieo, diridlrt aum dmeb Jy, and naitipUsifi mit ^ u.s.w.. wie 

•idi diese ans der DarsteUaag ia Teite wa selbst eigibt. 
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+ |:ar«(<^ = V^-^)+ Ua« - 3 1 (x)J (») - ^ . 
Zm Debung legen wir tot: 

8z Vl+Mtasy tmux ex w x/ 8x V r a+xy 

r (<wi)'**»«(«»x)*«r«>til(ee»i)- -"--]; r(x+a)-(^H-b)«:(K4-c)' .. ..1 

üx . L cojjxJpxL J 

V^a* — b» 8. ax a ax 8/.y\ 

a-hb«Mz 8z Vi— a^z* V(l — ft>z |* Vi— a»z' ^ «-^ 

- ' y 'Nx>0). 



y^i-T^ez ,/,«_,» öx 

Man pflagt snweQee die Gkidnu^ (13) abkQnangsweise auch so xo sebreibea: 
8,, ._ lif<y*i,«i,»«..) _8f 8y , 8f 8x , 8 f 8a , Pf 8r , 

-f(y,^e.T...)- 87 8^ ■^t'^. 8^ ^ 8u 8x'^b. V^'^'"* 

Ferner ist klar, dan man für jeden pioT^rlneu Fall auch die früheren S.lize anwcndea 
kann und meistens gleich schnell kom Ziele gelaugt. So sey etwa ra bettUnmen: 

d 

V |4x''a' -f2x»a«^4-3xUa) — ö*M»<|. 
ax 



Statt nun n' — y, ? (x) — 7 . .«mx — n seteeil» veifthlt 
Begeln des 12 und hat für die gesuchte Grns.-^e: 

D. ,bc, f'- ( W (8. 13. lU). g-^"= if ^= »" ((.)2=2.-((.), "j^' = -i- 

O. B. w.,'80 erii&lt man 

4x'aM(a)H- 12 a' x* -h 4 a*'/(a) 4- 4 i a»^ H- 3 4- 3 i (x; ~ oco*x 
als gesaehlen Werth, den man in der fr&heien Weise tIeiefafelTs eihaften bitte. 

Eben so kann man sich manchmal durch Umformaageu helfen. Ist z. B. r-x* 15. II) 

ox 

•n beettmauB, ao eetie ana z' = j und hat I <r)=z fOt). also (1. 11) — ^ = 1 H-I<z), |^ 

y ox oz 

= ylH-i(«)J. d.h. g^^x' = x'[l-H/(x>|. 

Man überflieht leicht , da.ss mittelst di r gegebenen Regeln es mOglicli i.st, alle, auch die 

susammengesetxtesten Funktionen tou x zu differenxiren. Uiebei ist es wohl unuüüiig , xa 

bemeriunp datt weaa ateht z die muUiAngig Veriadeiliehe Ist» sondern otwas* nad p, r. . . . 

Pnaktloaea vea • ifaid, maa eben eo hat: 

d , 8 f 8p 8 f 8q 8 f 8r 

;^ r (p. r ...)=-- -h ^ -4- -+... . 
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Wollte man eodlidt die bereiU in der Anmerkung zu $. 11 berührte Bezeichnung der Dif- 
•inlllhNBt w wIn 



<i c y b z B u 

— f().i,u, T,..; = (y,z,tt,Tr...>. ~ dx~ dy, ~ dx dz, ~ dx = d\x,..., 
dz OX OS oz 

•odanalto: il.f{y,i,o,T,..)=T-<ly H- — dz -f- — du + — d»-*-...., 

• cy cz ou OT 

nnd es wire wieder d . f (y, z, o, . ,) die DDeodlich kleine Zanabme, wdehe t (j, r, . .) er- 
toidat» vuiB y, St . . . nm dlt WMndltah Utittta OrOgieiiily, di,... saBthnn« «ad marin 
Holg* dMMB« daw z am 4to aandlicli klein« GfOiM x akh tatet. 



I. Im Seitherigea hnbeo wir ▼onosgeMtzt, die zadilforeosifeDdenFnDk- 
tiooen eeyeo gemdezn, oder, wie man sagt, entwickelt gegeben. Es kann 
aich aber ereignen, dass man eine Gleichung swieehen zwei YerSnderlichen 
hat, die im Allgemeinen dnrcb 

f(x,y)^0 (14) 

dargestellt werden kann. Ist in (14) der Werth von x z. B. gegeben, so 
folgt daraus der Wertli von y, d. h. vermöge (14) ist y eine Funktion von x, 
die durch ebon diese Gleichung unentwickelt gegeben ist. Es ist klar, 
dass man eben so gut sagen könnte, x sey eine Funktion vou y. Aus der 
Gleichung 

Bx'y+Sztiay- |S<jiiy + 8=0 

folgt also, dass y eine Funktion too x ist, die in einzelnen Fftllen wohl ent- 
wickelt werden kann, meistens aber eine Entwicklong nicht zulässt, wie ge- 

rade im vorliegenden Beispiele. Soll man nun dennoch be.'itinimon , so 

wird man beachten, dass nach (14) die zusammengehörigen Wertlic von x 
und y immer so beschaffen sind, dass f(x, y) Null , mithin konstant wird. 

Daraus folgt, dass = 0 (§. 1 1, 1), d. h. [§. 1 5, Gl. (12)J ; 

8x^eyex-"' 

ans welcher Gleichung nun ^ gefunden wird. 
Ans y»-Hx*— 8»xy=0 

fol^ |^=3x»-3ay,^=3y»-3ax. 

.1«, 8x«-8.y-h(8y»-8ax)^-^ = 0. ^^ = y^. 

Eben so ans: y*4.8x»y»H-x*.-8axy'=0; 

' ex x'-xy/(x)' 

mgz-l(z+y)+y»x««0: • 
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Unentwickeit gegebene Funkttooen. 



£• trmalalife «Ich von selbst, dass man, sUU die Olelebong (14') in der hier vorgescbviebe- 

nen Form za bilden, ganz direkt nach den frQhcrcn Regeln die GUiclipBC (14) dM T WM lWtt 
konnte. So erhielte mau aus im 2 x > ' x ' — i (x -+- y) — 0 : 

vorans derselbe Werth wie oben folgt. 

Eben so kann die Gleicboog (14') nach den ursprünglichen Kegeln abgeleitet werden. 
Geht nlmlich X in x + Jz Ober, somoas y io y + Jy übergehen tuid zH-^x, y H- Jy mOsaen 
aodnreadlf wiadeir der Olaldning (14) geirilgeB, d. h. man araaa habM: 

ffx • Jt. V Jy) = 0. 
Ana dieser 01ciefaoa|f und (14) folgt durch Subtraktion und Dimion mit Azi 

f(x-i-Jz« y+Jy)-f(z«y) _^ . 
11 



K ^^ f(x + Jx . y-t- Jy)— f(z,y) 

also auch Or ■ — = 0 , 

Jx 



^ ^^r f(H-J«.y-H Jy)-f(z,y-i-Jy) ^ f(«.y-f Jy)-f(z,y) ^yl_^Q 

II. GeMt2t man habe sviicben den drei VerAoderlieheii x, y, z die iwei 
Gleichongen 

f(s,y,i) = Ot F(z,y.s)=0, (tft) 

60 folgt daraus, dass zwei dieser Veränderlichen Funktionen der dritten sind, 
z. B. y und z Funktionen von x, indem, wenn eine der drei Grßsson bekannt 
ist, die zwei andern mittelst der Gleichabgen (15) bestimmt werden können. 

Um dann Ii zu erholten, wird man gemftss §. 16, Gl. (13) und §. 11, 1 

ans (15) ziehen: 

8x ayda d»9z 'ez^ByÖx ex8z * ^ ' 

^ V 8 z 

aus welchen zwei Gleichungen die Werthe von . — leicht gefunden werden. 

Man fcieht leicht, dass wenn überhaupt zwi.Nchen n Verlinderlirlicii x, y, 
/., u, . . ., n — 1 Gleichungen gegeben bind, n — 1 der Veränderlichen als 
Funktionen der n^" (z. B. x) zu betrachten sind , und dass man durch Diffe- 
renzirung' der n ~ 1 Gleiclmngen nach den Regein des §.16 die zur Bestim- 
mung der Differentialquotienten dieser abhängigen Veränderlichen hinreichen- 
den Gleichungen erhalten wird. 

Aveb hier ventelit es sich gaai tob aelbit, dsat statt die dmeh (tV) gegeboie Fetm der 

8 t 8 z 

ittr Beetinaoag TOD . ~ nittliifeBFefiiidiiaaiowetideii,maiidaidiiiiimittdbareDiibm 

<t X dz 

liniQg nach den fHttiereo Regeln Oldchangen erhalten konnte, die n dentelbeii Zweite 
verwendet werden kSmen. 

IIL Die Gleichung (14'), in der x, y, ~ vorkommen, bildet eine Diffe- 
rentialgleichung von (14). Man kann oft aber durch Verbindung von 
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(14) und (14') noch eine weitere Differentialgleichung herstellen. Kommt 
niiDlich in (14) eine gewisse Koostante vor, die auch noch in (14') euthalteo* 
ist, 80 kann man dieselbe swisoben beideii Gleiehiiogen elimlDireo irod erlüUt 

dann eine Gleichung zwischen x, y, die aus (14) folgt, aber jene Kon- 
stante nicht enthält. Die Gloichunp (14) heisst die Integralgleichung 
oder ursprüngliche Gleichung von (14') sowohl, als der wie eben angegeben 
erhaltenen. Es folgt hieraus oüeubar, dass man sich zu letzterer eine ur- 
sprüngliche Gleichung gehörend denken könne, die eine Konstante, die in der 
Differenttafgleichnng nicht vorfcoraint, enthält. (VergL §. 90). 

Sey z. B. die ursprüngliche Gloichuag: 

•O folgt dann» sunäclut: 2y|^H-2ax + 3 = 0, 
und «ean niM a awisehen beiden Oleiohmigen eliauniri: 

27'— 8xf|^H-8s-)-10=0. 

ox 

eine Differentialgletchujig , die ebenfalls zar angegebenen Gleichung gehört, die 
KoB«taiita » aber niebt mmht enffaUt. 



Dritter Abschniti 

Differtntialqiiotiaiteii höherer Ordnung, Bedentnng gewieier 
IMfforentialqaotienten. Vertaneehnng der unabhängig 
^ Veränderliehen. 

BdKeie DiffuMitiilqiielieiitMi. 

I. Im zweiten Abschnitt wurde gezeigt, wie man in allen Fällen den- 
DilTei eutiaUjuotienten irgend einer Funktion zu bestimmen im Stande ist. Der- 
selbe ist dabei im Allgemeinen wieder als Fanktion der viuibbingig Verän- 
derlichen ersehieoen, so dass man abermals naeh dem Differentialquotienten 
dieser neuen Fanktioo fragen kann. Bildet mao denselben , so sagt man, . 
man habe den sweiten Differentialqnotienten der ursprünglichen Fonktlon 
bestimmt. Dieser ist selbst wieder eine Funktion der nnabbingig Verflnder- 
lieben, deren Differeutialquotient dann den dritten Diflforentialqnotienten 
der ursprfinglichen Funktion bildet. Wie man hier weiter gehen kann, ist 
klar, und man erhält so die Differentialquotienten höherer Ordnung, 
wahrend man den früher kurzweg „Dill'erentialquotient" gchei.ssonen , nuu- 
nirhr ersten Differentialquotient nennen kann. Was die Bezeichnung an- 
belangt, so sind für f (x): 
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efW" t)'f(i) cH(x) ffjx) 
IT* TP'' TP' 



der erbte, zweite, , n'* Diflferentialquotient, die man zuweilen auch durch 

r(x), r'(i). f'(x) fW, 

oder, weoo man vollständige DiSerentialquotienten bezeichnen will (§. 15) 

durch iM, iJ^, £^ 

bezeichnet. Lben so sind . r-^. , - ^ j-f- oder j^. . . . ^rr 

t)x bx* ex' fix» ax «■ 

der ente, sweiu, n** DüferentUIquotieot von y. 

nl Et ist nun leicht • die höheren DHferentialqaotienten lu bilden, da 
man eben bloss nach den frflheren Regeln zo differendren hat. So ist 

h =»»-'(*.i3.D.y-=»^=oi(«-i)x->(|.i2.m).^ = 

B(n-l)(ia-2)x"-«. 

8" x" * 

allgeniebi olfenbar =■(»— 1) (m— 2). .. («— b-m)«"-*. 

• 8" x* V 

Ist dabei m = n (also m eine ganze positive Zahl), so ist jp- = n (n — 1 ) 

i'" X 

. . . 1 ; ist in positiv und ganz, aber < n, so i^t = 0. 

X bx* X* 0 x" x' 8x* 

— _^ 2.3.4.. (D- I) 

7**' ^8x=~~- • 

wo das obere Zeichen gilt, weuu n ungerade, das untere, wenn n gerade ist. 

TT = ^' ' (a). - a> 1/ (a) j-^. ^ = [/(a) ^ ^ a' (a) J" . 

La ist lernet = co«x — «m(A + gl, also da »nuuer(^. i.ij — äx^ 
= (x+ a) = #m(at + a + 0 : 

"er='^l*-^2>-rx^= ^ :=sm(x + ^).-^^nn(x+^) 

welch letztere Grösse = sin x ist, wenn sich n dnrch 4 dividlren liisst; 

= «o«x, wenn bei der Division dnrch 4 noch 1 als Rest l.loiht; ^ — .v/nx, 

wenn 2 als Rest bleibt; = — cosx, wenn 3 als Rest bleibt Ganz eben so 

fieoix . . *^ 8*e«x C 2jr\ i'"co«x r nrr\ 
— « -mx=*ot(^x+ — . = *«(^x 4^ ^- j , _ = co,(^x+ ^ 
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Sey y = arc(^ = x), so ist |^=co# 'y(§. 13, V); demnach gp=^^-^ 

Dann ist ^ = ^ — — " ^ = — {2cos2yco8^Y — 29tn2yco8y 

friny] coü^y — — 2 [fo«2 y co«y — «»2y*twyj cö*^y = — 2co«3y c<w'y = 
2 *m ^3 y 4- <?ö#' y. 

Man vennuthet darana, daai allgemain Ar y = are(^ = z) : 

^ (n- l)#tn(^ny-l-yJco#» y. (a) 

Der Beweis dieser Behaaptang wird dnrch diejenige BewelKform geführt, die man dAi 
^Schlots TOD D anf d+ 1" nenot, weiche wir bereits in der Note zu %. 5, 1. angewendet haben. 
8i« wird iiiner gelnaacbfc, -wwa iiuui «in thatiaeblioh gtftmdwMa and ali ilehtig v«r> 
ntttbetes Geeets genaa tnrelsen will. Wir nehmen alw an, die eben angegebM« GMdwBf 
gelte fQrn — 2, 3, r lud a«l|g«i, da*» sie daan aaeh aokh««adif fttr asr-t-1 
gelten muss. 

Sey also 

^«=8.d...(»-l)m(yy-l-^)«fl«'y. (b) 

ao erhält man liieiina dnrch Differentiation : 

— f =2.8...(r- l)^[«V,(^ry-H yj««' yj 

a=a.8. . . (r - 1) ^ i«« y -h tof yJ 
s2.8... (r— l)(r#pf "*"'^) **** y — r ^ry ^••»•yj«»t*y 

=2.3. .. r [co* ^ry -h y — «ii y -h —^«»yj W * ' y 

=2.8.. . reo« ^ry H- y -f-y^w*'* " y = 2 . 3 . . . r m [^(r-l-l)y 4- ^^"^^^^ j co#'^ ' y. 

Da aber diese Formel, welche richtig ist, wenn die Formel (b) es ist, 

aus (a) hervorgeht, wenn man för n setzt r -h 1 , so folgt darnus, dass wenn 
die Formel (a) richtig ist fiir n — r, sie nothwendig auch richtig seyn raass 
fiir n — rH- 1. Für n = 2, 3 haben wir die Richtigkeit von (a) unmittelbar 
erkannt, so dass (a) auch gilt ttir D = 4; mithin nan auch für n = 5 u. s. w. — 
d. h. (a) gilt für jedes d. 

UL Mao wird nun anch leicht folgende allgemeine Sätze fflr richtig er- 

kenoen: ^ tat der n** Differentialqootieot von y, dern — l** von ||, der 

n — von r i , , der erate von s-r^. 

8"(y± g±a..«)_8°y . 0" z o 8"(y-HC) _d''y 8" (Cy) ^flfl°y 
8x» ex» ex" 8 X"' ' * ' 8x» 8«"* 8»* 8a"* 
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62 Hohen DifferaoUalqaoÜMiteii too 7s. 

§. 18'. 

Die hohem DiffereDtialqaoÜeoten de« Produkts y z. 

Wir stellen uns die Aufgabe, den Werth tod 7 und 1 

FonlctioDen von z sind, sn ermitteln. Nach §. 15, III kann man diesen Werth 

8" (y i) 

übrigens ( hen so wohl auch durch ^ bezeichneo, da ein „partieller Difie- 
rentialquotient nach x*" hier keinen Sinn hätte. 
jNach §. 12, V ist 

d(yx) _ bt öy 

Bifferenzirt man noelttnals, so erhftit man: 

d* (y i) _ d r ÖiN d/" ey^_ ^ ö y 8t b'y Ö« 

£beo 80 ergibt sich : 

<»'(y») a«i . ,8y 8»x_^^e'y bx_^&'y. 

Darans schliesst man, dass allgepiein: 

dx- ~"^8x- 1 t'xex»-'"^ 1.2 ex'bx—s"^ bx"' ^ ^ 
sey, worin die Koeffizionton die Blnomialkoeffi/iontop für die Potenz n (§.5) 
sind. Der Beweis der Richtigkeit wird durch den SchliiBs von n auf n + 1 
geführt (§.5 Noto, §. 18, II). 

Wir wollen nun vou dem Satze (16) einige Anwendungen machen. 
8 6*^* 8' e** e" 

^ "8^~***'* T?" ~** • ~ä?" ■•••y (iö)y— 

z=e", also y2 = e<»**>S = (a-hb)" e'"**>*, und mau hat: 

A 1 • «tf 



Da der lUitor e'^^^'ss e*' b«id«teitig vorhandea Ut, so kaan man dareh 
ihB fiTidiiea nad hat: 

(* b)» = a» ~a«»-f b -t-^^ * - a— » b» -I- b» . (17) 

was auch immer a und b sejen. Dieit i»t der binomische Satz für ein ganzes 

positiTcs n (§, 5). 

8"x" _ 
II. Man setze 7=x', z=x* und beachte, dass -g-^=m(m— l),..(m— n+l)x*^, 

so folgt ans (16). indem ys=x*x*=x»^, ^jjj- = (a-»-b) (aH-b — 1) 

(a+b— n-*-l)x»**— : 

(a4-b) (a+b— I) .. .(»+b— o -*3)x*+*-"=x». b(b— I). .(b— B4- l)i»-« 

+ Y a x^' b (b — 1 ) . . (b — n H- 2) X*-"* » 4- ^^^^ a (a - 1 ) X— • b (b - 1 ) . ; . . 

...(b — nH-3)x''-"^»4- -ha(a— — nH- l)x— "x* . 
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Man sieht leicht, dass x"^*^" beiderseitig Faktor ist; lässt man ihn weg, so ist 
(»4-b> (»H-b~ l)..(»+b--iH-l) = b(b- l)...(b-n-|-l)+-|-»b(b— l)..(b— 11+2) 

H-^^^^^*(»-l)b(b-l)..(b-n-4-8)4-....;-h»(a-l)...(»-n-l-l). 

Dividirt man endlich beiderseitig durch 1.2 n, so findet sich leicht: 

(a-i-b)(a-t-b— l)...(a-hb — n+l)_ b(b— l)...a) — n-hl) a_ b(b — 1) .. (b — n4- 2) 

1.2 n 1.2 n 1 ' ~~1 .2...7(n— I) 

a(>-l) b(b>>l).,.<b~ii-f-8) . , «(a-l)...(a-D+l) 

"^"iTT"* 1.2 (»-2) ^ 1,2 n • 

• und h vagen teyn, vm «ie w<»ll«n. 

HL Mab soll den Werth toh 

Ar z=a ermitteln, wenn m eine positiv» guue Zahl iat^ wobei Tonui^getetst iat« 
dMt 9 (x), '^'^^^ anendlieli gron weiden. 

Man hat tmn (16): 

l(x- a)- »(X) j = (, - »)« (x) + ~ (x-a)— (x) -f- ü^:^ »(m- 1) 

(x- a)— • f>— «(x) . . . .-f-iD(ai— 1) (m - n -M) (x - a)— " <f> (x), 

wenn man die DiArentialquotienten von q> (x) mit qi' (x), . . ^" (x) bexetebnet. 

D'io ebon anp-rg-fJu nc ( ileichung sot/.t stillschweigend voraus, dasa m^B tejTt 
da sonst die letzten (Jlieder bereits weggei'allon waren; ist nämlich 

sn<n,efrirt — s=(m— 1) ...1, s=On.B. w., also aehliefit 

n (n — 1) . . . <n — ■ 4- l) 

dann die Reihe mit dem ui -H 1"" Gliedc, d. h. mit ; — s Z 

i.«.»>«>«ni 

m (m — 1) . . . 1 <|)"^"' ( x) — n (n — 1) . . . (n — m -M) g>"-" (x). 

Bezeichnen wir nun durch (a) den Werth von (f)' (x) für x=a, so folgt offen- 
bar aus obiger Gleichung: Ks ist für x = a 

ft» ( 0, wenn m>n, \ 

„((«-a)^»(l)]= m(ni-l)...l9.(a). wennm = D. (19) 
(n(n— l).,.(n-mH-l)»^-(a), wettnui<n.) . 

IV. Setzt man in (19) q (x) = ^^-^^ — ^> (x)" wobei wir (a) nicht = 0 
voraussetzen wollen, so ist: 

( 0, vemi n^n, 
_ m(iB— l)...l#weBn m = n, 1» 

wobei die Anhängung von x = a bedeutet, man solle nach vollzogener Diffefenaining 
X = a setaen und beachtet wird, das« für n = m: = 1 haben wir 

%p (a) nicht Noll Twaoagetetit , om im iweiten und dritten Falle keinen Schwierig- 

Iteiten zu begegnen. 

Setzt man in (1 9) n — 1 statt n, so hat man 
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gn-i p 1 |0, wenn iB>n— 1, 

8 

Setzt man nunmehr in dieser Gleichung qr (x) = \j,([^m ^ («)" j=n (x)""""' 
wobei wir wieder (a) nicht Null roraussctzea wollen, so ist 



fin-i r T (U, wenn w^n— 1, 

—j (»-■)-,» (x) = m(m-l)...U(»),w«ni 

» L J.= . |(n-j)(o-*2)...(ii-«0»^— «(■),w«nm<ii-l/ 



(21) 



8i»- 

/ 0, wenn m n — 1 . 
)ia(in— 1)... 1 .n^ *!/'(».), wenn m — n — 1 , 

I (|i~l)(n-2)...(n-ni)~^j[ii»(i)— V'Wj,^^. w«» in<ii- 1. 

Für Di=n— I ist aber n— m — 1 ssO, alM>i^(a)*'^*=I, d»iiioht«/;(a)=0* 
ftnier dann bi(bi— l)...l.n=n(B~l)...l. 

8"—-« 

Eben so ist (n-l)(n-2)...(n-ni)^— — ,[nv(x)' '•-'V''(x)l 
«nO.-l)...(n--)^^iy;^ e^*«-^] 
«b(0- 1).. . (n- m-M) [vr (,)»—] . 

/ 0, wemim>n — 1, 
^in(n — 1) — l^'(a), wenn ib=b — 1, 

jn(n— 1) (ö — «» + l)^zs J,_,' m<n — 1. 

Wir iNirden Ton diMeo SAtten tpMer Gebmneh madben (f. 59). 

V. 8ejy = ««(««=x).aUo^=^7=L= = (l--x')-S f^ = -^ O"«')"* 

8 b * 

Nun ist — x') = — 2x, ^(1 — x') = — 2, aUe höheren Differential- 

^piotienten davon = 0 , mithin hat man : 

wonu» folgt: (i-,i)^=:{2n-«)x|^^^-(B-2)»|^, 

8"y 8"~'y 8"~*y 
eine Formtl, die aus qJSZTi • ^^»_a finden lehrt. Sie gibt: 

8»y ey . 



— x 

f X 
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UObere Differentift}qnotieQteii ron Fanktioneo mehrerer Fanktionen. 66 

VI. Scyj = are(tg=x), aUo ^=j-i^, =(n.x»>-', ^=-(H-xVC2x> 
= — (i^Ty» • ^0'»« fMW ^« «b«« folgt: 

an y ÖB-f y Un— t y 

d.h. a+-\y=-2(n-l)x^^-(n-2)(n-l)^. 

w«lohe Fonnel gau eben «o b«iittUi werden kaan, wie die enteprechende in V. 

§. 19. 

Hflbtre DiffereatUlqnotieitten von Fanktionen mehrerer FonktioneD. 

I. Seyen y, z (stetige) FtanktSoDen von x» f (y* 2) eme Fanktion beider 
Ofteseo, 80 iftt (§. 15, U): 

Demnach (§. 12, IV, V): 

d*t{j,t) _ d i^8f>i . Li ö^y . _^ e» 8f e»« 

rfx' V8y>^'»«"^8y 8«»"^d« V8t7*8»"^8t 8x*' 

NuD sind — , ^ üu Allgemeinen wieder Funktionen von y ood z, so 
das« (§.15, U)/ 

rf^/^8f>v__J&y8y _8y8E_6^8y 8*f 8« 
dxKbjJ 8y 8x 8e 8x 8y» 8« 8y 8 t 8«* 

WO nnn ^ bedeutet, man solle f(y,s) sweinud bloas nacli y differentifen, 

' f 

wobei also z wie konstant angesehen wird; r — x- bedeutet, man solle f(y,«) 

cnerst pmrtieU nach y, dann dae ErgebnUe partiell nach z differeoziien. 
Eben so ist 

*L /'8f\_ e'f 8y 8'f 8« 
dx V8«y ""8« 8y 8x 8e» 8x • 

n. Was nun die hier vprkomnienden Grössen betrifft, so ist 

JIL=J1L /SA 

8y8s 8i8y* 

d. h. OS ist gleichgiltig , ob man soent nach y ond dann nach % dÜTerenzirt, 
oder ob man in umgekehrter Ordnung verfährt, 

8 f 

Üm diesen Satz zu erweisen, beachten wir, dass r— der OrÄnzwertb von 

8 y 

^^"^"^ Jy~^^^''^ (für ein unendlich abnehmendes ä^) ist, so dass man 
setzen kann (§. 15, I): 

f(y-|-^y.t)-f(y,.)=:(H4.„^^,, («) 
Oleare't DiSknaiM- 1. IaMfnai>B*etanff. S. Aufl. 6 
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wo « mit Jy gegen Nali geht. Dabei hängt natürlich a von y und z ab. ist 
~ = ^ (y, 2)» SO bat man also 

f (y -f- . I) - f (y, t) = [^(y. t) -+- «] Jy. (»') 
Setzt man in dieser Gleichang z + /iz an die Stelle vonz, so wird dieselbe SB 

ffy-t^zfr. — f (y, z -h Jz) = [»(y, I -f- Ji) + «'] /f y . (b) 

WO a' der Werth von a ist, wenn man z-hJz statt z in letztem eioaetzL 
Da a von y and z abhängt, so ist also nach §.15, 1 auch 

WO ttg mit Js gegen Noll gebt Die Grosse a' geht (wie a) DOthwendig 
gegea 0» «eaa^y gegen Null, wie sieli diess sns der Oleiehnag (b) aneb 
nnmittelbar ergeben würde. * bemnsob geht, was snch sey, die Differenz 

P et 

€^^a (mit y) gegen Noll, so dsss« nscb (c), die GrOsse ^ ^ h aj mit J y gegen 

Noll gehen muss. 

Aus (a'), (b) und (c) folgt : 

f(y-<- Jy. z-t- J*> — f(y,»H- Ji) f(y + Jy.i) — f(j.») 
Jt Af 

Lässt man hier dio Grössen Jy, gegen Null gehen, so ist der Gränz- 
werth der ersten Seite dem der zweiten gleich. Letzterer ist aber (§. 15) gleich 

8 , . er 8»f 



Bi*^^* ' e z By by 8x" 
Ist eben so = (y* z), so hat man 

f (y, t -4- J«) - f (y. i) = (y, «) /f] Jz, 

'(y-*-^y, x-f- Jz) — f(y-+- Jy. i) = [v'(y-*- Jy, »)4-/rJ J«. 



8 i? 

WO ^ und mit Jz zu Null werdeD^ /J^ mit Jy und ^ + ßx mit Jz. 
Daraas folgt 

f (y-t- Jy, J«) - f(y -h Jy, ») f (y. « J«) - f (j» «) 
Jy Ji Jy Je 

_ »(y + Jy. ,)-»(y,,) 8<g 

2f^— 8^ (•) 

Der Qr&nzwerth der zweiten Seite mit abnehmenden Jy, Jz ist 

• ^ . V 8 8f 8»f 



8y^"' 8y 81 Pz r v' 
und eben diese Grösse ist also auch der Gräuzwerth der ersten Seite. Da 
aber die ersten Seiten in (dj und (e) identisch sind, also gleiche Gränzwerthe 



ADt QlSnSB « in (a) gehen gegw Noll mit Jy, was auch z sey, loitbiii auch 
t-<- Ja an die Sitll« f«a ■ tritt. 
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haben, lo mttaseu »Hch die sweiten Seiten lolelie (SrinswerÜie beeitsen, 
woMQi die (22) folgt. 

III. Demnach ist 

Es ist leicht zu übersehen, wie man hier weiter gehen kann und dass, um 
d'f(y. ») .... u u* j 6j ^ 8«f ds 

Ii,» 2" b''<^eD, man beachUü muss. dasa = 8i 8^«^ di* 

dXll) ^^llH^i-^^^ 

So erhält man: 

*"«n? L8y»»«"*'eFe5»»J VSi/ 8p8x8»«'^*L8y8i8y8x"*"ey 8i»8xJ^ 

Ä.xe«"*" eyex8x"-rx"^ byUz ex bx*~^Ltz'ey ex"'"8z» exj vexj ^ bx»8xei» 

re^f 8y M f 9 r-| 8jj 6^ ^'j P Ö'f 8 y 8]£ exl öVe 8f 8*x 

Da nun, dem Obigen gemäss, bei zwei Differenzirungon, die auf eioander 
folgen, die Ordnung der Differenzirung gleichgiltig ist, so ist auch 

8'f __ c'f _ b^f 8'f^_ e'f _ ci»f 
8y ei Öy ^ Öy 6y 8x ~ Öy * Öt * bx ' 8y ' bx bTbx by cV» 

SO dass 

n8.'<'-">-8? l«V "^*8?^t Ui» 8i"*-*8FSr»eiV.8ij-»^n*lei> 

^s~^^ 3_^'_^^ qÜI^*^** L'^'y Lf^'j 

8y* 8z ex»"^ 8yÖi 8x» 8x^ 8y8z 8x 8x»~^ 8x'exbx»"*"8y8V^fc*t ml'' 

Wie man hier weiter gehen kann, ist wohl klar; ebenso, wie man sich 
zu benehmen hat, wenn man eine Fonktion von mehr aU zwei Fonktionen 
von 1 bat. 

Die direkte Rechnung nach den fr&heren Begeln f&brt gemeiniglich 
rascher zum Ziele. 

8e s. R um [^x'y (j^^ ] «« «n^n, ha* man (ff. 12, 13): 

*..'<B)V.-.BB- 
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IV. Ist eine Gleichong f (x, y) = 0 gegeben und man soll ^ . . . 

daraus^ bestimmen, so hat man, indem n\ßa dieae Qleichang nach einander 
mehrmals differenzirt (§. 17, 1): 
ef . 8f ty - 

— -4-- — -•—SSO. 

e*f c'f /- 8'f e^f ey\ ey ef 6'y_Q 

woran» I?**** in^^i» >u<ui soent |~ an« der ersten Oleielwog 
beatimmt, und dann diesen Werth in die iweite einsetzt, n. s. w. Im be- 
sondern Falle wird man durch diiekte Differeosinuig den Zwedi eben so 
leiciit erreichen. 

Hat man a. B. die GleiehiiBg 

x«r+3xi«»7 — 28=0, 

telblgtdanMU •^4-x6'^+8«A»y-H'Sx«wy^^=0, 

8y 8y /^Bv\* 8»y „ 8y « 8y „ . /ByN* 

V. Aas dem bisher Dargestellten gebt wohl tut Genüge benror, dau mit Hilfe der Regeln, 
dl« im «nian AVtMtt g«geb«a votdra , df« BUdnif «ioM )«4m DtthraDtbdqiMtfmIra aif- 

lich ist und einem Anstände wohl nicht untprliogt. Oewfihnlich ist die direkte Dlfferpnztrung 
der nach §. 19 rollzof^eoen Tonaxiebcn , da sie natürlich da&»elbe Resultat gibt und gewiss 
leichter im Gedftchtoi&s tu bebalieD ist. Zur Uebong woUea wir non noch eisige Diffeieatial- 
qoottailMi fotlegra. 

dxr* Fr»"^*exJ-^*8x'^öx^^* ex»» 
da ~* /8^\' * 

««• V8xV 



e y r^y\* ey8*y 8y8'y 

rft^ieT* Aexv'^'exax* ex8xV 



8 ,/^8*yA ex» 8 / bj\ 8x» 



ex« 
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Keiiuz«icben dM Wacbaens oder Abiwhin«Dc einer FanktloD. 69 

§. 20. 

Berritt in S. II haben wir anf die geometrisebe Bedeatong der GrOsse aabMikMin 

8 X 

gemacht Wir wollen hier nun aeeli aii^g« Tanrandto UntanodMinfeii Aber Bedeatoag tob 

DiSarential^aotienten zufügen. 



I. Sey y «ine stetige IVinktion von x, ond es nehme z am das positive 
IQ, wMde also m z + Jz, so wird 7 za j-hJj werden, und wenn nnn 
Jy positiv ist, so hat y zugenommen; ist dagegen Jj negativ, so hat y ab- 
genommen. Da wir Jz positiv voranssetaen, so werden wir offenbar auch 

sagen können: Wenn positiv ist, so hat y logenoramen; dagegen abge- 
nommen, wenn dieser Brach negativ ist. Denl[en wir ans nan Jz sehr klein, 
so wird natftrlich das Gesagte ganz eben so gelten, ond immer wahr seyn, 
wie klein noch Jx seyn mag. Da aber (§. 15, 1) * 

21-01^"' 

nnd a sehr klein ist» wenn Jx es ist, so wird ftir ein Jx, das, klein genng 
bt, die Grösse dasselbe Zeichen haben, wie indem letztere Grösse 
einen bestimmten endlichen Werth hat, also schUesslioh immer gegen «r 
fiberwiegen wird, wenn nicht etwa Ar den speziellen Fall |^ 0 wAre, was 

wir nicht voraussetzen. Hieraus folgt der Satz: 

Ist (für einen bestimmten Werth von x) T-^ positiv, so wächst y mit 

wachsendem z nnd nimmt also aach ab mit abnehmendem z; ist dagegen ^ 

negativp so nimmt yab mit wachsendem x, nimmt also zu mit abnehmendem z 
(für kleine Aenderongen des betrachteten Werthes von z). Da auch 

8x 

und für ein sehr kleines Jx auch a schon sehr klein ist, so schliesst man 
hieraas leicht noch, dass y (für kleine Aenderungen von z) am so bedeaten- 

b y 

der sich Andern wird, je grösser der Werth von ^ ist. 

8 y 

iNatuliich wird mau eben so auch sagen können, dass — mit wachsen- 
dem z za- oder abnehme, wenn g^, positiv oder negativ iat; dessgleicheo 
mit solchem x zu- oder abnehme, wenn positiv oder negativ ist, u. s. w. 



• Ist y — f(x). so i.-t ffx -r- Jx) = y-+- Jy, also f (x-t- Jx) — f(x) = ^ y » m da*» 
die Oleichuug {&) in §. 15, I jetzt belMt: 
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Difltetotlalqiiolieiit «iMr «bto«! Fliob«. 

iJitierentialqaotiePt einer ebenen Fläche. 

II. Sey \& eine beliebige krumme Linie (Fi^j. 2), deren Gleichung für 
rechtwinklige Koordinatenaxen man kenne; MN die zur Abszisse OM = a 
gehörige Ordinate, eben so PQ die zu OP = x gehörigo Ordinate y, die 
Fläche MNQP = u, so wird u eine Funktion von x seyn, da sicher diese Grösse 
sich ändert, wenn x sich ändert Dabei setzen wir voraus, dass u wachse 
mit wachseDdem z (Nr. I) und daas y positiT aey. Man soll den Werth von 

1^ ermitteln. 

Setzen wir PP' = Jx, ziehen die Ordinate P'Q' = y + Jy, so wird 
M>»Q'P' der neue Werth der Fläche u, also u-4-Ju seyn, so dass 
PP'QU' = Ju. Wie auch die krumme Linie beschaflen sey, so wird man 

immer klein genug annelinieii kdooen, dasa 
jT' ^ die kramme Linie zwischen Q und Q' nor steigt 
oder nor fUlt (d. h. daaa die Ordinalen zwiacben 
PQ and P'Q' alle wachsen, oder alle abnehmen). 
Zieht nan nun QS, Q^R parallell mit der Abs- 
zissenaxe OP, so wird das Rechteck PP'Q'R 
grösser seyn als Ju, während PP'SQ kleiner ist 
' ^ als ^u. (Würde die Kurve zwischen Q und Q' 

tailen, so wäre das Umgekehrte riclitig; wie man aber leicht sieht, ergibt 
diess schliesslicii dasselbe Ue.sultat). Da uqu P'Q' -VH-Jy, so ist das 
Rechteck PP'SQ = yJx, PP'Q'R = (y + Jy) Jx, so dass also ent- 

iialten ist zwischen yJx und (y-^Jy)Jx, mithin ~ zwischen y und y -i-Jy. 

l ässt man nun J\ unbegränzt abnehmen, so wird auch J\ unendlich ab- 
nehmen, so dass y und y + Jy mehr und mehr sich nähern. Daraus folgt 

(§. 7.1). dass ö» |? = y,d.h. 

0a 

— =: y (u wacluend luit x und y ^ 0). 
cx 

8 o 

Da(|.l6. I) Jnsr^ ~ JxH>a^s=yJx-l-aJz 

und er mit unendlich kleinem d\ selbst verschwindend klein wird, ^o kann 
man ancb aagen, dasa Iftr ein nnendlich Udnea Jz das FlftchenatAck PP'Q'U 
als ein Rechteck von der Grundlinie Ax und der Hohe y anzusehen sey. Wir 
werden sp&ter ein solches (nnendlich kleines) FIftchenstQck ein Element 
der Fläche nennen. * 

Difl^Notialqaotirat «inti BogMu. 

III. Sey F(t (Fig. 3, siehe nächste Seite) eine beliebige Kurve, 
(4M=y, QR— Jx, RN— y-hJy, ferner der Bogen FAI, von dem (beliebigen) 



* Bezeicbitel mao das uiiondlicb kleine Ju durch <iu, das uueudlich kleine Ax durch dx, 
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Punkte F aon geiiblt, gleieli t, lo ist • eine J%r. A 

F^mktion von x, alsoMK — Js. Man siebe 
ann die Sehne MN, und denke sich an den 
Punkten M und N die berührenden Geraden MD, 
DN an die Kurve gezogen. Da man Jx klein 
genuj; wird annehmen können, das8 der Bogen 
MN seine erhabene Seite immer nach der- 
selben Richtung hin wendet, so ist die Summe 
der Geraden MD + DN grösser als der Bogen MN, während letzterer grösser 
ist alt dia Sehne If N« wie man in der Elementargeometrie beweist (vergK 
etwa Legendre, Geometrie, Buch IV» Satz DL). 

Man verUngere nun die beröhrende Gerade MO, bis sie die Ordinate 
KJH in K trifit; alsdann ist H&H-KN >MOh-DN, also anch MK+KN > Js. 

Ist nun a der Winkel PMD, so ist a = |^ (§. II) ond MK== — 
mithin 

Mit abneb mendom Jx werden die erste und dritte dieser Grössen sa 



8x 



Die&e Gleichung setzt allerdings nur den Fall der Figur voraus, d. h. 
dass s wachse mit x. * Würde s abnehmen mit wachsendem x (wenn die 
Bögen etwa von A gegen F gezählt würden), so hätte mau (§. 20, I ) 



* Der Fall der Figur ist der, dass s mit x wächst, der Winkel n üpitz ist und die Karre 
ihre hohle Seite oacb der Kichtuug der Degatireo y wendet. — Der Winkel a, den die nach 
dem wsehs«B4*B Bogea TerlSagerte beHlbnnde Omde mit der (perittvan) Abeiinea- 

aze macht, wird positir oder negativ seyn, je nachdem diese Gerade über oder unter der mit 
der Abzissenaze parallelen Geraden Hegt. Von F bis A ist er etwa positiT , vun A bis Vt 
negativ a. s. v. -r- Spitz ist er alvdann so lange, aU s mit x wichst , stampf im entgegenge- 
Mtslea FsDe. — Man bSM« al«o tn vnlevMheldeo: 

6 ▼ 

1) a positiT spitx . also g"^ > 0. Jttat beeteben genau die Fetneln dte Testet. 

2) anegatiTBpitB, also ~ <0. Zsichaet man die 'Figur, eo fladet sieb MK 
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Mao kaon Bich auch leicht fiberzeugen, dass das Resultat noch gilt» wenn die 
Kam ihre hohle Seite entgegengeeetzt wendet * Allgemein *lso isti 

in weicher Formel das obere Zeichen gilt, wenn s mit x wächst, das untere 
im entgegengesetzten Falle. Für unsere Figur, wenn s von F aus gerechnet 
wird, gilt das obere Zeichen von F bis A, und B bis G , dagegen das untere 
v6n A biB B. Würde man s von 6 ans rechnen, so gälte daa obere Zeichen 
Ton B bia A, daa untere von O bia B nod von A bia F. 

El folgt hl«nun* dan fBr «in mmidBeh kMuM Ax mma das Di«i«A, ftbiMtt tm 

llPasiix* FV^Jy und Bog. MN = als geradlinig ansehen darf; ieaa aJidaaa fiftlgl 

Begreiflich heisst diess dasselbe , aU «enn man auupricht, es falle die Sehne MN für ein 
nneiidUdi MelaM Jx mit den Boges J i 



Diflferentialqaotient eines FI&cbODaussctiuitU. 

IV. Sey AM (Fig. 4) eine beliebige Kurve, welche auf Polarkoordinaten 
besogen sey; O der Pol, OA die Polaraxe. 013 sey ein bestimmter Fahr- 
strahl, MO = r ein zweiter, der zum Winkel MOA — co 
gehöre; a sey der Ausschnitt BGM. Lasst man co 
uro MON — jfo) wachsen, so nimmt u um den Aus- 
schnitt MON=.Ja zu, uud man wird wieder Ju) 
klein genug nehmen kOnnen» damit xwischen H ond 
N die Fahrstrahlen beatAndig sn- oder abnehmen. 
(FQr onaere Fignr hat daa Letitere Statt.) Mao liehe 




8) a podtir •dmpf. DiMor Fall Iii dw mkoh ito tob dew in Nr. 8, le da« man Uon 

— Axftnc Ax ca Mtsio bat mid «Ailt = — V^^^CdO 

4) « BOjKatiT itiiaipt Ist dtr Tttkefaitt Fall 1. nad ergibt «ieh aleo ^ = — V^^'^Cö D'' 

üebiigen« wird man, don AntdiaunagiMi der Baalytisehin O ooBWtri» gemaiB. dl« kmmni« 

Linie als Gränze eines gprndlinigon Linienzups ansehen, dessen Seitenzahl sich immer mehr 
vermehrt. Daraus folgt, dass die Gleichung Js' = J;'. velche für die Sehne MK=:/ia 

unter allen Bedingoagoii gill» und die auch = 1 + heiMt, an der lotsten 

OrtoEO, weltiu ^^^^ =l-»-(^' wird, für den Bogon i gUt. (Vergl. §. 47.) 

* „Eine Rurre heisst erhaben oder huhl in einem Theile ihres Laufs, wenn in diesem 
Xbeile die Äenderuug der Richtung ihrer Elommte immer in demselben Sinne vor sich geht." 
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alsdann mit den Halbmessern OM = r und ON = r-f- Jr uro O die Kreis- 
bögen MM', NN', deren Längen also rJw, (r-h /1r)Jfa seyn werden, so ist 
jdu enthalten zwischen den Kreisausschnitten MOM', NON', deren Flächen 

tM^, (I±^^.d.h.^ute»thaken zwischen ^ Qod f!±^ = ^ 

H-r^r + i(^r)'- I^ftsst man J(a unendlich klein werden, so werden nuch 
vJr, {(^r)* €• werden, mithin wird man wie in II haben: 

1^ I r > (a wKlMMid ttU 4d = I r* <!• . 

Man kann also hier sagen, dass das unendlich kleine Element MON=</u 
als Kreisaus<;chnitt anzosehen sey, desfien Mittelpooktswinkel dn, und deasen 
UalbmeAser r ist. 

DiffereDtialqnotiwl dM InhaHi und der Flldift eia«» Betatioatk0rpnt. 




V. Die krumme Linie NQ (Fig. 5) drehe Fig.S. 
sich uui die Abszissenaxe OP und es beschreibe 
dadurch die Fläche MPQ^s einen Körper, dessen 
Inhalt — V sey; sey ferner OP = x, so wird, da 
MN fest ist, V eine Funktion von x seyn. Sey PP' 
=: ^x. so wird die Fläehe PQP'Q' das KOrperstflek 
Jv besebreiben, nnd dasselbe ist immer zwisehen 
den zwei von PP'QS nnd PPRQ' beschriebenen 
Zylindern enthalten» deren Inhalte sind y*rtJx nnd (y-¥/ljynJx; mithin 

istg^ enthalten' zwisehen y*n and (7+ Jy)'7r, nnd. da mit nnendlich ab- 
nehmendem J,\, albo auch solchem Jy, diese letzteren Grössen sich unbe- 
gränzt nähern, so ist (§. 7, I): 

wo y die za x gehörige Ordinate der beschreibenden krummen Linie ist. 

VI. Dieselbe Kurve beschreibt bei der Drehung eine krumme Ober- 
fläche und sey z der Inhalt der von beschriebenen Oberfläche, so wird 
z eine Funktion von x, und Jz die von QQ' beschriebene Oberfläche seyn. 
Zieht man die Sehne QQ' — V (-'x)' -f- (. /y) ^ so ist die von ihr beschrie- 
bene Oberflftche (Mantel eioes abgekürzten Kegels, dessen Halbmesser y 
nnd 7 + ^7 sind) gleich 

2(y-^iJy)«V(^x)»H-(Jy)». 

Ist s der Bogen NQ, also Js der Bogen QQ', so werden Js und die 
Sehne QQ' sich mehr und mehr nähern, also auch die von ihnen beschriebenen 
Oberflächen, so dass das Verbältniss beider Oberflächen sich der Einheit 
niUiert, oder es ist 
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G«scliwiiidigk«it. 



Gr ^« = 1 

d.h. Qr ; ^' ^± t , 

8s 

Oder /-i- -=r=±l, P = ±2y«\/H.(^V. 

«orio du Zeielieii immer gemttas d«n Unter&elieidaDg«a in Nr. 1 in wllileo ist. 

Ctosdnriadigkdt 

VIL Denken wir ans einen KSrper geradlinig nnd gleiehf&nnig bewegt, 

SU heisst man den in der Zeiteinheit (gewöhnlich eine Seiinode) ztirftckgeleg- 
teo Weg die Geschwiadigkeit desselben. * Gesetzt nun aber, der gerad- 
linig bewegte Körper bewege sich ungleichturmig , so wird man unter Ge- 
schwindigkeit desselben in einem bestimmten Zeitniomente den Weg ver- 
stehen, den er \u der darauf folgenden Zeiteinheit zurücklegen würde, wenn 
er sich während derselben genau eben so bewegen wurde, wie er sich in dem 
betreffenden Augenblicke bewegt. 

j^^^ g Sey also AM (Fig. 6) der Weg x, den der Kiirper 

. in der Zeit t zurückgelegt hat, so wird x eine Funktion 

J MW ^ n ; sey weiter MN der Weg , den der Körper 

in der darauf folgenden Zeit dt zurftcklegen wird. Die' (so eben niher er- 
klArte) Geschwindigkeit des Körpers in M sey v (= dem Wege, den der 
Körper von M ans In einer Seknnde znrQcklegen würde, wenn ersieh während 
dieser Zeit genan so bewegte, wie er sich in M bewegt); also, da v eine 
Funktion von t seyo wird, v + Jv die Geschwindigkeit in ?s nach der Zeit 
f Ii' dabei wird man Jt immer klein genug annehmen können, damit die 
Geschwindigkeit v, die sich ändert, während dieser Zeit bestundig wachse 
oder abnehme. Es finde nun zunächst das Erstere Statt, d. h. v wachse 
während der Zeit Jt; alsdann ist sicher MN oder Jx>v^t, dav^t der 
Weg wlre, den der Körper in der Zeit ^t snrficklegen wOrde, wenn die Ge- 
scliwindigkeit v bliebe; eben so ist Jx<(y'¥Js)dl. Daraus folgt, dass 

4" immer zwischen v und v f- Jv enthaluu ist, und da diese beiden Grössen 

sich unbegränzt nähern, wenn Jt (also auch Jv) unbegränzi abnimmt, so 

bat man ^p^sv, tfsssTdt. 



* Ui also X der in der Zeil t (Sekanden) zurückgelegte Weg, t die Oescbwindigkeit, 

hat tDun X = vt, woraus auch t = ^ . 

t 
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80 dMs also 1^ die gwoobte Ooschwindigkeit «isdr&ckt. Würde v wlhreod 
der Zeit Ji beständig ebnehmen, so wftre Jz<vJt nnd > (vH- v)2f t, 
•0 daae i 

erhielte. 



•0 daae wieder ^ zivischeo v ond v+ lAge, und man da8aell>e Resultat 



Bewegende Kraft. 

Vni. Ein Körper, aaf den eine sich immer gleich bleibende Kraft fort- 
während in derselben Richtung wirkt, bewegt sich geradlinig und so, dass in 
gleiclun Zeiten die Geschwindigkeit um gleich viel vermehrt wird, wenn die 
Kraft tiirdernd auf die Hewegiiii^' wirkt, oder um ^'leich viel abnimmt, wenn 
sie der Bewegung hemmend entgegenwirkt. Diese Aenderung ist überdiess 
der wirkenden Kraft proportional. 

Gesetzt nun eine mit der Zeit ver&uderliche Kraft wirke auf eioeD Körper 
io immer derselbeo Richtong ein nnd sey z der in der Zeit t zur&ckgelegte 
Weg, V die am Ende desselben erlangte Geschwindigkeit, also der in der 
Zeit Jt snriickgelegta Weg, Jv die nach der Zeit t+^t erlangte Ge- 
schwindigkeit; femer sey ^ die am Ende der Zeit t wirksame Kraft, also 
9 + z/y die sui' Zeit t+^t, p das Grewicht des Körpers. Man wird wieder 
Jt klein genag annehmen kftnnen, dass 9 während der Zeit Stimmer wächst, 
oder immer abnimmt. 

Hat zunächst Ersteres Statt, so wird Jv grösser seyn, als di*- durch 
eine y gleich bleibende Kraft während zJl hervorgerufene Zunahme der Ge- 
bchwindigkeit, und kleiner als die durch y -I- während Jt hervorgebrachte. 
Was nun die eine oder andere anbelangt, so weiss man, dass der Körper, 
wenn er unter dem Einflüsse seines eigenen Gewichts p (beim freien Falle) 
steht, in jeder Sekunde seine Geschwindigkeit um g 9*80893 metres) 
vermehrt, also io der Zeit Jt um g Jt, nnd man würde also die durch y 
hervorgebrachte Aendemng z finden ans 

« g^t gy^rft 

9~ P * *— P * 

eben so die durch hervorgebrachte Aenderong^^^-^—^^, so dass 

also 4^ immer zwischen ^'^ und ^ -^^^^ liegt Da mit uneudiick abneh- 
J t p p 

roendem uich Jy unendlich abnimmt, so folgt hieraus 

»» P R 8t* p 

und da (nach VII) m ^ so ist auch 



3»x 



g et»* 



T, X, g siud in demiielb«iw Lätigeomauia auKXudrückeu ; fP und p ia dCBM^lbsil 0*< 
ti t iit in Sekoadta sn geben, wms g obigen Werdi bsben toll« 
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YertaaMboog der anabhüiigig Ver&ad«rlicben. 



Matt sieht Iddii, daat dasMlbe Besaltat noch gilt, w«dd die Rnft fort- 
w&hreDd abnimmt. - 

§. 21. 

TtiteuetaDg dar wiriihlugfg YtribidMlldMii. 

£t kasD »idi ereignen , dass, naisbdem y ala Fonlttioii von z aogesehen 
wordeo, man ea sweekmlssiger findet, statt x eine andere nnabhAngig Ver- 
ittderlidie n einsnflkliren, von der z selbst abhängt, oder als abfaingig anzn- 
sehen ist. Da nnn (§. 13) 

8y 

»y_byd\ 8y_8a 
bu^Fx öu' ex~8x' 

8a 

8 T 

80 folgt also, daas roan werde ersetzen durch den ihm gleichen Werth 

ox 

in dem blos Diiferentialquotienten nach n vorkommen. Ist Uberhaopt q 
irgend eine von z, also anch von n abhSngige GrOsse, so ist hiernach 

8^ 

8p_ 8u 
6«~8x' 
«« 



AUo auch, wenn q = ^ 

0 z 



dl &u I 

8uV8x/ Veu/ eu8u* eu'eo 



8x« ^ Bx_ 
8a 8a 



«. i2, VIJ. 



8'y 

SO dass dorch diese letztere QrOsse zn ersetzen ist Eben so: 

8x8^_85i8y 
8 8tt 8a* 8a* 8a 



8a f^^Y /®^V^_Q^?^?^+3^/^**V-^'^'''^ 
fa'y_ 8 /;8'y>v_ V8ny V8a/_ea^__8oöa»8u» 8u\euV eutSuöa* 

8?**'8xV8x»>F~ 8z 



8a 



Man sieht leicht, dass man diese Umformungen in folgender Weise an- 
deuten kann: 

^ 1 » ± /e"-' y>> 

^ — 8*y_ 8a V^^i/ 8'y ea \bx*J 8» f 8n V8 x"- 'y 

8i~8x* 8x*~ 8x • 8x«~ 8x *8x-~ 8x 



8_ 
8] 

8a 8u 8ä 8ä 
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worio jeweils für . • • • . vorhergehende ausgerechnete Werth za 

setaeo ist. Hiemit ist die allgemeine Anfgabe der Vertanschong der un- 
abhängig Veränderlichen gelöst uod wir wenden ODS so den folgenden 
besonderen Betrachtungen. 

I. Soll y als neoe ooabhftogig Ver&nderliche» x als abhtegig von 7 ao- 
gesehen werden, was man immer kann, so ist oben n=:y, also 3^ = l> 
(§,11, 1), mithü - 0 (§. 12. 1), = 0 also 

fiy__ 1 8'y_ 8y* 8»y _ V8yV 6787* 

8y Kbj) Vi 7^ 

Soll z. B. in dem Autdmck (§. 56, III) 

9=± ^ 

in dem j all Fraktion von x angMehen iti, «ngekehrt x all Oiakftion tob j be- 
tnebtei werden, so ist 

^e^I F ^85 +' VX 

ay» 87» 87* V, 

II. Der Zusammenhang zwischen x und u ist durch eine Gleichung 

8 z 8' 

^ f(z» u) =Ogegeben. Alsdann zieht man hieraus (§. ld,lV) • • in n 

8 T 

and ersetst ^ , ... wie angegeben. 

Soll z. B. in der Gleichung 

8*y 87 
8x» 8x ' 

IBr X die neue OBahbiogige Veriaderllelia » eiofeAhrt werden, se dass xs«o»«u 

so ist g-^ = — «a», ^ss~««#«», also 

. 8*7 87 
8y^__^ 8'7_ '^*8-^-^^'>d 
?T «n«' 8x» iÄ?^ • 



hIjo man, wenn man sogleich mit sm'm multipliziit; 

8* 7 87 8 t 

^-co<jy»(H-»»i»o»)|^-+-A7»n». = 0. 
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lU. 1«( der ZnsBiomaiiluuig iwitchen jl und n vermittelt dorcli eine 
Gleichnng, die aneh y enthftit, also der Form oach dnreb 

f(y.3t.tt)=^o 

bercichiipt wcrdon knnn, so zieht man hieraus, indem man nach u differeozirt 
und X, y als Funktioucu von u ansieht, eine Keihe GleichuDgen, Terraflge 

welcher x» ... durch n, y, . . . ausgedrückt und in die- 

vorgelegte Form eubatitnirt werden kdonen. Es kann sich dabei auch zu- 
tragen , das« die Gleichnng, welche den Zosammenhang zwischen z und n 
geben soll, Differentialqnotienten von y nnd x nach n enthftlt. Alsdann kann 

man vielleicht einige der ersten Grossen x , , ... nicht ermitteln , die 

übrigen jedoch durcli diese ersten ausdrücken. Besteht z. B. die Gleichung 

twischen x, y und der neuen imabhingig Verinderlichen s, so folgt hierana 
durch DiffereuiruDg (nach a): 

8x 8'x 8'z 

und vermdge der Gleichnagen (a) nnd (a') kann man t-, t-i» t-i» 

• CSOS IIS 

, , 8y e»T 8't , , 

durch j-^ , , j-, ..... ausdrucken. 

IV. Endlich ist es möglich, dasa man statt y selbst eine nene abhingig 
Teriaderliche elnfllhren will. Dadurch ist jedoch der Gang der Rechnung 
keineswegs erschwert, wie wir an folgendem Belapiele sehen werden. 

Man mII etall xmd y di» GiOissb r aad m malllhnB, so dass 

S = r««t«». j — ttinm, 
und r als abhänpg TOB • angesehen werde. Maa ha4 hieiaas: 

8^x_Pr 8»x__e*r » • 



'»•»*•• 



• Bnracliie: luxix in H<t Oleichuniz ^ 20. III: = 1 , » al» neue oaab? 

hiBgig V«raud«rlich«, m ttbMil man gemS&s 2ir. 1: 

^8^y- * ^ely • * - l^ei^ Väi^ • 

so «lau di« Q1«««Imiis (a) «iaa iMohit aasif nciiiiidi f a i tmcha Bcdmoag hat. 
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7— Ml» reo*« 



8s ar 



T— «M • -4- r CO* oj I I ;r— , cos» — 2 - — nnm — t eot » I 



VÖtDy bat* 



Also wenn viedor ia 



s » 



f — X- 



8*7 

IBr z uid j ob%» OrOu«i r «sd m «iiuBvfllhraB tiad: 

,} 



Vierter Abschnitt 
üntmoehnng dar lebAinlMur imbditiiiiBilai VmnML 

Die FoHD 

I. OMetst M Seyen die Ftokttonen f (z), F(x) beide Noll Ar x = a, 

so wird der Brach ^~ unter der Form erscheioen, weDnnianx = a setzt 

Diese Form ist im Allgemeinen , d. h. ohne liücksicht auf ihren Ursprung, 
nobestimmt; w^iss man aber, woher sie entstanden ist, so kann man ihren 

wahren Werth ennitteln. — Die Aufgabe nun, den Werth von für z=a 
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anzugeben, konunt offenbar auf die hinaus, den Gränzwerth von ^^j^*^ 

mit unbep^ränzt abnehmendem h zu ermitteln. Um letztere zu erhaltan» be- 
achte man, dass (§. 15, I), wenn f (a), F' (a) endlich sind: 

f (• -i- b) = f (a) -K [f (a) H- a] h . F (a + h) = F (») -h [F' (a) -+-/»] h . 

WO « aod ß mit h so Kuli werden. Da aber f(a) = F(a) = 0, so itt 
fU4-b)8(f(a)-h«]h, F<a+b):=[F'(a)-4>/qii, 

also 

f(a-Hh) _ f (a)-Ha 
F(a-»-b)'^ r*(a)H-^* 

L&aat mao hier h gegen 0 gehen, so erfa&lt man all Gränvgleiehnog : 

f (a) _ f (a) 
F(a) F'(a)' 

wodurch der gesuchte Werth gefunden ist. üm die zweite Seite zu erhalten, 
bildet man f (x), F'(x), dividirt beide Grössen und setzt in ihnen x = a. * 
Wären f (a), F'(a) wieder Null, sowärdc die Anwendung derselben Begel auf 

f (a)^ {' (a)_ r (a) 
F(a) F'(a> "F"(a) 

a. s. w. führen. — Sind überhaupt f (a), f (a), . . . , r"~'(a) und F (a), 
F'(a), .... F"-' (a) a&mmtlich Noll, oioht aber die beiden GrOsseii r(a), 
(a), ao ist 

F(a) F-(»)* 

voraosgesetat i* (a), F*(a) seyen endlieh. 

n. Cm jedoch diesen wichtigen Satx gman ta begründen , da man gegen die Anwand* 
baifceit ebig«r ScUOsm Aattaad atbabao kfimila , w«ll«i wir den folgeaden Weg eioteblageB.. 



Aosdrack von f (a + s) , wenn f (a). f (a) f"-' (a) Noll tlnd. 

8«y O der grOute, K der kleinste Werth, den r*^' (a+ a) annimmt, wenn s Ton 0 bis h 
gebt, wo b kleia nad peeMr seyn mag. Aladaan iit Ar «He dlsM Weffbe v«d i: 

l«»+«(a4-i) — 0<0. K>0. 

,IMe swei OiSimb 

f ' (a -f r) - - f (a) — G z . f" f a -+- z) — f" (a) — K z (a) 
geben aber, wenn sie nach z differenzirt werden, da V {&), G, R Konstanten sind: 

f-^'Ca + zj-G, f»-^' (a 7) — K. 

Da nun die erst« dieser Grössen negatir, die sweite positiv ist, so folgt nach S. 20, 1, dasi 
dia «nte der OrOisea (a) abnlimBt nk wacbemidem s, die awelta dagegen iiinliimit. Fllr lasO 
lind beld« Graee«! aber Noll; demnach wM die «nto GtOiM <a> fllr peaiave i B0lkv«id%<0b 
die andere ^0 eeyn. Man hat also 

P(a + a)-l»(a>-G»<0. £-(a-*-»)-l*(a)-Ka>0. (b) 



* 8indinf(a), F(z) gleiebe Fabtoren, dl« fOrksa sn Voll werdm, vnd rObxt dJo 

'0 ♦ 
Fem anr Ton ibnan bor, ao llaak naa dieae Faktoren , deren QnoHant nnbo<Ungt s 1 iit, 

wogondflndotdaandonwabroB Worth» wenn naazsaaotst. DI« Bogel gibt daMoMOb 
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fQr posftire z (die wir hier nur betrRcht«n, dn r ym\ 0 bis h geht und h^O ilt). Die sw«i 
Grössen (b) werden durch Differen/.irung nach z erhalten ans 

f"-' (a - T'-' (a) _ f- (») , — G y . £•-' (a-i- ») — f— » (a) — ("(a) a — t ^ ♦ 
oder d« f— > (•) NoU iit, ua 

Ihdm iat dit ante dlmr GMhm almahnaid, di» iwtfte vadMad. Daafofttr b=0 vl«d«r 
Md» NoU aind, ao bt abo (Ar poaMve i) 

f*-«(a-l-a)-fr(a)a-Oy<0. (a+«)-f»ra)i — Ky >0. 

Wie man hier weiter geben kaou, ict leicht ao a a han» und man erhalt» waiui f (a), f (a). . . * 
f*>-> (a) aUe Noll siod: 

f*-^«(a + a)-0<0. f**(a-t-a) — K>0. 

!■ (a -I- «) — f» (a) — fl • < 0 , f* (a + ») — !• (a) — K « > 0 , 

f^«(»-Hx) — f"(a)» — G--<0, f-'(a-M) — f»(a)z- K _ >0. 



vi« aieh leicht überieben UaM. * Hieraua folgt, daaa 
ae daaa Baa vlid aatsen dOilini: 

r." Mi""^' 

wo II ein Werth ist, der nrfseben G nnd K liegt. Setzt man Mer ssh, ao tat 

welch*» Gleichang Toraassetxt, dass f (a), f (a), . . . , f""' (a) Null seycn und f" fa) endlich; 
H ist dabei eine beatimmte Zahl. Die Oleiehnng (2) iat flbrigena aar für positive b alt er- 
vieaen ananaebon. (Sie kami Ahr nogatlfo h Jffdoeli In doBtUMB Webe begründtt VMdon.) 

Atu (2) folgt noB, nataf dta ▼ofBanMaoageo, woMm io (1) iBbrtea: 



« la jeder der awei Vertikalreiben ist eine Grösse der Differeotialqnotieot der darunter 
atehendea. Der aUgeiaeiBa Satt, der dabei ia Aoweadiuig koanat, wie er ana f. 20, 1 her» 

Torf^ebt, beisst: Ist der DiAfeatialqaotient Ton F (x) (Ar aUe positiren z) nef^atir , ist weiter 
F(x) Null für 7. — 0. so ist aacb F (z) für dieselben X negatir, — Ist der Differontialquotient 
Ton F (a) positiv ; ist femer F (0) = 0 , so ist F (x) für dieselben positiTen z aacb positiv. 
DIeacer. D iHa' ea»ia i «. laMtnMtoebaaigw S. Aal. 6 
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f(> + h) ^ _2^8^ii "^j^B. ..n-hl_ _E±J 
Vik-^h) h" ' Nt.' ' , Nh ' 

woraus die (1) sofort folgt. 

III. Als Beiipiele bieiu Diögen folgende dienen: 

1 — x" — n 

dies« GrOuen — a und — l , »Iso ist ^ _^ füx x=li = n. 

\^^^i8t«b«iioNiiUmrx=J;^— Uli— ^^'^"^ = — 2x geboi 

ftr x = 1: — B, —2, all» i<t Ittr xash °= Y ' ^ -^lllrx=Os aber 

b{l~cofx) ex» 8'(1 — f^^'^) g'fr*) 
^ = «mz» = 2x sind abermaU 0 für x^O; — = co«x, 

s= 2 geben 1 and 2 lllr xsO, also fit fllr x = 0 gleidi -|- . ^„„^ ' 

A».« ^ *«nnx^ ^, 1— (dH-1)x° -Hnx»-^* ^ 

xas0i«(2; — flir x=Oitt 1; flrx=Oitfen{ — (i—j)* «hfxssl t 

wt — ^^fürx=l u% Ii — furx = 0i8t-^; g^jj^s, ftrx=-g- 

8 . xVaa^x^^x* -ai V&*i ^ ,.81 1 

a-VäP 

F.U.daÜ5£)=.iL. 
F(OIO) 0* 

IV. Fflr a = gelten dieielben Regeln , doeh kBnnte man Anstand finden, den Beveie 

•efoci gelten n Iunh. Selil aan aber x = ee «iid an ~ nnd für « 0 

«FW f(-) 

iel vsr QO. Alfdaaa hat aan [da f 00 F (x) Mnil eeyn loUea fllr a « Qb]: 
aber im Z&bler uud Nenner der Faktor ^denelbeUt, ioliafcman,fiarg90^d.li.x=QD: 



19. Jte 



. f (QO) _r (QC) 
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OD 

y. GMetxt es werdeo die beiden GrOseeo f (x), F (x) !tlr z — a oneDd- 
Ikk gross, so ersehemt alsdann der Brach unter der Fonn ^ , deren 

wahren Werth man nun ebenfalls ermitteln soll. Unter der Voraussetzung 

bleibe stetig in der Nähe des Werthcs x = a, d. h. dieser Bruch nähere 

sich einer bestimmten Gränse, wird man setzen 

1 

ffa)_r(i) 

und benchten, dase fifar x = n jetzt nnd Null werden. Darans folgt 
(Nr. I), dass der Werth gleich ist dem Werthe 

_f(e) -f(s)F(ar' 

W 

indem ^ f^/M = — [t^!! «st. Man hat also 

f (t)_F'(*) /f(a)Y , F'U) f(a) 
FWf (») VF(e)^ • *"~J'(i)*F(a)' 

so dass r(i)="F(^' 

mithin ganz dieselbe liegel gilt, wie in Nr. I. Man wird jedoch biebei be- 
achten, dass weil f (a), F(a) unendlich sind f&rx = n, auch r(a), F'(a) 

tmendlich seyn werden; kann man aber den Werth von in Irgend einer 

Weise ermitteln, so ist man dnivh diese Betrachtung dennoch zam Ziele 
gelangt * 

80 a B. wild -^^i fir x=0 unter der Form ^ erseheiaen. Aber = — • 
• r-j-^ also bat iqan den nertb von p- = — für x = 0 zu er- 



es 



niHtehi. Naeh Nr. I iet deiMlbe =0, so das» Noll ist Ar x= 0. 

die beiderseitige Dimion mit dieier OrOsse nieht stülMig seyn kdnnte. Gesetzt dud aber, et sey 



• Es i>t dpnfcVar. dass !n V (x) , F'(x) dieselben Faktorrn Mnd . die (Dr x=-a unendlich 
«erden. Diese Faktoren kann man vor der Division jedenfalik weglassen, denn ihr Quotient 
bt bestimmt •= 1 , venn sie auch nneodlieh werden. — Kbcn so kann man In dem Bmehe 

— — Zähler und Netiufr mit der-selben Grösse multiplizircn , wenn diese auch 0 oder QC 
fix) 

für x = a werden sollte, da eine solobe Multiplikation inunerbin die mit 1 ist. 
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t|^> ^^^U^m,MU^ tu.^cl, Ndl M. 4M 
RtraUal i^M. Dmh «üm b «ine baitiniBte GiOim to lit fiehar 

M») ■ ._ fC»)4-bF(^ 
P(«r F(i) 

Ar X = a gleich b. da ja ^^^J 0. Ahw flir « = » iit ^^'^ ^A ^^*^ lumhin ^ . mi&m 

r (a) r {x) 

f(a)-hbF(a) 



wir «Im«ii» dsM dar Waith idchk 0 iat, kAmian vir dia Bagal «nwaadao* vanuch 



F(i) 



d. h. b gleich ^' = b i«t. Daraos aber folgt offenbar = 0. 

, f^a> , F(a) ^ , F(a) F'(a) ^ ^ f (a) T (;») 

§• 23. 

Dia Fonnan 0. QO , QO ~* QO. 

L Wird in dem Produkte f(z).F(z) fttr x = a: r(a) s 0, F.(a) s co, 
so erh&lt mao die Form O.oo. D« aber 

uud diese letiten Formen auf *^ oder ^ heranskommen» so kann man ge- 
radezu die frfibereD Regeln wieder in Anwendung bringen. 

Aehnlich verhält es sich mit der Form oc — oc, wenn z. B. in 

f (x) F{x) 

fftr z = a: f(a) = F(a) — 0, aber 9 (a), i//(a) endlich und nicht 0 sind. Da 
wm^hat »(x) _ iMx) _ »(x)F(x)- (x>f(x) 

f(x) F(x) f Tx) F (x) * 

SO kommt diese Form auf -^zurück und wird also gemäss §.22 Nr. I behandelt 
Z. B. (a— x) wifdO.QOffirxssa. Abar (»~s)IS^||= 



e(a-i) - "^'*'2a «1 n . 

— j"^"- = — 1, — — = — ^ . — , welche Grösse für x = a gleich — 2ä * 



2 a 



mithui iat (a— x) ^ ^ lllr x=a gleioli — ^^^* wd QO — QO IHr 

~ 2ä 

1 ^ »-i-f(x) eu-A-id)] ^, i e*[i-i-<(i)j _ 1 

X— 1. aper ^^^j x-1 (x-l>iU)' 6« ««»-p 87« x» 

1 11] 1 

-H — Wird 2 für A = 1, also ist ^j^j — £^ gleich ^ för x = 1. cotg x -r- — wird 
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^ A t. ^ ' »«MX — ««x &(zco«z— nnz) 
OD — OO Arz=0; «bertfoli^x — = — r- — . -^^ — jr- - = ^xnnx, 

z znnz V X 

p-^f — — nnx — xcosx wird 0 für z = 0; ' ^^ " = x eoe x -+- stn x, 

~|^^^=2«e#z — x«tex wird 2 für x=.0, also iat oo^fz— -^gletefaOfllrx=0. 

z «z '(^-"l 



lttrxs»,«lto wi 1^2— <^^<^^glftidi-| f&r z = ».x*/(z) fOr x = 0 wini 

J_ 

0.0O,wwinn>0;*Urx-/(x)= — . -^==Y' Tr = ~"» -nz - ö 
»^^^ wird Ofilrx = 0, ftI«o ist x*Ux) = Ofi)rx = 0 und ii>0. * ' 



Di« Fewmm 0^ 00 » 1 «0 

■ 

II. Sind y, tt zwei Faoktiooen z, so beschslTeo, dsM fUr z = a: 
ysO. asO. M «ringt 7* die inibflftiiiimt« Form 0", 

T=«Ot«=*o. « • y' • • • 

±- 

Da aber immer l (y*) — zl{y); wird /(y*) io diesen FUten: * 
OI<!D)s:~0.<ao, OI(ao)ss0.ao, Htfto«(l)=+QO.O, ±ooI<0)=±oo(-ob>)» 
so daw diese Foraen raf das Frflhere sarfickkommeo. ^ann man ^on l (y*) 
ermittelo , so hat man anch y*. Was Übrigens die letzte Form anbelangt, 

so i^sL + QC (— QO) = ^ QO, also dann y" gleich * d. h. gleich 0 oder oc. 
Man habe z. B. x' für x=^U zu ermitteln. Ks ist l (x*) = x l (x) und x i (x) 

= -y- wird gjQfürx^O; aber ■ ^ ^ x* — Sx"" abonatman— j = — x 

T , * * T» ^ 

fOr x = 0 au ermitteln; dies« iat aber =0, also* iat x' se^'ssl fttrx=0. ^^"''7^ 

wird J* für x^^QC; aber ^ (^H-— J - x - ) wird QC . ü für x = oC 

1 1 



und 



«11+-) 7 i 



i»ts= j »ad diea gleich j— — '-j für x<= aC, d. Ji. gleicii 1» 



a z* X 
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mithin lat -h =e* = efllrx=saO(§.8). (~y wird oo" fOr x^Oi aber 

/^^^ ^x^^-~-^ = — x^x)unddadies = 0i8tfürx=0, KU iätauch =1 
für X = 0. 

EnüMoag Iii bMondem PlUtn, 

IIL Gesetzt 9 (x), (x), 9), (x), . . . , 1// (x), \pi (x), . \ , Myeo Fnnktio* 
neu von die Ar x » Null sind, m sey eine positive, aber sonst beliebige 
Zahl, so wird der Bmcb 

A »dr H- B»t («r + C»« H- 

A' ^(s)-+B>, (x)«-h C ^, (i)-H- • 

0 * 

für X = a die Form - annehmen, wenn A, B, . . , A', B', . . beliebige Konstan- 
ten sind. Setzt man liier x — a + h, so hat man für diesen Brach, Wfeuu 
man beachtet, dass <; (r\), . . . Null sind (§. 15, I): 

A(9>' (.^)^«|"' 1'"'^ H [»,'(a) -r rtJ ^b^-t-C [y,' (a) -4- a J-" - f- . . . . 

j^'' (a) 1'"' -r H' [•;', ' (a) ,V, 1 b" -+- C («f»,' (a) -f- /J^l^h" -4- .... * 

WO a, «j, cfj, . . . ß, , . . mit h /u Null werden. Dividirt man liiei 
zuerst Zähler und Nenner mit h*, und lässt dann h zu Null werdeo, so erhält 
man als Werth des Bruches für x — .'v: 

A »'(a^-^ B y, 'fa)' "-?C y.'Car-^ ... . 
A' V/' (a)* + D V'i ' (a)™ B' i^,' (a)" -H * 

V(»»— x»H-K(a— *)• . . 

imy £. B. -j 9 Ar x =: a zu «nnititelD. 

V(a-x)-v^(a«-x"> 

Hieri«tq»(x) = a' — x\ qp'(a)= — 2a; (x) = (a — x)', (f,'(a) = ü; (x) 
=»— X. i|»'(a)=:-l; V», (x) = a« — x», tt'(x) = -3a': A=B=A' = 1» B' 

= — 1 , m = als? ist der Werth gleich 

— H- V 3 a» 1 - V^3 a' 
Eben lo ist 

— ^ > i. nrxsO:Tr • 



V«— **»z — Vi— 



«MX 



Aber<jp(x) = »/;(x)=sx — *Aix, g' (0) = if;' (0) = 0, g, (x) — x, qp,' (0) = 1 ; 
i//g (x) = 1 — «MX , (0) = ü , m = also ist der Werth gleich qUö" ^ ^* 

IV. Fahrt keine dieser Methoden zum Ziele, (indem die ünbestimmtbett 
durch fortgesetzte DifferenziniDg etwa nicht verschwindet), so nimmt man zu 
Reihenent\«icklungen seine Zuflucht, wovon wir später (§. 56, IV) einige 
Beispiele geben wollen. 
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Uabaatimiiit« Fonnen bei mentwickelteo Fnukttonen. 

8 y 

V. Bei derBefitimnHing von ~ nach §. 17 kaan diese Grösse für ge- 

0 

wisse Werths tod x and y ebenfalls onter der Form -j^^erseheineo. Das Ver- 

fahreo, wie wir es aDgegeben, bleibt jedoch dasselbe. 

So S.B. fUgl aiM7*~a*7*H-2a'x* — x* = 0, da» z = 0 undyssOsu. 
tanuaeo geblben; femeritt 

und wird Gbc z=0, jr=0 AUdann Ut eben 

7* (a — z) = z\ wo wieder z = 0, j = 0 mMunaieB gehOrea, iai || 




»a'H-T* X. 0 

=aj^-g^^^ und Wim -j- wenn z=y=0. Aladaaaist 

Arn (y'H-x')'—6ax7*—ax»(2z—a)=0 folgt = — ^^^„- ,^ 

0 

und wird Ar x = j = 0. Alsdann i«i 

by 6ay^-2(y»+m«)-4i(y|| + .)4-6si-a> 

8 y 

woraus, da dL>#>icniier = 0 , der Zahler = — i^t, fulgt .~ = — QC>. 

Alle diese in deu beiden rorbergeheoden Torgenommenen Bestitnmaogen sind , wie 
«oe dar DanteUaag lolbrt hervoigehti Ctilntbeetinmiangen and gehören alee sa den in den 
fl* 6—9 Biher betnebtelea Aa^abea and Sitien. — Se abo wire die Angabe, der Verth 

vea^^Arxs oosnetinitieln, dieMlbe ndk deiJenliBia, die veriangt den GHuveitfa ?ea ^ 

IBr ein oaendUdi vschiendes s ta Anden q. e. w. — Dsw nen hei derartigen Untenmehnngen 
dia irOhev aagedentetea 11 etheden beadliea darf. Iii selbttTentAndHeh. In maaohen FSUen 

fUhien aia rieheier anm Ziele. So wflide dar Werth von — ^— fBr asQD naöh derBagel 

X -f- eotx 

in 8« 22, V nicht erhalten werden, da ^ für x = QO geradexa onbestiuimbar ist. Allein 

1 • 

— = wird für x= aC jedenfalls za 1, da tmx, cosx immer endlich sind. 

X'T'eMz ^ ^ eeea 

s 
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Tbtorl« der grtwttn and UeinBteii Wwdi«. 



Abschnitt. 

Yon d«n gxöMten und den klofaurten Werthen Ittr Fnnktionen 
einer anabhangig Verftnderliehen. 

§. 24. 

Theorie. 

I. Sey y:=:f(x) eine beliebige Funktion von x, und es erlange dieselbe 
fiir .\ = n einen Werth f(a) so beschaflfen, dass derselbe grösser ist, als die- 
jenigen Werthe von 1 (x), die man erhält, wenn*man x AVerthe beilegt, die 



Fig. 7. 



r U K jr JL 



nur wenig grosser oder kleiner sind als a, 
so sagt man, y habe eioeo grOssten (Maxi- 
ittam-)Werth erlaogt; ist dagegen f (aj 
kleiner als die oomittelbar vorhergehenden 
und nachfolgenden Werthe von f(z), so hat 
y f&rx=a einen kleinsten Werth (Minimnm) 
erlangt. 

Stellen wir (Fig. 7) den Lauf von f (x) 
durchweine Kurve dar und ist 0 K die 
Abszissenaxe, 0 der Anfangspunkt, so sind 
Aa, Cc, Fe, Gg, Ji grösste W erthe der Ordinate, während Bb, Dd, Ff, 
Hh, Kk kleinste Werthe sind. Fs ist aus der Figur ersichtlich, dass ganz 
wohl ein Minimum grosser scyn kann als ein Maximum; so istDd>Aa, 
trotzdem ist erstere Grösse ein kleinster W'erth, letztere ein grösster. Eben 
80 ist klar, dass nicht zwei Maxima oder zwei Minima unmittelbar auf ein- 
ander folgen können, sondern das» immer Maxima und Minima abwechseln, 
wenn überhanpt eine Funktion in ihrem Verlaufe mehrerer Maxima und Mi- 
nima fthig ist. 

Man ersieht femer aus der Figur und geht auch ans nns^lto £rklftmng 
unmittelbar hervor, dass eine Funktion, ehe sie den Haximnmwerth erreicht 
(bei wacht^ndem x) wlichst, dagegen abnimmt, wenn Me diesen Werth über- 
schritten hat. Und nmgekehrt, wenn f(x) wächst, indem X gegen a gebt, 
aber abnimmt, sobald x den Werth a Überschritten hat, so erreicht sie Air 
X =: a ein Maximum. 

Eine Funktion wird dageijen (bei wachsendem x) abnehmen, wenn sie 
gegen den Miniinumwerth geht, und zunehmen, sobald sie ihn überschritten 
hat. Und umgekehrt, wenn f(\) abnimmt, indem x gegen ageht; dagegen 
zunimmt, wenn x den Wertli a überschritten hat, so ist f(a) ein Minimum. 

Daraus erklärt sielt natürlich von selbst, warum nic^t zwei Maxima oder 
zwei Minima auf einander fulgen können. 

Hei einem Maximumwerth i^t hiernach ein Wech&el vom Zunehmen /um 
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Abiiehmeü in der Funktion; bei einem Mininiuniwerth dagegen ein Wechsel 
vom Abnehmen zum Zunehmen. Alle diese Sätze gelten auch umgf'kehrt. 

Kon haben wir in §. 20, I gesehen , da^s wenn y wächst mit wachsen- 
dem Zt Qothweadig |^ positiv ist; dass dagegen || negativ ist» wenn y ab- 
nimnit mit wachsendem z. Daraos folgt, dass wenn y in die Nftlie eines 
]faadmnm>Werthes gelangt, ~ vorher positiv, nachher negativ Ist; dass 
dagegen , wenn y in die Nihe eines Mininom-Werthes gelangt , ~ vorher 

negativ, nachher positiv ist. Man kann also sagen, dass für y = Maximum, 
8 t ^ y 

~ von -h zu — übergeht; für y = Minimum, ~ dagegen von — zu -h. Der 
Uebergang von + zu — , oder von — zu + geschieht nun dadurch, dass 

8 t 8 t 

~ durch 0 oder oo geht; * so dass also fbr das Mazimnm oder Minimoni 

= 0 oder oO Ist Daraus ergibt sich nun folgende Regel: 

^üm diejenigen Werthe von x zo finden, die y zu einem grössten oder 

8y 

kleinsten Werthe raachen können, setze man ^ = 0 oder = QO, und be- 
stimme die hieraus folgenden Werthe von z."* 

II. Um nan zu entscheiden, ob ein so gefundener Werth von z die Funktion 
y zo einem grOssten oder kleinsten Werthe macht, beachte man, dass das 

Erstere stattfinden wird, wenn ^ für diesen Werth von -H «u — flbergeht, 
d. b« vor diesem Werthe positiv, nach demselben negativ Ut; dass dagegen 

6 t 

das Letztere stattiudet, wenn ^ von — zu -r Ubergeht. Beachten vtir zu- 
nächst diejenigen Werthe nicht» die ^ = od geben, so wird man also Aber« 
sichtlich sagen:' 

foifaer, Max., asdiher voihar, Ifin., Bsohhtr 

il^ H- 0 - j — 0 + . 
8x 

Daraus ist flar, dass ^ für ein Mazimom fan Abnehmen begriffen ist, 
flir ein Minimum im Zunehmen; und umgekehrt, wenn im Abnehmen be- 

b y 

griffen Ist, hat man ein Maximum. Denn dann ist, da — jetzt — 0, diese 

ClrGsse vorher positiv (>0), nachher negativ (<0), so dass (§. 20, 1) y vor-> 
her wächst, und nachher abnimmt, was ein Mazimum anzeigt. Eben so 

bat man nothwendig ein Minimum, wenn ^ (das jetzt = 0 ist) im Zunehmen 

begriffen ist 



8 y I 

• Für r ^ a — X gebt b«i x =r a di«M OrStM toü H- lu — darch 0: für 5- =- — - 
ex öxx— 

(Ugegca von " xa H- dimb 06. 
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6t 8't 

Nach §. 20, I ist aber ^zunehmend» wenn > 0; dagegen aboeh- 
aneod, wennl^ < 0, so dass man sagen wird : 

»Die Wertbe voo welche ~ = 0 machen, geben« in y gesetzt, ein 
MaxinMun, wenn sie Mgieich negativ machen; dagegen ein Minimom, 
wenn sie ^ positiv machen.** * 

Fall, da^,=Oviz«. 

0 X 

tri. Wird für x = a, für welchen Werth |^ = 0 , auch ~ 0, so kann 

die obige Entscheidung nicht eintreten. Uiu uus hier helfen zu können, 
wollen wir zunächst folgenden Satz erläutern : 

Ist r (x) unmittelbar vor and i\ach dem Werthe x = a positiv; sind 
r~' (a), r~'(a) gleich 0, so ist unmittelbar vor und nach dem Werthe 

z = a positiv. 

Denn da f*(x) positiv ist in der Nachbarschaft von x = a, so wächst 
also r~'(x) in dieser Nähe immer (§. 20, I); also da r"'(a) — 0, so ist vor 
x = a die Grösse f'"* (x) negativ, nach x = a dagegen f'~' (x) positiv. 
Daraus ergibt sich aber weiter, dass f^'C^) vor x = a abnimmt, nach .x =a 
7 dagegen zunimmt. Da f'~*(a) — ü, so muss also f'~*(\) \ or x a positiv 
C gewesen scyo, nach x = a aber (da diese Grösse zuuiuuut) wieder 
positiv seyn. 

• . Ganz eben so beweist man, dass wenn f'('^) anmittelbar vor und nach 
X — a negativ ist; ferner P ' (a) — 0 , f '"*(*) — W unmittel- 

bar vor und nach x = a negativ seyn muss. 

IV. Seyen nnn Ar z = a : , — ^ , . . . . r— -7 s&mmtUoh Nnll, nicht 

8" y * 
aber ^ . Dabei müssen wir zwei Fälle anterscheideo: 



* Say ase, dsu farx=a: t^ssO, t-^^O« m» hat mao ein Msxbuia. Denn da 

OZ vZ 

V 8t 

, im AugenUlek aegallT, lODltniBt ~ ab (|. 20, 1); da aber jetzt 0 ist, 10 war «• km 

Torber positiv , nachher aber Degatir ; also oahm y Torher zu, nachher ab , was ein Maximam 



8*y 

Van kaim dabei aneh btineikflii, da» wenn , •< 0 bt fllr x=a, uaii immer Werthe 

von X, kleiner oder grSsser als a, aber so nahe an a 'wählen kann, diM^s \ für alle negativ 

8y 

Meibt, alfco : — fUr alle ^or und nach ri) a!<nimint, Würaus mit voller Klarheit hervorgeht, dass 

CS 

~ vorher positiv, nachher negativ seyn tnuss. 
8 X 
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1) D kt eine gende Zahl. 
Setseo wir 2 ni ftr. o, so Ist also Ar x = a: 

8^ • er« 8in^« eS^ 

Ist nm fikr a potitiv, so ist io dsr ooniittelbaron Nllie von 
z = a diose Grösse immer noch |H>sitiv ; * also naeh dem Satze in III, ist 
g^,, t '^01' °^<^h x = a positiv; eben so ooo aach \ u. s. v., 

endlich r-i vor nnd nach z = a positiv. Demoach w&chst ~ vor nod nach 

cx * OS 

X = a; da es aber flir x=: a Ni))HSt, so ist es vor x= a negativ, naGh'x=a 
positiv. Diess zeigt aber (nach I) in y ein Minimam an. 

Ist für X = a negativ, so hat man für x — a ganz eben so in y ein 
Mazimom. 

2) o eine uogenUie ZaU. 
Setzen frir 2 ro + 1 statt n, so ist also fttr x ^ a: 

Pon ^^,,^| fUr z:=a positiv, also auch in der unmittelbaren ^ahe 

von z = a positiv, mo sind (nach III) nnn auch ^^j^i • • • • • • ^ 

vor nnd nach x = a positiv. Nach I ist dadurch angezeigt, dass weder ein 
Mnzimom» noch ein Minimnm in y für x = a Vorhanden ist. 

Dasselbe erhält man, wenn „ für x = a negativ ist. 

Daraus flieset nnn die folgende allgemeine Begei: 

* „Sind von den Grossen f (z), f'(z), f"(z), .... eine Beihe von An- 
fang hpr fÖr x = a Ejleich 0 nnd ist die erste, welche nicht 0 ist, von gerader 
Ordnung [d. h. f ' (z), (x), . . so ist f (a) ein Mazimnin, wenn dieselbe 
negativ, ein Minimum, wenn sie positiv ist. Ist dagegen jene erste, die nicht 
0 ist, von ungerader Ordnung, so ist f (a) weder ein grOsster, noch ein 
kleinster Werth." 

V. Wir haben im Vorstehenden vorausgesetzt, es sey y anmittelbar als 
Funktion von z gegeben ; wäre diess nicht der Fall , sondern man hätte die 

Gleichnng f(z, y)sO, so würde man eben . ^ nach §.19, IV 

daraus bilden nnd in der angegebenen Weise verfahren. 

Endlich kauu es &ic\i ereignen, dass mau zum Voraus weiss, dass ein 



♦ Wenn sie negativ werden sollte, so müs.ste sie durch 0 (oder 3C) gehen. Wäre sie 0 
fQi z = a a , ho bliebe i>ie iiuiuerbln positiv von a hin a -f a , was , wie klein auch a seyn 

ang, Ar miMie Zwecke genflgt 
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Maximum udei Minimum stattfinden werde, und man nur den betrefl'euden 

6 y 

Werth sucht; aUdaon genügt es, bloss ^ = ^ (oder oo) zu setzen. 

VI. Wir haben bei den obigen Regefai bloss die Wnrieln der Gleichung ^ 
= 0 im Ange gehabt; beachtet man die ebenfaUs inlässige Gleicbong ^ 

8 y 

— qc und ist X — a eiue Wurzel derselben, so wird man in — ganz unmit- 

telbar untersuclien, ob diese Grösse vor x = a von anderem Zeichen i^t als' 
nach x = a, und wenn diess der Fall ist, so wird x — a in y ein Maximum 

geben, wenn ^ vor z = a positiv, nach Ai^^ x =: a negativ ist, ein Minimum 
dagegen, wenn das Umgekehrte stattfindet 

VII. Die R^«l in IV l&s«t sich auch aus §. 22, II zieheo. Denn ist dort f (x) durch 
f(x) — f(a) ersetzt, so bleiben die Differentialquotifiiten doch nur die von f(x) und es ist f(x) 
f (a) ao beicbaffeDt ^la» ütM Gröue lelbtt , oebst den n — L ersten DiÖ'ereutialqaotieQlen 
MaUiiiid.aotoatM 

h" Mb"*' 

r(. + h)-fw = f.(.) — + • 

venu f'(a), .... f"~' (a) Null sind, f (a) aber nicht. Lasst man hier h sehr klein seyn , so 
hingt das Zeichen der zweiten Seite rom ersten Glied« ab 7, V>, so 4ass also die beiden 
GrSssaa 

f(a-+-h)-f(a)undf-(»);^ . (a> 

gleiches Zeichen haben. 

Soll nnn f(a) ein Maxim am sajn* so massf(a-t-h) — f (a; für kleine (positire 
oder negativa) h negatf r seyo. Ist alio die aweite GiOne (a) ionner neg aliT, lo ist dien der 

Fall, sonst nir-ht. Welches Zeichen auch f" (a) habe, so wird, wenn n ungerade ist, dieses zwrite 
Glied für positive und negative h verschiedenes Zeichen Laben. Bei ungeraden n gibt 
es also weder ein Maximum, noch ein Minimum. 

Ist B gerade, «o baft b* fanmer das peettive Zeidten, die sireite GrOue (a) itt abo oegatiT, 
wenn r* (a) es ist. Alao iat f (a) ein Maziaaani,' wenn n gerade nnd I" (a) 
negatiT ist. 

Soll f (a) ein Minimum seyn, so muss f (a + h) — f (a) immer positiv seyu. Diess ist der 
Fall, wenn n gerade und f"(a)^0 isL Also erreicht f> (a) ein Minimum aar 
dann, «ean f ■ (a) bei geradem a petitir iat. 

§.25. 



L Man soll x ao bettinmen, daas y~x'" (a — x)* ein Maximum oder Minimum 
weide. Dabei aetaen wir m und n poailiv und gans, a eben eo positiv voraua. 

Hier iat 

^ rzz i«^« (a - X) [m (a — X) — n xj . ^-^^ — x"-« (a - x)»-« [m (m - l>(a - x)' 

— 2mnx(a— x> -+- n(n - IJ x*J 

Soll nun H = ö sejrn. ao ist diese möglich, wenn m (a— x)— n x = 0, z =: . 
«es m*T*n 

Wae auch m und n sejren; oder wenDx = 0 für m> 1, oder a=sx für n> 1. Für 



Digitized by Google 



93 



am . ()*y m«-' n"~» a""^"~* , am 



'^^^''^eT»- (^r:r^)=5T— Mdmtsx^^^ immer ein 
Maximum gibt. Wa« die anderen zwei Wertbe anbelangt, so iet et bequemer — 
geradesn JKU nnfertiidieii. Sey also x=OH-h=h, m>I. so »t dann ^=Ii"^ 

P X 

(a — h)»^ C»» — (m + n) h] und da h tehr kleb , a positir , so wird diese Grösse 
immer pofitir aejn, wai aneh h ist, wenn m — 1 gerade, alto m ungerade ; dagegen 
wird sie posithr mit positirem h, negatir mit negatirem h wjn, wvttn n — I unge- 
rade, also m gerade ist. DaraM«! folg-t , dass für x r= 0 die Grösae ^(a x)" ein 

Minimum iät, wenn m gerade; aber weder Minimum noob M|aim«B, wem m uur 
gerade ist. 

b y 

Ist zweiten« x = a -h h, *o ist ^ = (a 4- h)»-* (— b)»"' [— mh — a <a -4- h)J 

WHi da bei kleuiem Ii sicher — mb — n(a + h) negatir, so wird ^ immer negatir 
seyn, wenn n — 1 gerade; dagigtn positir bei positirem h und umgekehrt, wenn 
n — I imgerade ist. Also gibt x = a ein Ifinimom, wenn n gerade, «ad weder 
Minimum noeh MaTimtim, wenn n lugerado ist. 

^ 7=31 (a— z) bat man also bloss tfaxbonm, wenn x = ^ a. 

Für y = x (a— x)^ hat man Maximum, wenn x = y , Minimum, wenn x = a. 

. . . » = T. . . x=.. 

Minimiim, wenn x = 0, u. s. w. 

Die erste dieser Grossen entspricht der An^jahe, ans der gegebenen Summe a 
zweier an einander stossender Seiton eines Bechteeks das mOglich grOsste Bechteck 
SU bilden. Ist nftmlich x die eine Seite, a— x also die andere, so ist dio Fliohe 
sx(a — x) und wird ein Maximum, wenn xss wo dann auch a — xs-|-, so. 
dass das fragliehe Bechteck ein Quadrat ist M^'^^ 

Eben so findet man, dass e' + e^'-f- ein M^iej^ Ar xssO (wobei 

man bis zum vierten niflbrential^notienten gehen muss). x' + ax-t- b ein Minimum 

«r X = — y } ein Maximum für x= e ; x» e-» einMaximum ist Arxs:a(a>0). 

H. Man soll die Wertbe ron x bestimmen, Or welche 7 ein Maximum oder 
Miaimum wird, wenn immer 

y»— 8ajr— 2x-Hx»äO. 

Man hat hieraus 

2y|l_8y-3x^-2-+-2z = 0. 

end da IBr das Maximum oder Minimum ^ 0, so ist also 

— 8y— 2-|-2a=0. 

am welcher Oldohung, tu Verbiaduog mit d er gegebe nen, x und 7 bostimnt wofden. 
Man hat aaent ' 

r=-|- «ta» -|-(» — !>• — 2i(i— D — 2x+»«=az = -|.. oder — 2. 

2 

7= — -j-, oder — 2. 
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8y 8*7 —8 

und ^ = 0, ao isi = 2y-.8x obige Weitfae tob x «iid 7). 

2 2 

Fflr X =: Y • • y ~ — 5" die»s = l, aUoy ein Minimum; fürx = — 2, y = — 2: 
— 1, also y ein Maximum. 

in. Aus zwei gegebenen Seiten a und b eines Dreiecks das grösstmOgliche 
Dreieck su bilden. Sey x der Winkel, unter dem die Seiten üeh schneiden, so iit 

• Öy 8'y . 

7 = lab «tex die niobe des Dreiecks. Dann iet |;^=|abco»z, ^s-^fab 

«inx, also damit g^=0 sqj, muss x — 90°, d. h. daa Dreieck ein rechtwinklige» 

mit den Katbeten a und b mts. FOr x = 90* iit ~ | ab, alio nogattr, 
BÜtbia das Dreirek ein grüMtee. 

IV. Unter allen Rechtecken Ton gegebenem Inhalte a das zu anehen , dae den 
kleinsten üntAuig bat 

Sejen x und s swei aneinander stosieBde Satten, so ist mnMdhst x s =a, also 

a ' 2a 8y 2a 

«SS—; lemer ist der üinfcng=2xH-2as=2x-+- y =yundinlthin^=2— ^ , 

1^ ^ ^ • ^ ^ sonach immer posittr, so ist der Umfang wiiklioh ein kleinster. 

Ferner Ist ^= 0, wenn 2 = ^, x = v^a, woraos auch ss-^sV"«» sodass das 

gesuchte Rechteck ein Quadrat ist. 

Fiff' * V. AE (Fig. 8) stehe senlurecht auf AC; BC = a sey 

•^1 gegeben, eben so ABssb; man soll den Punkt D ftiden, in 

. weldbem die Linien BD und CD mit einander den grAssten 

\\ . '^tSnl^ol machen. 

Dass hi^ mir von einem Maximum die Rede sejn kann. 



y \ '^'v ist klar; ein Minimum ffindo sich, wenn I) in A wäre, da 

■* ' B ^ C dann CDB — 0 geworden. Wir brauchen also bloss den 

eigentliebon Werth des Maximums aufzusuchen. Sey nun AJ)=x, so ist 

also a+b b 

ijyCDB=- indem CDB = CDA — BDA. 

Da sieheff C^B ein spitzer Winkel , so ist seine Tangente auch ein Ifaximnm, 

a-t-b _ b 

wenn der Winkel ein Maximum ist, so dassv = r, — ri-v = « . v / — . X\ ein 

Kaximum werden ninss Daraus 

ey a,rx*-t-b(a-f-b)l — 2ax» . 

[,»^-|>(>.^,b)j. = 0. x' + b(a-hb)-«x»=0. x=Vb(a-hb). 
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. . «.^M a Vb ^a-+b a 

Dann itt »9 CM =" 7, -t ^ ~ , ; • 

^ 2 b (a ^ b) 2Vb(a-fb) 

Was die beiden Winkel b«i B nnd C nnbelnngi (in dem Breieeke CDB), eo bC 



b 



• * 

(Man Tergl. damit mein «Hnndbuch der ebenen und tpbäriaohen Trigonometrie" 
§.35, Nr. 10). 

Man erhält dieselbe Auflösung, wenn man sich die Aufgabe stellt, den Punkt D 
an dem fenkvediten Thnrme A£ m tadw» ia iMleliem BC unter dem gros&tca Ge- 
sichttwinkel enehelnt, 

VI. Die Fonkte A und B (Flg. 9). so -wie die Gorade MN tind gegeben ; man 
soU ia lotiieier C lo boetimami, dan die Snmme der Gefaden AC H- BC die kloiaet- 

mögliche sey. — Daat es sich hier nur um ein Minimum 

bandeln kann, ist nm g'oometrischcn (iründen klar, clien 
so, das» der Punkt C /.wi-clien D und E, die Fusspunkto 
der Ton A und B auf MN gezogenen Senkrechten , fallen 
omst. Sej also AD=:a, BE=b, DEse, DC=z, also 
GEse — X, soisi 

AC=Va»H-»». BC =V(o~x)«H-b », y = V?+V 
-l-V(c-x)»-+-b» 

Daraus • 5— = . . ■■ — . .. ... — ^.=0. 




V?+P V(e-s)»H-b» VäN^ V(e-«)*H-b» 
«ad wenn man ^nadnrt* 

;r|hr» = (e~^»'^ ?' x'(c-x)«+bV = a^ic~x)»-hxHc-x)S b»x» = aMc-^^ 

. g ^ ac 
bxsa(e~x), «= -. 

a b 

(Man darf hier nicht b x — — a(c — x) setzen, da b, x, a, c — x sämmtlich 

bc 

positiv sind.) Daraas c — x = d. h. 

s:e'~xs=a:b« DC:€!EsAD:BE« 

so daes die Dieieoke ADC und BEC ähnlich, also die Wiakel ACD und BCE gleich 
sind. (Kin von A ausgehender, an MN ztirückg^cwnrfencr nad nach B gelangender 
Lichtstrahl legt also den möglich kleinsten Weg zurück.) 

VIL An einem Hebel (Fig. 10), dessen Stützpunkt in A Fifi. 10. 

ist , wirkt in B die bekannte Kraft P, wobei AB = a ; das 

Gewicht der gleich dicken Uebelstange ist = b für die Ein- ^ .g 
keift der LInge. Wie laog nnst der Bebel seyn , damit an T~ 
Ende die mOgUek kleinste Kraft 7 der P das Gleiok- ^ 
halte? ^ 
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Sey AC = X die HebeU&nge , sein Gewicht al«o b x, so bat man für das Gleich- 
gewicht : 

... X aP bx ev aP b 8»y 2aP 

so dass also — 'T + -^ = 0» 1/ t- 

«'2 V b „ b 2aP 

aPH . 

(?»y 2 b 

aetynmttss. I>a^^>0, so hat man für y wirklich ein Miounum = -^— p — 

V "b" 

= V2 a b P. 

VlK. In rine Kug-ol vom Halhme^scr r soll man denjenigen tenkreehteii Kegel 

einschreiben, dosten gesaramte Oberfläche ein Maximum aej. 

Sev X die Entfernung- des Kugelmittclininktes von dem Mittelpunkt der Grund- 
fläche des Kegels, so ist der Halbmesser der letzteren = Vr' — x', seine Höhe 
= r -I- X, also »eine Seite =Yt^ — x' -f- (r -f- x) ' :::= V 2 r (r -l-x), mithin die Oberfläche 
y = n (r»- X H- JT Vr"^- X » V2 r (r x)= .t fr' - x ^ \^(r-l-x) (r-x) V'2r{r+5Ö] 

= ff [r '~x'-h (r-H X) V2rCr-x>J ; ^= J»[--2x •^V2irCt^) - ^^'^j =0> 

<i.b. --«x V^T^^- 2 V 2 r jr — x) » — (r+x) V2 r = 0, 4xVr^=2(r— x)V2r 
--(r-l-x)V2T=(r~3x)V2r, 16x»(r— x)=(r— 3x)*2t, 8rx«— 8x»=r«— «r*x 

« 9 • r , er* r» 
H-9rx» x"-+-yx — g-x-hy=sO. 

Da für X = — r die erste Seite = 0 , so lässt sie sich durch x + r dividiren ; 
wirklich iit «Ue Gteidumg waeh 



7 I 7 r 

und da x*— -g-TX -f- -g r' = 0 di« Wurzeln ^ = ^ ~~ 

10 — r, - — j]g — r die drei WotmIh obiger kubiMhen Gletehnng. Wi« au je- 

8oeh sieht, »st nicht 0 fUr x = — r, und nicht fiir x = — — r, ♦ wohl aber für 



• Für X = — r ist 



^ =.[«,+ ViTM =4'.. fc. = ^^-52r:ii 

[- ^ " ^ ' - ^ MS - V - . K n) j = 

[ (T 4- V 17)^9—1^17 , 1 7—1/17 
' ^2 (5 4- 3 V 1 7)1, welche Grösse negaUv ist ; für x = — j|— ' • 

H - r- ff-v + v'V «(».HVi7)-(»-yi7)1= 

^» 8V9H-V I7L V 2 r / ^ r /j gy^glj-pjy 

-»- fOv - ' . 
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7— yiy 

16 



ft — / — _ — \, 



^ /IM+WVIT. die HO!» = ^ r. 

rX. Steilen A(J, BF (Fig. 1 1) zwei parallele Wände vor, 
deren Entfernung AB = a ist, und in deren einer »ich eine ^ 
OeAiuii^ BC Too der Hobe h beflndefc, ao aoU man entediei- 
den, ob tin Balken DE, deasen Länge = A, ni der Oellbung-^ 
BC bineingebmebl werden kOnne (wenn X > a>. 

Man wird natürlich den Balken zuerst an der Wand AG 

aufricliteii, ihn also die I.ap'e I)E unrieluiion lassen; wird mm, ^ 



Fig. IL 
F 



indem K vorwärt?^. 1) abwärts gleitet, die Erhöliunp- HR des IJalkens unter der Oeff- 
niing- nie h überäteigey, su kann man ihn zur Thure liineinbringen , »o dass also der 
^ i usste Werth dieser Erhöhung (BR = y) kleiner als h, oder höchstens = h seyn 

niuss. Se^ nunBE = x; so ist ER:ED = x:a-+-x, d.h. ER=:-^; y=:VER'— 

, and da 



VA» - (a-hx)» also ^=VA»-(a-l-xV ^Vh*,)' 



diess = 0 zu setzen ist, so hat man 



also 



*£A* — («■t-x)^ = x(aH-x/. aAf = (»4-x>*, x = — a-^Vai» 



M» daes immer 

X 



<h, d. h. A ^1 |J<^» — * <»» 



fcrjn nntM. 

Z. Man soll ein oAmes ^lindriscbes GeflUs ron bekanntem Inhalte a konstrai- 
Y«n, so dass der Boden und tfe Wftnde die Dieke b haben, dabei aber mOglidist 
wenige ICaterial zur Konstruktion verwendet wird. 

Sey X der innere Halbmesser des Bodens, s die innere Hohe, so ist der Inhalt 

• a * 

zsx^MM und 'da derselbe = a seyn soll, so lstx = ^-}. Temer ist der kOrporlieke 

Inhalt des Bodens = (x b)' ir b^ der WAnde = [(x +b)^ir — x*ff]s, also der gaase 
kflrperlädie Inhalt des Gefiksmaterials = 

also g^ = 2b«<b+«)-|j<2bx+b«)-l-^=0, 

b*«-+-b«x— — ,-=0, iKh-h x)^^Qt + x) = 0, 

a -y f a 

ond da nicht b-Hx = 0, soistrr— x — y~. dann z 
Oieaftr, PUSmatial. u. lal*ff»l>B*«hmaff. ».Au». 
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B«itpi«l#. 



d. h. es iai der inneFe Halbmetier gleich der Hch« n m neben. (Die Waaddicke ut 

8'jr 4 ab 6 ab* 

MNnit ganx gleichgiltig.) Hier i»t =: 2 b flr -f- ,r - \ — , alao ^ 0, nod man 

hai aomit ein Uinimum. 

XI. Mao soll einen Zylinder vumiuliaito a konstruircn, no dwm seine Oberfläche 
die mOglieh kleinste ^ 

Hey wieder x der lialbuiesser, z die Uöhe, so istx'ffz — a, '-^j^i- J^** 

2a b y 

OberUehe iats2x'irH-2)rxa = 2ffx'-FY^3^' äx^^* ^* ^ 

a i'Aif» ^'Aa ,"/8a „,Y a 

seyn ; dann ist z — — y — j- ~ y ~ y 2rr~ V 2« ~ ^'^ Höhe 

dem DurrliiDo^iser g'Icich seyn muss. (Anwendung bei liQnzen« deren Oberfl&ohe 

wegen der Abnützung niüglichst klein .seyn muss.) 

XII. Es ist ein Flu^^ig-keitsmaa^s von der Form eines abgekürzten Kpprcls zu 
verfertigen, das bei gegtjbt:ner Neigung u der Seiten gegen die (irundflächu und dem 
Inhalte a die möglichiit kleine Fläche habe. 

Sey X der Halbmesser der Grundfläche, h die HOhe des Kegvls, so ist die 
• |j 

(schiefe) Seite =■ — , und der Ilalbmoscr der obern (kleinern) Grundfläche 
^ »Ina 

= X — h eot^ a. Demnach ist der Kubikinhalt a = ^.7h[x'-f-x(x — h cotg a) 

X — h eott; a =r (x" — — eal;/ a) . 

Die Oberfläche besteht aus der Grui|dflttehe und dem Hanftel des Kegelt, so 
das«, wenn dieselbe y ist, mau hat 

= «I x*H h(2z — bcotoa) I 

L tottt ' »mm «Msü 

= " [2x>M«*|«— <i— l»Mi^«)']= * [2x»eei'l«-(a«— — «el!^«)*]. 

Cefa cota Ä 

Daraus folgt 

1^=: — [4««»i«4«— 2U*-~eotoa)"*x»], 

[4co#'4a + 2x»(x»- — coiya; ' - 4 x (x* - — eo<ya) "h- 



b V 

i>etzt man ^ — ^» ergibt sich, da x nicht = 0 



2«e«Has=-- , i=\/ 



24a<;o//7a(o«"|a 
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— 8«a»«Ul=^^I^r^ [8 i a— 1). Ferner ut 8 eM* j^cr — 1 = (4 «<m« | « 



+ 2 c9»* t «t H- I) (2 eo«' ) a ~ I) := (4 «m* ^ ft -K 2 «m' l « H- 1) «m«, also 



7 = 4 ,7 ro.f - i «[l -h 2co«'ittH-4<roat*ioJ, d. h. >0, so d&ss man wiriüieh ein 




Minimum hat. 

* XIII. Für pinen Ort Hör F.rdf . (Jes.«ipn jr'f opraphischo Breite = <f ist, »oll man 
denjenigen Stern (von der 1)( kliimtmn x) angehen, der in der kürzesten Zeit von 
einem gegebenen, mit dem Liorizontc parallelen Kreise zu einem andern ebenfalls 
gegebenen tolehen Kniae gelangt. 

Sey (Fig. 12) Z da* ZeniUi des Ortet, P der M, AB und CD die «wei mit dem 
Herisental« parallelen Kreiie, deren Zenithdittanien = a nnd a' 
Seyen; endlich S and S' die Lagen des fraglichen Stomas, wenn 
er durch die hniden Kreise greht, §o dass VS ^ TS' = x. Der 
Winkel SPS' niisst dit- Zeit und es soll derselbe also ein Mini- 
mum «eyn. Ferner ist VZ — 90° — <f' , ZS' — u', ZS — «, also 
in den spbftrischen Dreiecken ZSP, ZST: 

eeta s£ «M 9 «M s «ee # M» 1 0M ZFS , 

Mffa'ssfin 9> cot \ -+- eot 9 $in x eo» ZPS', 

worniis wenn man nach x ditlerenzirt und beaebtet, dass ce, a.\ Ifi konstUt, aber 
ZFS. ZFS' veränderlich sind, folgt: 

8 (ZPS) 

0= — SMi9«wiX-4-«0«««eezeesZPS — «ee^sMsxfw ZPS — ~ — i, 

ü X 

^ „„„ „ 6(ZP5*) 

Ferner ist SPS' = ZPS — ZPS' and da, indem SPS' = Uinimum s^ seil, 

a(8PS') „ . . e(2P8) _ a(zps') ^ . . . 

-i^^- — = 0, so ut — 1^ — = . Beachtet man diess, so wie dass nach obigen 

Formeln : 

e(ZPS) ia9 „„„ 8 (ZPS') taw 

so hat man mr Besfimmong reo x, ZPS, ZPS' die CHeiebnngen: 



(d/iZPN ?inZPS' 
CO» a ~ tin if cos x -t- cos (p sin i ro." Z PS . = * in ^ co» x -f- co« flt> »in x cot ZPS'. 

Nun ist auch (rergl. mein „Handbuch der Trigonometrie" S. 225), wenn S. S' 
die Winkel an S und S': 

"*^- ^;^+«'f>''»'ä'ZPs-=-'^. .1.. ^ 

«o^^f S — co/^r S', S = S'. 
Benfitit man, was bequemer ist, diese Gleichung, so Ist aueh cot 8= coeS', d. h. 

— «Ai9(fm«' — fM»a)=(«0«asti>a' — eotii'ma)0MX, 



Mimannx «tna'smz 
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tinpitina' — fina) _ _ 2 tin y . cos ^ ( g' -t- a) sin ^ (a — a) . eo$\(a~^a') 
«Mama'— coia'fM« «{«(a' — a) eo*\{a—a')' 

worauf z bettiiniiil ist. Will mui ZFS und ZPS' haben, «o eif«b»ii «U» aieb am den 
betrelRiiMlen «idiAmdieii DreiedLen. 

ZIY. llao toll eine Zahl « in n Theile thmlen, ao dait dai Flrodakt dtr Thmle 
das mOgUoh grOuta aey. 

a 

Sind Xt , X2 ..... Xa die einiefanen Theüe, lo nrat x, = = . . . = x„ = — scyn. 

Denn gesetzt es Seyen x, und x« ungleich, und es sey das Produkt x, . . . x, . . . x, . . . 

ain MaxiinaDi, wohaiZ| + .«.+x«ssa» to wAide, wenn z'r = x'. = |(xr -t-x.) 
daa Produkt x'rz't ^ ZrZ« (Nr. 10» indem daä Frodoki awoior Faktoren Toa konatan- 
ter Summa dann am grOaaten ist. werin sie einander gleieb aind; alao wAra 

X|...Xr.>.Xi*. - Xn X| . ■ < Xr • • . X« • . , Xn , 

und auch x, -f- . . x'r -f- . . x', -f- . . . -4- x„ = a, so dass nicht x,, . . . . , die Faktoren 
waren, die das Maximum geben können. Was von x, , x, gilt, lit>st sich von allen 
einzelnen Faktoren sa^en, so dass sie also alle einander gleich seyn müssen. 

Ist y eine stetige Funktion von s, so wird hin .--ich bei kleinen Aenderungeii die>rr Ictztereu 

b y 

Grosse am so bedeutender indem, je grOsser ^ für den betreffenden Werth Ton x ist 20» I). 

ox 

8t 

Da nnn, vana 7 Ar x = a einen Ifazinraa- oder Ufadmun-Vatdi erlangt, ^ Nnll tat, ao' 

0 X 

wird in der Hlha diätes Wetäna 7 skh sobr laagaam •adem. Diaae eigenthflaalidia Er- 
scheinung in dem Gange stetiger Funktionen xeigt sieh den Sinnen in dem hoiisontalen Yer- 

lauf der Kurven in der N.lhe des Maximums oder Minimums der Ordinaten; ferner erklären 
sich d&darcb eine Menge Erscheinungen. So lodert sich bekanntlich die Deklination der 
Sonne (und d&tnit auch die .Tageslünge) aahr langsam in der Nahe der Solstitiaipuukte, 
d. h. wann die Sonne llwe grOsata Eatfennmg eom Aaqnator onaidit; xar IGtcagiselt nlheit 

sich die Si nnr nur langsam dem Horizonte u. s. w. Derselbe Grundsatz wird angewandt, 
wenn man Jfn lUgcnbogeii aus den Gesetzen der Keflexion und Refraktion des Lichtes er- 
klären will , ludem die paraUel in den Regon^opfen eintretenden farbigen Strahlen nur dann 
(nabatn) paraUel «Jeder aostretea, «ann Ar eine Aandarang das EinfallaviBkels die Aendemag 
der Richtung der austretenden Strahlen sehr langsam geschieht. Man bestimmt desshalb für 
einen Einfallswinkel x den Winkel y • den der nach ein- oder zwei- oder dreimaliger u. s. w. 
innerer Reflexion and zweimaliger Refraktion au&tretende Strahl mit dem eintretenden macht, 

und sucht sodann denjenigen Werth von x, für den ^ =0 ist; a. s. w. 

ox 



' Sechster Abschnitt. 

''■ ' * . 

Dm anbeatimiiite IntegiaL 

§.26. 
Ento EiUlmagan. 

I. Seither setzten wir vorMs, es sey eine Funktion f (x) gegeben und 
man solle deren DifferentiAlquotieoten ermitteln, den wir dann darch 
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~^x^' bezeichneten. Es kann nun aber der Fall eintreten, dass 

man diesen Ditierentialquotienten kennt, nnd zu wissea verlangt, aas welcher 
Funktion er durch Diflferenzirung entstanden ist. 

Wir können die Jetzt gestellte Aufgabe in folgender Form aussprechen : 

Es ist eine Faoktion.y von x za sneheo, so dass §| = f (^)f wo f (x) eioe 
bekanote Fonktion' ist. ^ 

Die gesoelite Funktion y beseiehneo wir nnn durch das Zeichen 

yfWcx. (1) 

das vir iesen: »Integral von f (z) nach x**, nnd sagen also, es sey 
J}(xydx eine Funktion (vonx), deren Differentialquotient (naehx) 

gleich f (x) ist. Daraus ergibt sich, dass die Gleichungen 

oder y— /*öx I 

gleiehwerthig sind, d. h. eine aus der andern folgt 

Die Methoden, nach denen man im Stande ist, die Funktion f('x)3x 

zu ermitteln, bilden nun den Gegenstand der Integralrechnung für Funk- 
tionen einer unabhängig Veränderlichen. 

Das angehängte ist abermals ein blosses Zeichen (§. 11), das an- 
zeigt, es sey x die unabhängig Veränderliche, nach der integrirt wird. 

— Eben so ist /f(o)du das Integral von f (n) nach u, so dass ^ ° 
=: f (o) n. s. w. 

Aus diesen Erklärungen UAiii ganz unmittelbar, dass 

~y£0i)8x=f(x). y'^d«=f(i), yf(«)8«=f(»), o) 

Denn ^f(xj dx ist diejenige Grösse, deren Differentialquotient 
f (x) ist, so dass also die erste Gleichung nichts Anderes ist, als der Ans- 

— ^Bxoder jV (x) Bx sagt, man solle die- 
jenige Grösse suchen, dert-n Differentialquotient P (x) sey; diese ist aber 
gewiss f (x), so dass die zweite (oder dritte) Gleichung eben so richtig ist. 

'« Di« wUHifMidM KMataaliw 

II. Klie uir nun weiter gehen, haben wir uns die Frage zu stellen , ob 
das Zeichen J^f(x)dx oin- oder vieldeutig sey, d. h. ob es nnr eme einzig« 
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FDüktion von z gebe, deren Dtjfoientialqiiotient gleich f(x) ist, odiir melirere. 
GeseUt es sey F' (x) — f (x), so ist sicher J r(x) 8x= F(x), und weon es 

noch eine udere Fanktion von z geben würde, die ebenfalls J^f(x)dx wäre, 

80 könnte man sie gewifi« durch F (x) 4- (f (x) vorstellen , wo 9) (x) der 
Unterschied von F (x) and jener andern Funktion w&re. Ist nun 



f(«)dx = F(i)-l-»(s), 



so niuss also, nach übi[,'on Eiklüningen, der Ditferentialquotient der zweiten 
Seite gleich f(x) seyn, d. h. man rauss haben (§. 12, IV): 



oder da schon F' (x) ^ i (x) : 



dx 

Demnach ist 9 (x) unabhängig von x, d. h. eine (freilich ganz) wtllkflr- 
liehe Ronstante (§. 12, 1). Daraus nun folgt, dass wenn man eine Funktion 

8 F (x) 

von x: F (x) kennt, ftlr welche = f (x), man allgemein haben wird: 



f(x)8x = F(x)-»-C. (4) 

WO C eine willkürliche Konstante bedeutet. 

Wm Dan diese Grässe anbelangt, so wird sie , eben weil sie von x oicbt abhiugt, aucb 
akbt Bat x lieh Badem, und mim sie ja sieh Indern lollte , to itsmi die» nnr dadanb ge- 
idielMn, dais sie plötzlich einen andern bestinimtni Worth annimmt, den tie dann viedsr 

unTer.tndcrt beiboh.llt. (Hine stctigi» At mli rii voi (' mitx, d. h. eine Aendrrnng iim un- 
endlich kleiue Grössen widerstreitet ja eben der Aunahme, dass C unabhängig ist Ton x.) Da 
die Rechnung es vorzußfiweise nnr mit stetigon Punktionen tn thnn hat, 10 werden vir 

(x) 8 X 80 lange als stetig ansehen müssen, so lange {(x) ondiich bleibt, was sich auch nach 

|. 10 nm aallMt «tonkaht» da Ja dann dar DifferenÜalquotMnt von y^f(x)dx d.h.r(x)andJicb 

itt. 80 lang« also f(x) endlich iit, irird Jt(^ 

8x, d. h. F (x) + C lidi nur nm naoidliidi 

wenig laden, wenn x eich nm nnendlieh wenig Indert, nnd da diese bei F (x), alt einer stetigen 

Funktion , der Fall seyn wird , so folgt daraus , dass auch eben so lan^e C denselben unrer- 
Änderten Werth beibehält, da diese (Jrösse sich plAtr'icli um ciue bostimmto endliche Grösse 
Andern würdo , so dass F (x) -f- C sich alsdann nicht um uncitdiirh wenig mit x änderte. Hat 

man x. B. das ItA^fptxJ^tg x 8 x . so ist dassdbe sunAcbst = — l («o«x), da <yx 

(|. 18), also atigemein 

^ fjf X 8 X s= ~ / X) H- €. 



Was nnn hier C anbelangt, so wird diese OrOsse immer denselben Werth haben, wenn x 

nnd + y liegt; ist aber x>-|- 



awisehen den OrlaieB — ^ nnd + liegt; ist d>er x> so kann gans wohl C einen 
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andern Werth babeu, als weuu <C • da fUr x = — Ja <y x aneDdUeb t also uabtetig wird; 

n 3 TT ■ 

tviMbeu - und - wird freilieb wieder {nmer C deoeelbeo Wer^ beben u. e. w. * 

Mao man bieravf wohl aehttn , da naa alch sonii in Sdiwierigkeiten Tervickelt» die es 
aar dadnrA werden, dase naa nielit in den ersten GmndslUen TOÜIceinnen klar geworden Ist. 

Was die BestimmiiDg der witlkÜrliebeD KoneUotea in bestimmten Fällen 
betrifft, so ist sie immer sehr einfach. Weiss man n&mlioh, dass 



* Es koroiut diess darauf hinaus , dass man von C nur aus.sageo kütiue, os hioibe diese 

GrOue uDTer&odert, lo lange f (z) endlich, also J iix^bx stetig ist. Verliert J H;i)dx.äi9 

Stetigkeit, wird also f(x) nicbi mehr eodlich«> Wertho haben, so kann man von C weiter 
Miditi mehr behaopten, da alsdann gam wohl diese Grosse springen, d. h. plötilioh einen an> 

b 9 (x) 

dam Weitb anmbnen kann. — Dan aber, wenn 0 , notbweodig p <z) eine Konstante 

in, lini dA in lobender Art erweisen. 

Sey also von xsa bis xsb (b>a) inner =0, so folgt ans ID, I, dass 

ox ^ 

innerhalb dieser Grinsen: 

^^(x) d. b. i^(a-(- Ja) — 9(a) = a^x, 

wo a mit ^a in Mnll wird. Svj non ein Werth von s swiseben a and b; man lege diesem 
Werth die OiQsse Ja viele Male nach einander an, Us man en dem Wertbe s, + n Ja 

gelangt so bat nan nach einandpr (x. /wischen a und b): 

9> l,x^ -+- J x) — 9 (Xi) = rt, J X . 
<p (Xi -h 2 J x) — » (Xj J x) a, Ja , 
9(ai +3 Ja} — -hS Ja)=«^ Ja, 



l»(Xt -rn Jx> — v (xi -Hn— Ui) = aBJx, 
wo «I, ...» a« mit Ja g«gen Noll geben. [Ne Addition alier dieser Gleiehnngeo gibt wegen 
+tt Ja = Zt: 

»(x.) — »(«i) = («i -»-«1 -4-... -I-O Jx== ^2 nJa=^ («t-«t)- 

Da alle a mit Jx gegeu >ull geben, bo kann man Jx iuiuier klein geuug (aUo u gross 
genng) nehnen, so dass kein a seinen Wertbe nach die Zahl k, die beliebig klein seyn kann, 
flbersteigt. Darana ergibt sieb dann sofoit, dess H- . . . H> die Zahl nk, d. b. 

-h...-f-n. ^ k niebt fibeieteigen wird. — Da aber Ja gana beliebig ist . ao kann 
n 

man also immer setaen (der Werth von) 

9 (a,) — 9 (»,)<k (x, — Xj), 

wo k beliebig klein. Aus dieser Gleichung rauss aber notb^endig 9 (x,) — v 0 ge- 

»chlo»«en werden. Wäre nämlich 9 (i^j) — 1 ^^x> ~ r « y 'pliebig klein, so kann man k 
immer so wahien, dass k (xj ~ XjXy , wodurch die Gieichungeu 

e'(xi)~»»(xi) ~y. »(»s) — *(xi)<k(x, - X.) 
aü oinsnder in Widenpmeh kinen. 

Ao»9(x^ — ^(X()ssOfelgt9(x,):7»(Xi), so dass also 9(z,) denselben Werth 
bat wie p (X|). Da diess Ar alle Warthe von z swiseben a nnd b gilt, so ist unser Sata 



* 
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yf(i)8x = F(x)r-*-C. , 
und dass fBr x = a die Grrösae Jf(T)dx = A aeyn luuaae, ao ist 

F(aJ-^C, C = A — F(ji). 

in. Die RichtiglLeit einer Gleiclwog Jy 8 x = s + G wird DatQrlich 

b z 

immer dadurch bewieaen , daaa mao zeigt , es aey 3^ = > * und ea gibt auch 

keioeo andern Grund dafllr. Die Zufügung des Zeichens C ist auch nnr in 
so ferne nothwendig, als man das Integral auagemittelt hat; so lange man 

nur das Zeichen yy 8x anwendet, versteht es sich von selbst, dasa die 

willklirliche Konstante xozafligen ist So ist in y^x dx erst dann C susn- 

lUgen, wenn man — l(eMx) dafür schreiben will. 

t u /' 
Däös ferner aus ^ = v folgt U = / v du ist natürlich, und die schliess- 
lich zuzofOgtfnde Konstante ist nnabhängig von n. 

IV. Ans §.12 lassen sich leicht die folgenden Sfttse beweisen: 

ysf(.)ex=a yf(x;ex. yj^f(x)±^(x)+.. j8x^yf(x)£ix±yi(x)cx+ ... 

wenn a eine Konstante ist Denn es ist etwa ^[^J*f(^)^x]=a r(x) 3 x 

= af (x), woraus sofort folgt a !(x) B x af (x) dx. Die wilikfirliche 
Konstante ist bei wirklicher Bestimmung dann noch znzufttgen. 

V. Aus der Zusainmenstellung (ti) in §.13 ergibt sich nun hier die 
folgende: 

ytinxk)x= — co*x-t-C, J eoaxdx — iinx-h C, 1 — -r~ x = <öx4- C.l 
J J " > (6) 

are (ffr — x) -t- C. 

da man durch Differeozirung der zweiten Seiten jeweils wieder die unter dem 
Zeichen J* stehende GrOsse erh&lt Wir bemerken biebei, dass man statt 

y^Ä^T*^*' yiTP^'' »■ ^- ««wöhnlich schreibt/jlji^, ). 

Als ^pc'/.ieilc' Falle ilarau» hat mau etwa; 
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0. S. W* 



/■ 



I 

»■8x= 7 C obA 

ra -t- 1 



x" 8 X = ^^pY *^ ~^ *® ^ b«sttmmte Konstant«« all gleich bedMMnd «oiuehen 



■M. da a+ C »bm «in« «fllkttilicb* kvotlaau OrOiM iit, die kan««f nrit C 
«cfdn kann. — Find«! oHui nlio ^^ims 8x s — «m s -f- C and ^y«jMx8z= — «mz+ I 

+ C', so sind beide Resuitate als gleich« ertiiig aozusehen. 

VI. Die Aufgabe , dio nos niin zonäclut vorliegt, besteht daiio, jedes 

TOfgelegte Integral Jf(xydK entweder anfein einfiiebes lo (tf), oder doch 

aaf ein schon bekanntes zurückfuhren. Wie bei allen ainp;ekehrten Rech- 
nungsarten wird diese Aulgabe nicht in allen Fullen gelös-t werden können, 
so dass man die haaptsächlichsten Methoden angeben muss, nach denen man 
in euixelnen Filleo zo verftbren bat. Als fundamentale HilfinDittsI haben 
wir nun zunächst zwei Sätze anzugeben, die wir fortwährend anwenden 
werden, und ausser denen nnr wenige solcher Hilfsmittel zum Ziele ftthren 
werden. 

§. 27. 

Thetlweise Integration. 

Der erste dieser beiden Sätze i^t in der Gleichung 

/,|3s.«,.-/4-^8. (7) 

ausgesprochen und heisst der Satz der theil weisen Integration. Der 
Beweis desselben wird nach §. 26, III geführt seyn, wenn man zeigt, dass der 

Differentialqaotient der zweiten Seite gleich y || ist. Dieser Differential- 
qnotient ist aber (§. 12, IV, V, §. 26, 1): 

8_z 8y_ 8y__ 8z 

womit der Beweis der Richtigkeit geföhrt ist. Man sieht, dass (7) der 
Fonnel in §. 12, V entspricht, aus der der Satz auch sofort gezogen werden 
kano, da ans 

(y z> z ö y 

~i- - ~v , ~<~z- — 
bx • cx bx 

folgt (§. 26. II!) 
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Wir btuerkeB, dus man die (7) io noeli neimni «odem Formen eebi^bt. Ist 

also z =^ ^ uöx, so bat tnao auch 

Qebnuicbt man die BeieidMaong der Differentiale : 

Wir wollen naD zaoAchtt einige Beispiele £ar ErUiaterung des wiclitigea 
SaUes (7) zuAlgeo. 

r dt 

I. Sey / / (at) 8 X zu bestimmen. In (7) setze man y = ? (x), jg^ ^ ^ t W ist 
^=Y.«=yi8x = x, al8oys = x/(x), z^=:l, Jz^dxssx» mitbin** 

8i = x<(i) - X -I- C = E Il(a) - 1] 4- C . 

BatniMi [7(x)pdx, so wieder 7=l(x)*, |^=1* = « = »• 

aIsos|| = 2/(x),yL^ex:=2 yi(x)8k = 2x[f(x) — 1], ao dass 

ß (x^8x = aUx)» - 2« [<(x) - 1] + C. 
Itt vorgelegt yf/(x)*8x, so liat man y=/(x)'', = It — ; ^. 

wodurah das eine Integnt auf das andere mirackgeführt ist. So hat man fttr n=l, 
2» »3, ... : 

yi(x)8x=xl(x)-x + G, 
yi(x)»8x=:xJ(x)»-2 yi(x)Bx, 



/'8z ^ 
y ^- <ix 

daa Tollatindige Integral ^ 7 nach x, für uns bis Jetat daaislbe waj^ / y ^ ^ d x . 
** Mau lunn biebei folgendes Scbema licb bilden: Yotgilegt,^ (x) 8s* also geseut 

y =/(x) 



ex 



ÖX~" X 

woraus 

X = X . 
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yi(i)»»«=xi(i)»-8 yi(i)»d«, 

n. Sey Torgelegl ^x'e'Sz, wo n eine potitive gaiue Zahl ist. Mao setse 
y=:x-, |~ = e%»l»o|^ = BX— S »=ye'8x=eS JS|^ = iix— *e' und hut 

yx"e»8x = x"©» — n y^x"-'e»öx. 

Hieni» folgt, wenn n = I. 2. 3 

yxe» öx = xe' -- H- C, 

* yx'-e't)x = x»e» — 2y xe'ex. 

• yx«e»ex==x»e» — 3yx*e»8x 

/V' 

Iii. Mau soll / — „ c X beätiiiimeu , wenn n ebenfalls «iue positive ganze Zahl 

äx 1 öy /* xr"** 

IwL 8ejj = e\ g^ = — = x— »•Iso g^^e', *=:y x-8x= = 

-l ay_ e' 

(«--!)x— • ♦ ' 8i - ~ (n-l)»--»» " "* 

/ ~8x = -7 — Sz=ri + — ^ /-^!r.8x- 
y x*» (n — 1)*^' n — 1 y X*-» 

Für nts:l kann man diese Formel nieht anwenden; fllrn=:2, 3... alter gibt sie: 

^8x=---^y-dx.y^ox=~,H-^y^öx 

(Jass schlienslich alle diese Integrale auf I ~ dx zurückgeführt sind. Die Be- 
stimimuig dieses leisterea ist xunAohst nicht thunlioh. (Vergl. §. 166» I). 

IV. Es sey J x" i (x) t x zu bcstimiueD , n beliebig. Sey y =: ^ (x), ^- =: x" , 

öx x- ^=y»'«»'=nTi' y^rx^*=ysTi^*=^oW^''^""(^iT*^ ' 

Eben so für ^^^ax sey y=((n), |~ = x— ,~s= -j-. » = yi— 8x = 

— 1 /• c y _ i X _ 1 1 

y X» (n~l)x"-* (tt— 1)' »"-* <o— l)x*-* L B— IJ 
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Für a = 1 ist diese Formel nicht anwendbar , da sonst u — 1 = Ü wäre , uud 
aneh nidil J*^"* 0 x = — ^»-1 » sondern := / (x) gvaetst werden mOitte. Ffir 

^^-^8x wird man also im Augenblick den Werth nicht angeben kOnnen (rgJ. 
§. 28, II). 

V. Seyen J*x* eotx bx^^^x^Mnx txza bestimmen. Man setxey=x", ^ ~ {^i* 
also g^=ox— z = {l7o*x* tt«<">»*J 

^^«■••iiidxÄ— i"«wx-*-n ^x*~^to$xbXf ^1" eofx8x = x"4t»x — n ^x*~^tmiBx. 
Daraus folgt, indem man n — 1 Itir n «etat: 

^■i<axax=— x"e«fa+ni»-*ftax— n(n— 1) Jj^-^nnxbx, 
^yx"eo#x8x=x"«Aix+Bx*-*«e#x— n(n— I) J^x^-^Mxtx, 

|%rn=l: yx«tnx8x=— se»«x^-«Ai»+C» ^xeo$xdx=stinx'h«aiX'+-Ct 

•0 dan allgemein ^x'eo»x9xnaA Jx'mixBx bettimmt werden kOaoea in der- 
selben Weise, wie oben in AfanUehen FAIlen. Man bat etwa 

Jx*0inz9x= — x*to$X'^2x$imx — 2j**inxBx, 
Jx*tktxbxss—x*coix-hSx**mx—S.2 Jximxbx, 
y^x*«Mx8x=— x*«MX+4x'«Mix— 4.3 J*x*9mxbx, n. s. w. 

V'- Om y^j:^ an beetunmen. teyyrse'x, . »Iw e~x 

+ =e•(l^-x),a=/^^. = -J^. [da^(pj:^ 



und mithin 



/xe'i'x xo' A'(l-M) xe' / le' 

(H-x)' xH-l y 1-4-x 1-hx J l-t-x 

V I xy I -h X 
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§. 28. 

IntagmtSoii dwth ünfnimuit. 

Der zweite Satz (§. 26, VI) ist der der Integratiou durch Uni- 
form uug. Hat man Qämlich das lotegral J ^i.^) BegtimmuDg vorge- 
legt erhalten , und man vennatbet , dass durch Einführung einer neuen Ver- 
änderlichen z für X man seinen Zweck leichter erreichen könne, so v^ ird man 
statt des Integrals nach x eines nach z zn bilden haben. Soll diess möglich 
spyn, so muss zwischen x und z eine Beziehung (Gleichiinfj) gegeben seyn, 
die unsiu Stand setzt, x durch z uud z durch x auszudrücken. Drückt man 
nun X durch z aus, sieht also x als Funktion von z an, so ist die Grösse 

J*f(x)dji, die w durch U bezeichneD wollen, zun&chst eine Funktion von z, 
also dann aoch Fanktion von i. Demnach (§. 13): 

sodass ^^^y^^^^Ö^«*^** <8-26»l"> 

nndaUo yf(i)8x=yf(x) ~8i, 

wo in f (x) ^ die GrOeae x durch z zu ersetzen ist. Rann man /f (x) ^dz 

(nach z) integriren, und ersetzt dann z wieder durch x, so hat man auch 

J's(pL) dx. Die etwa beizugebende Konstante liUst sich am Schlüsse der 

Rechnung immer zusetzen. Man sieht, dass (8) dem Satze (5) In §f 13 un- 
mittelbar entspricht, wie denn aneh die Richtigkeit von (8) geradezu mittelst 
jenes Satzes bewiesen wurde. 

Beispiele mOgen den Grebranch des Satzes erlftatem. 

/' 8« 
^^t_|_|^i,t bestimmen. — Man setze, gem&M (8), bx=:as, 

8_t M_ / ' 8g _ l f dl 

u - i?-*-b»««~by a^V^- ah/ r^r^ 

= ^arc(/j? = ^). »Oda.. 

/'ex } ' »>A „ 

J a^TP7' -"^ Tb = T j ^ 
woTon man .ich durch unmittelbare Differensining sehr leicht fiberMUgen kann. 

Setsiaian in /M»ax8z;ax=a, al^= 1, — r= - so ist «o« a x 



8x 



I 



^^wax8x= -^-^« ^ 8 8 = ~ «II 1 -h C = -i- «M a X -f- C . 

♦ • ■ - . 
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Eben so 



II. Um (a b x") &x mu beatinnnen, setze man ft bx" = s, 

, ex , i^T 1 , , b X I 

yT . C X • t' X 

«m'x«o«xdx setze man «inx = z, also e<wx^ — 1 und «tn^xcMX^ 

= mithin 

^'x«Mx8x= yt»8i=y-hC=:i~5-l-C. 

Diese Galtung von IntoL'ral« n lässt sich allgemeio darstellen. Ist näm- 
lich y eine Funktion von x, so heimsen sie 

nod wenn man die Umformonf^sfortnel (8) beachtet, so ist 

So wäM y~8x = -^/(x)»-^C, [y = i(x). fergl.8.27.Nr.IV3. 



tfo**xi<iix8«=^,— * + C, (y = — 



y yi— x" * 



III 

8z 1 I 



a*H-s>8i 2 s 

ax 



«.u m r^^ ./V 1 8x , 1 1 \ 



ex 



Auch diese Integrale lassen sich aUgemeiBer darstellen. Ist nämlich 
z eine Fanktion von z, so sind sie 



* Kinwt man ^ f (s) 81« so erglbl cicli ^t(j)9jt wenn man x mit j mtaiuebt. 



• 
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hl<s) + C. 



So ist Jig 1 8j=y ~8x=— l(«»»^4-C. (ts^Mx, h=<~l);, 

J*eotgxbx=J*^^^iix = lijtinx)-^C, (z = «tnz, h=l)j 



»» + x" 



Ebenso y'^^^- = -V5:vr?H.c. (»=»«-x»); yi^=:«^(|^=e.) 

-^C. (z = e'); 

/n^-- <—j)'iw^ i'='<'"- * 

BezeicbnoDgen. 

"Wir miispon hier auf diejenigo Art dor l^o/eichnung von Integralen hin- 
weisen, die der in §. 15, I I aufgestellten entspricht. 

Ist y eine Funktion von x, so ist f (x, y) ebonfalls als Funktion von x 
an/nsehon, und es könnte sich errifinen, dass man das Integral von f(x, y) 
partiell nach x erhalten wollte, wobei also y als konstant augusehen wäre. 

Dieaes wfirden wir durch yf(i, y) dz bezeichnen. — Will man aber 

* Wir babon boraito lobon auf «läsofaM Hegeln in II und UI wiAnnkstiB gemacht. 
Dio w watli dio irnnm ist die in dar Oltichang (y) ^ x — J^Hj) 8 y au&gesprodMoo« die 



P'lx h rtx 

Gnmde aar die Oleiehnng (fit) irt. So ut iny -^8x:f(]r)=:y, akoy -y-dx 
ßll^Uij); i^IVuty = *«^x^f(y) = ^^h = ial*oy'^^=/i|^^ 

/ y = = V^. Für/^ i.t y = /(x). ^^=i-, f (y) = y-. 
/ 8x ^Ay^ 1 

hsssl. attoy^j^^^oi y y» (m-i;y--' (in-l)Ux)« 



tt. a w. 
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* 

das vollständige Integral wimf(n,y), so bezeichnen wir dasselbe 
darch Ji{x^i)dx. 

Demnach wäre 

währeud J xy dx erst aDgegeben werden kann , wenn man y als Funktion 
von z kennt. 

In m wQrde man also schreiben kAonen : 

Dass J ^J^\* ' J*'^ y^*^^' dasselbe bezeich- 

nen, ist klar (§. 15, III). 

Eben so kann J*yzdiL nichts Anderes lieseichnen als J^yzdx auch 

bezeichnet, da z in yz nicht entwickelt steht ond also von partieller 
Integration nach z keine Bede seyn kann. 

yz8y bedeutet nothwendig das partielle Integral von yz nach y, das 



gleich ^ ist, n. s. w. 

Wo keine Zweideutigkeit zu hefürchten steht, werden wir iiniuer das 
Zeichen B anwenden; im Falle aberZvHeifel entstehen sollten, so wird dieses 
Zeichen nur partielle Integrale vorstellen. 

§. 29. 

Zerfilluug iu Parti&lbrüche. 

FiinktioiiPM von x, welche die Form a -h bx + cx' 4- . . . haben, heissen 
ganze Funktionen von x; der höchste Exponent von x gibt den Grad der 
Funktion an. So ist 1 2 -f- 8x' — 9x* -f- 7x^ eine ganze Funktion von x des 
sechsten Grades. Suyen nun f(x), F(x) ganze Funktionen von x, so soll 
es sich um Bestimmung von 

haodehi. Zunächst ist es nun allgemein genug anzunehmen, f (z) sey von 

niedererem Grade als F (x). Denn wenn diess mcht der Fall ist, so dividire 
man mit F(z) in f (z), und erhalte als Quotienten <f (x), als Rest ^(z), wo 
ijf (z) von niedererem Grade ist als F (z), so ist (§. 26, IV) 

worin y (x) von der Form A-hlix-i-Cx*-t-... ist und also integrirt werden 
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kann: mithin das gesachte Integral auf ein anderes zurückgeführt ist, in 
welchem der Zähler von niedererem Grade ist als der Nenner. Können wir • 
solche Integrale bestimmen, so können wir überhanpt alle Integrale dieser 
Gattung bestimmen. 

Nun weiss man aus der Analysis („Grundziige" S. 138), dass F(x) 
immer in ein Produkt von reellen Faktoren zerfällt werden kann, die vom 
ersten oder zweiten Grade sind. Die Faktoren des ersten Grades haben die 
Form z — a, oder (x — a)"* nnd entsprechen: die erste der reellen Worzel 
s der Gleichoog F(x) = 0, wenn diese nor etoniftl vorhanden Ist, die sweite 
derselben reellen Woriel a, wenn sie m mal TorkOmrat Die Faktoren 
iwelten Grades haben die Form [(z — a) * + oder [(x ß*Tr ™d 

entsprechen: die erste den boiden imaginären Wurzeln a + ßi^ wenn sie 
nor einfach vorkommen, die iweite denselben iroagin&ren Wnrzeln, die je- 
doch m mal vorkommen. 

Darans folgt, dass man setzen könne: 

F(«) = o(i-a)...(x-b)»...[(x-a)» + /9'l...r(x-y)»-l- «»]■.... 
wo gams wohl nur Faktoren der einen oder anderen Art vorkommen können; 
ausser diesen vier Arten aber keine anderen vorkommen , und die Grösse c 
der Koeffizient der höchsten Potenz von x in F(x) ist. J>tess voraosgesetzt, 
geben wir niu die nachstehende Vorschrift: 

«Man setze ^J^^^ gleich einer Summe von Brüchen, die nach folgender 
Weise gebildet werden: 

1) fiir jeden reellen Faktor des ersten Grades in F(x), wie x — a, der 
nur einmal vorkommt, setze man einen Bruch wo A eine noch zu be- 
stimmende Konstante; 

2) ftr jeden reellen Faktor z— b, der aber m mal vorkommt, setze man 
eiDe Summe von m Brfiohen 

B| B, B„, 

X — b (x— b)* (x— Im"' 

wo , B, , . . B. noch zu bestimmende (m) Konstanten sind; 



* Man kann in Vennchang kommen, die Konn a -H bx -t cx^ als aligemeio fOr die Fak- 
toran des cveiten Grades ta «tklSrn. Mein es ist a + bzH-ex* = o j^x*+'^x+~J = 

kann man diese Grösse in zwei reelle Faktoren des ersten «irades Zerfällen, da sie dann ist: 

tb ,b'~4acn r b b*— 4ae~l 

bat «big« OffSiM die Form (x — tt)*•^/f^ wo » = —^, VT 

b* — 4ae<0, gahSit die Fona a + b x + e x* sn den wMJlch qoadistlsohtD. Für 
b*— '4»es=0teftti6 ftbfigMtt ein veUkeameoee Qnsdnt 

Dieef er« BM hte rt ial- lBMfntl>IUehamf. S. 8 



I 

Digitized by Google 



114 



Z«fllh»f in PMiMMdM. 



3) fQr jeden Faktor des zweiten Grades (x — a)'-f-^^ der nur einmal 

vorkommt, setse man eioen Bruch -^Ti^i^rp'» ^ ^ ^'"^ ^ *^ 
fltimmeode Kongtanteo slod; 

4) fQr jeden Faktor des sweitea Gradee, (z ~ y)' H- d*, der n mal vor- 
kommt, eelse man d Brfiehe 

wo , Qt , P, , Q| , . . . . , P., Q.; noch an beatimmeode Konttanten aiad. 

So ist also 

f(»)^ A 

* « -b ^ (x-b)« ^ * (E-by 

WO jedem Faktor der Form x -r- a ein ähnliches Glied wie ^[^^t jedem Faktor 

(x — b)* eine ähnliche Summe von m Gliedern u. s. w. zugehört Die 

Grössen A,...; B, , B, H™,...; M, N,. ..; P, , Qj P„, Q„,... 
sind noch za bestimmendf' Konstanten. Man wird sich leicht über- 
zeugen, dass dieselben der Anzahl nach genau eben so viele sind, 
als der Grad von F(x) ist. Ist man nan im Stande, diese Konstanten 
so zu. bestimmen, dass die Gleichung (b) eine identische wird, d. h. dass 
sie richtig ist, x mag irgend welchen Werth haben, so kann man statt 

1^ die Summe der zweiten Seite setzen. Um aber diese Konstanten zn be- 

Stimmen , mnitiplizire man b( iderseits mit F (x), so werden dadurch auf der 
zweiten Seite alle Nenner, da sie sämmtlich in F(x) enthalten sind, weg- 
fallen, und es wird eine ganze Funktion von x zum Vorschein kommen, deren 
Grad um 1 niedriger ist, als der von F(x), da in einer gewissen Anzahl von 
Gliedern der zweiten Seite nur je ein Faktor .lus F (x) ausfallt. Diese 
Funktion hat also, wenn man sie nach den Potenzen von x ordnet, genau 
eben so viele Glieder, als der Grad von F (x) beträgt,* und deren Koeffi- 
zienten die zu bestimmenden Konstanten, Jedoch alle in der ersten Potenz 
und nicht mit einander niultiplizirt, enthalten ; höchstens eben so viele CWeder 
hat f (x), da diese Ftinktion von niedererem Grade ist als F(z). Man setie 
nun in den beiden Seiten dieser Gleichung die Koeffisienten gleich hoher 
«Potenzen von x einander gleich, so erhält man genau eben so viele Glelehungen. 

* Di«al]feiB«insMssiii«Fiiaktion4efevl«rtcni3faiM:a+bz-h«x'4*d]i*'^ta*]^ 
lliaf OUsdw«.«. w. 
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als zu bestirnmende Konstanten, und kann dieselben also ermitteln. Da 
nunmehr die Gleichung eine identische ist, d. h. da die beiden Seiten der- 
selben genau dasselbe ^ind, so ist auch (b) eise identische Gleichung. Einige 
Beispiele mögen das Verfahren erläateni. ^ 

7»—» ___A^ B ^ C 



7 « — 5 = A (H- 3) (x - 2) -h B X (x - 2) 4- C X (x 4- 3) 

= A (x» X - 6) ' B (x' — 2 x) -f- C (x» -h 3 x) 
= x»(A -t- B ^ C> ^ I (A — 2 B 3 C> — 6 A , 
A-l-B-rC = 0, A— 2B^3C = 7, — 6A = — ft, 

Jx 5 26 9 

ft»»-2 5x'-2 

2) ««^gx'^ 18x»-27~(jt~3)«(x-»-l>' 

5x' — 2 _A_ B C D 

X*— 8x*-h I8x=''-27 ^x-3"^(X"3)»'^(x-3/ x-l-r 
8«»— 2= A(« - 8)« (x H- 1) 4- B (x - 3) (x -h 1) -i- C (x + 1) -H D (x - 8)» 

= A(x»— 8x»-4-8x-h9) 8 (x>— 2x~8) + C (x+ 1) H- D (x»— 9%* 
4-27x — 27) 

s=»»[A4-Dl-l-x« [-6A + B-8DJ+S18A — 2B-hC4-27D]H- 

9A — 3B-f-C— 27D, 

AH-D = 5. — 5A-i-B— 9D = 0. 8 A— 2BH-C-l-27D=0, 9A—3B-+-C--27D = — 2, 
A-ii? D-1 

5x«— 2 313 407 



X«— 8x»H- 18x»— 27 ~ 64(s— 8) ^ 1« (i - 8)» 4(x-8)» 64(x-t-l) ' 

x*>'8x*— 2x'-h5x-h2 _ x*~8x*-~2x'H-»x-h2 _ A B 
x»-»-x*— 2x«— 2x»-hx + l ~" (x-t-D^Cx'-l)* ~x-t-l''"5+ip 

C D E » 

'*"(x-M)»~^x-l (x- 1)«'' 
X* — 3x»-2x'4-6x4-2 = A(x-|- l)'(x~ 1)-^ B(x 4- 1) (x — 1)»H- C (x - 1)* 

H-D(x-t- l)»(x— i; -t L^x4- 1)» 
= A (x* — 2 X» H- 1) H- B (x* - X» — X 4-1)4- C (x» — 2 X H-l) 

+ D (x* + 2 X* ^ 8 X — 1) 4- £ (x* 4- 8 X* 4- 8 X -h 1) 
a=X«(A 4-D)4-x» (B ^ 2 D -t- E) 4- x' (- 2 A - B 4-C4-8E) 
4-x(-B-2C-2D4-3E)4-A+B^C-D-^E; 
A-I-D=I. B4-2D-+-E= — 3, — 2 A-B4-C-h3 E — 2, — B— 2C — aD4-3E=ft, 

A4-B4-C — D4-E=:2; 

X« — 3x"-2x*4-5x4-2_ 33 ft 1 17 ^ 8 



»•-♦-X*— 2x»-2x»4-x4-^,*"l6(x4-l) 4(x4-l)» 4(x+l)' I6(x-l)^8(x— !)•* 

8« 
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4) 



8x* — 6t' Ajl ■ B Cx-hD E 



(x*H-4)*(x— 5) ~ X--1-4 (x'-i-4)^ x-ü' 
8 X* — 5 «• =s (A X H- B) («» 4) (x — 6) (C X + D) (x - 5) E (x « -h 4)» 

s (Ax -l-B)<x*— ftx*-l-4x— 20)H-(Cx-l-D)(x— 5)+E(x«+8x'+l^ 

= x« rA^E]-;-x'r-6A + B] + x»[4A-5BH-C-l-8ElH-x[— 20A 

4- 4 B — 5 C D] — 20B — 6 D 16 E ; 

A-*-E = 3. 5A + B 5. 4A->6B + CH-8£=0, — 20A-i-4B— ftC-hD=ft 

— 20B — 5D^ ieE=0; 
-_1273 «_2160 148 160 -,_1260 

*~84r* sif ° — *»' Sir* 

3x* — 5x' _ 12731-^2160 _ 148 x -(-160 1250 
(x»H-4)»(«— 6> ~ 841(x»-4-4) a8(x«H-4J* 841 (x— 6) * 

8x*-3x ^-^5_ 8x« — 3x»->-5_ Ax + B Cx - I) Ex + F G 

(x»^2x-<-3)='x ^ Kx-^ l)'-f 2]> X ~ x'-+-27-h3 (7*-+-2x-+-3)» "*'(x«-f.Äx-|-8)*"^ x* 

8x*— 8x*-*-6= (Ax + B)x (X« -j- 2x+8)»-f (Cx -<-D)x(x«4-ax+.3) + (Ex+F)x+ 

G(x»-»-2x4-3>' ' • 

ä(Ax-HB) (x» 4x* -t- lOx* -h 12x* -h 9x) -4- (Cx-HD) (x*4- 2x'-l- 3x) 

-+-E X» F X 4- G (i* 4- e X» -h ai X« + 44 X* -h 63 X» H- 64.x + ST) 

=x«<A+0)+x* (4A + B+60)-f-xVlOA+4BH-C+210)+x'(iaA 

+10B +8C+ Dh-440) +x'(9 A+ 12BH-8C-^2D+EH-680) 

-f^ X (9 B H- 3 D H- F -I- 54 O) + 27 G ; 

AH-G=0, 4A4-B-h6G=0. 10 A -i 4 B ^ C + 21 G = 8, 12A -H lOB 4-2C^D-4-44G 

= ~3, 9A-f- 12B + 3C+2D4^E-+-G3G = 0, 9B + 3D H- F -f 54G=0, 27G=5; 

6 10 67 181 37 161 ^ 6 
A = -^. B = -^, C-^, D- j-, E=:y. ^^T' ^-gf' 

8x*'-8x»H-5 6x-H0 87x— 181 a7xH-l6l 6 

(x*+2z+8)'x ~ 2r<x«H-2x+8) 9(x»+2x+8)«"'"8(x»+2x+?)»"^27x ' 

Die hier angewandte Methode zur Bestimmung der Kon-^tantcn A, B,... reicht aller- 
d'mfrs unbedingt aus, and ist iu so ferne sa empfebieu. Doch lAut «ich in manchen FAUea 
rwcbcr zum Ziele gelangen. 

Ist in der Gleichung (b^ der Bruch mit dem >>eaner x — a nur einmal vorhanden, (Lb. 
Ist X — « «inlkcher Faktor tdd F(x)> so oriilK man aoe (b)t 

(x--a)f(x) _, . 
F(x) 

wo die nach A keaunenden Grossen B&mintlidi den Faktor X— haben. Auf der «nlta Öoito 
ist der Faktor x — a im Z^ihler und NenoOT oothalten , man kann ihn also weglassen. Da 
aber die Gleichung für alle Werthe von x gilt« so seue man x = a; dadaroh bleibt auf der 
swaitOD Stito blon A, ao daH der Werth, den naa anf der ersten Seite erhalt, der genuklM 
OrOwo A gMeh tat. ~ So in entOB BeUpiol : 

7x — 6 A B ^ C 



x(x-h8)<x- 


■«)"" 


7x— 6 




(x4-3)(x- 


2)~ 


7x-6 





X x-h8 X— 2' 

5 5 

A-i-...? iarx=0:— ^ = A = -5-5 
— o 0 

B + ...,«,, = -I.I^=B=-|, 



7 X — 5 9 9 
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Diese Metbode ist allgemein uod läASt sieb aacb mittelst Auwenduog der Diiferenual- 

tmknvokg UM in Btgalii fuMo» vi» vir au ■•fgw wolton. 

§. 30. 

Zvailt BwtUanMiUK 4tr KmutavlM tn dm Zlhlm dnr PiitialbrtalM. 

L Enthält (§. 29) F (x) den reellen Faktor dea ersten Grades x — a 
nur einmal, so eatspricht ihm in der Somme (b) nor ein Partiaihmeh der Form 

— ^ — . Fassi mau alle übrieen Brüche zu^aluuleu und ist deren Summe 
X — a " 

— 80 enthilt 9 (z) die sAmmtlichen Faktoren von F (z) anaaer z— a« 

d. h. es ist F(x) = (z — a) ^(x). 
Die (b) Ist ako 

FW »— » »<i) X — a 

Setzt man hier zss a, so ersoheuit unter der Form ~, deren 

Werth (§. 22, 1) gleieh F' (a) ist, indem z — a als Differentialqootienten 1 
gibt. Daraus folgt 

f(a) = AF (a). A - ^f;^ . (e) 

liiebei tritt die Aafgabe auf, den Wertb einer ganzen Funktion für x = a sa beredliini. 
Bieffir gibt es eioeo sehr einfachen Mechanismus, der im Folgenden besteht. 

Ifan tdinib» die Koeffiilmteii dar PotoDim von x» von der hOehsten angefangen, in eine 
BoilMiBtalBlflie. ohne einen aoszulussen, so das», wenn einselae Potenzen fohlen sollten , die 
ihnen entsprechenden Glieder in der Uorixontalreibe mit 0 einsutragen luind. Nun liilde mnn 
eine zweite Horizontalreihe , derua Glieder verukal unter den ersten stehen and derart be- 
■ebaAn liad, data jedee Glied der ivelten Reihe «u dem daiHber stebeaden der enien er- 
halten wurde, indem man zu diesem Gliede der eratm fteibe dai Produkt au a und dem Tor- 
hergehenden Gliede der zweiten Reihe addirtc. 

Das erste Glied der zweiten Reibe ist dem ersten der ersten Reihe gleich. Das letale 
Glied der zweiten Reibe Ist der gesuchte Warth. 

Einige Beispiele mügen daa Verfüiran klar machen. % 

1) 6^'-^7x» — 2x»—10x-»-8lllrx = 3 an berechnen. 

6 7—2—10 8 

8 16 86 198 046 Werthss5ft4. 

5 82 64 182 054 

2) 8a*— 7x*+12 für x 4. 

3 0 7 0 12 

— 4 - 12 48 -^104 656 Werth = 668. 

3^— ~I2^ 4 1^^164 66ö 

3; 4 X* 80x* -H 7 X — 12 fvir X = — 20 . 

4 80 0 O 7 -.12 

— 20 — 80 0 0 0 —140 Werth— 102. 
4 0 0 0 7 — 102 

Der Beweis der Richtigkeit kann etwa no gefäbrt werden. Sind Xo. »i . • ■ . an die 

Koeffininnten der enien* bo • W b. die der xweiten Reihe, so ist also : b» = a« 4- bn^i a, 

« 
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DanuM fötffc basaM-hfta-ia + wm im Satt btwdit. 

II. Es enthalt« F (x) den Faktor (x — &)" , d. h. z s=: a sey m mal Wonel 
der Gleichung F(x) = 0, so dass F(x) = (x — a)'"^ (x), wo 9 (x) nicht 
den Faktor x — a enthält. Alsdann ist. 

f(x) _ A, A, , A« »(x) 

F(i)-x-a'*'(x-a)^'^" •'^(.-^-"^i (X)' . . ' ^ ' 

X — a (i— a)' (x — a>" 

= A» j» (x) (x - a)— • H- A, V (x) (x - a)^-«-|- (x) + tf. (x) (x-a)". 

Femer: ' . 

^ ' '^7—1^^'^ ^ * ^« - *^ Aj V (x) (x — a)— » 

f(x>— Amfp (x> — A„-i (x — a)f>(x) . ... 

— ^ — ' {x-a)* ^ = A«-e ♦ (1) -»-.., H-A, 

« 

Setzt man in dieser Reihe von Gleichungen nach einander x = .1 , so 
beachte man, dass in der Regel auf den ersten Seiten die Nenner 0 werden, 

80 dass, woil für x — a auf der /.woiten Seite etwas Bestimmtes zum Vor- 
ftCbeia komint^ auch der Zähler 0 werden muss*, und in 

f (x) — A,ff (x) — A— I (x - a ) T ' X) — ....-HA, (x — a>—Xx) 

fQr JE = a nicht nur Zähler und >kenner 0 werden, sondern auch die m — r 
ersten Differentialqaotienten des Nenners» also nothwendig aacb die m — r 
ersten Differentialqootienten des^Zttblers, man zn den m — r + 1*** Dilforen- 
tialqnotienten gehen muss. Ans §. 18' Formel (19) folgt nnn leieht, dass 
ftrx:=:a: 

^rrr-., W - Aa.9^ (1) - A»-, (x - a) (x) A, (x-ar-"»» (x) J 

= f — (») — A„ ».«-'^« (a) — A«_i (m — r + 1) v»""' (a) — A„_t (m — r 1; X 

(m — O^—'-'Ca) — — Ar 0» - r-^ I>...2» (a)» 

B*"**' (x — a)"~*+* 

^^3^1,^, «(«i-.r-|-l><i»-r)....K 

Demnach bat man: 
f(a)«A.#(a>, 



f (x) 

* Irt tberiumpt eine GrOeee, too der man wein, iw lie für z = a einen endllehra 

F(x) 



Werth A hat, und sind F(a), F' (a) F" (a) Nall, nicht aber F"''(a) = 0, «o mQuen 

auch f (a), f (a) , . . ., 
die Aouahme ctreitet. 



f (a) 

auch f (a), f (a) , . . . , f " (a) Nall seyn, da sonst ^^-^ oaeb 22 nicht endlich wäre, vas gegen 
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f (m) — A««m)-aiJU^»'(») _ 



A„_t9)(a), 

f— ' (»)— Ä»»— ' (»)— (m— 1) A„-. -» (a)— (m- 1) (m— 2) A»_j f.» * (a) — . . 
» . . — (m — 1) (m—H) . . >» A, . _ 

Nun ist *W=(;^^» F(x; = (i-a)«»(x). 
also nach §. 18': 

F*(a)csB(m— l)...l9(a). F--^» (») = (« ^ ■•2»>'(a). F™-»ra) =- (m-+-a^)(«+l) 
...3»"(a) F«— * (») = (2ro— I) (m - 2) . . . m a^-" ' (a) 

Zieht man hieraus (f (a), ^' (a), . . y""' (a) und setzt die«« WertlM 

in obige Gleichungen, su erhält man: 
m(ro-l)...lf(a) = A«F»(a), 

(ai4-l)ni . . . 2 P (a) = A.F-*> (a) 4- (nH-l) A«_, F- (a) . 
(«H>9(n+l)...Sr'(a)sA.l^(a}+(n+9A»-il^'*^Ka)-h(nH-l)<m+l)| 

A»^F->(a)» \(o*) 

» 

(2in— 1) (2 m - - 2) . . . m f— « (a) = AmF »"*-' («) H- (2 m— I ) A„_, F ' (a) 
-(- (2m- 1) (2in-2) A„ ^, F»"-'(»)-^. • -H- (2iii-l)(2iD-2). .. (m-^ 1 )A, K"'f.i), 

aus welchen GleichuDgen Dan A«, A«^. A| n;|||ik einander gefonden 
werden. 

Diene BestimTnnng i«t hiernach eine soffmamiti? r knrrirende (nioklanfeiulp), <la ont A^, 
bMtimnit sejD moM, ehe Am— i erhalten werden kaon u. s. w. — Thats&clihch mag &l»o 
das Ynfldim In |. 29 Tomiilelmk uj^ 

Iii. Was nun die Faktoren des zweiten Grades anbelangt, so ist 
(X - a)» + ^» = [x - (« + i)J [x ~ (a - 
ao das« jeder reelle Faktor detswtiten Grades zwei imagioAren Faktoren des 
ersten Ghrades gleich kommt Man kann also^ wenn man imaginäre Faktoren 
in F(z) colAsBl» sieh mit Faktoren des ersten Grades begnfigen» d. k. in der 
Formel (b) des §. 29 nnr Partialbrflebe der beiden ersten Arten sulasaen, in 
denen dann freilich a und b aoch imaginftr seyn können. 

Da die in I und II aufgestellten Formeln (c) und (c') anch Ar imagi- 
nire a gelten, so ist damit die Aufgabe vollstftndig erledigt. 

Allerdings kommen hiedurch scheinbar innaginäre Ergebnisse som Vor- 
sehein. Wegen der Eigenthfimlichkeit der iinaginäreu Faktoren, wornach 
immer zwei zusammen gehören, die sich nur durch das Zeichen von i onter- 
scheiden, beben sich die imaginären Tbeile von selbst auf. * 



• SoefkiUnaasveiBfflche , — d«nn8<inme8=27 . J. : 

X— (aH-^i> x—{fl—ßi) (x — a)'-+,9' 
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IV. Au d«r Forawl («) Ilut ileh ein uftlytiMh inlefwaalir Sata thUtbtm, 4mi vir 

DOcb aujrebon -wollen. (Icsctzt nflralicb, et iMltalM F (s) Um tW dtB tiabslMll FaktOfW 

X — a, X — b, X — c, .. . , und es «ey 

f(x) A ^ B ^ C ^ 



F(«) X — ft X — b X— 'C 

f(x) f(a) f(b) f(c) 



F(x) {x-a)F'(«) (x-b)F'(b) (x--c)F'(o) 

BM«ldiMt nfto Dim nlft S , , . dk Sanne , — —^77-. 1— 

(x — o)F'(x) (» — fl)F'(») (b — a)F(b) 

rfc) 

f(x> ^ f(«) 

*(x-a)F'(x) F(«)* 

SpMl«IIfilrf(x) = l: 

1 l 



(•) 



(x - «) F' (x) F (a) 

Entwickelt maa nan die erite Seite uuch fallenden Poteuzeu tod a, su bat man 

* ~ Föö V « • • V • 

«•telie Grosse der nadi lUlwdra Potanaen « antvlekillaii sw«ll«ii Stitvn Maatlteh Mya 
DftTMw fol^» dan 

ffleicb ist dem KocflizieQiMrfi-oD — -7 in der Reibe, die entsteht, wenn man =r,-r nach tal- 
* a'-*-* F(a) 

x' 

Itadan Potanim tob a entwiekalt. Dabei baaeiefaae* Z — -- die Sanne derieDkm Wefthe, 

F (x) 

velche man erhält, wenn man in y.j^^ für x die sararntüchen Wurzeln der Gleichung F (x) = 0 

ieti^t, vc rausgesetzt, das« diese Gleichung nur einfache Wurzein habe. 

Ist nun n der Grad der (ganzen) Funlition F Cx), also n — 1 der ron F'(x), so kommt in 

=r7— , entwickelt nach fallenden Potenaeo, xaent das Glied vor. Daraus folgt, dau weun 
F(a) iT» • 

r<»-l: 



Mjn wird. Ult n^ditB f (x) eioe ganse FunklioD, deren Chrad ^n — 1. 10 iit aneh 
netbiveod^ 

^^i=«- • « 

aedann — . , ^ — ^ ' 1 • ^ew» Snmne ebeofUis ntHl i»t» wie sieb aoi den 

[x-(a-+-/?i)I" [x-(«-,y.;J" 

Fofnehi des S.4 aeigen Iftsst. Ist A-hBi=R[eo«4^+i«m4>J. x~-iu-i-fii)—t(cot9)-¥'iim9), 
n liC dieee Snnne 

B<ee«^'»'i<fa^r*(eotBy "i*mDy)H-R( <;<>jt <^— inn^)t*(eo»n»-i-idi»n^) 

^ 2Rr" CO« (11 V - 
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da alle Glieder, wegen der rorhergebenden Gleichung. Null sind. Ixt F (x) = a x" + bx*~* 

V A X—» + Bx— >H- . . . . H- K _ 2 Ax— « 
nax— •+(«- Dbi-^-h., - r<x) • 

Abar wfn (0 i»t ^ !-\ "A" + • • •» K««>W«I von gltieb — , m dan 

t \fl) a a a" a 

y _ 1 Ax—' _ A 

*F'(«)"~ a • * ~ a ' 
d.h. aA »"-'H-Bx--«+....-HK ^^^^^^^^^^,^ ^ 

§. 31. 

iDtegvalion d«r Partialbrfleba. 

Hat man in einer oder der andern \Veise die einzelnen Brüche bestimmt, 
iD welche der Bruch zerlegt werden kaDo, so wird man statt des Inte- 
grals d x Integnile erbaltao, welehe eine der folgenden yierFermen 
haben: 

fAbx f Bbx /* Mx-t-N f Px-t-Q , 
J x-K J (x-a)»' y (x-«)»-+-^*"' y [(«-a)«+<»')"*'*' 

welche vier lotegrele sn emittelo sind. 

Erniittliing Jit zwei ersten. ^ 

I. Die beiden ersten obigen Integrale werden unmittelbar nach den 
Formeln des §. 28 erhalten, wenn man x — a = z,x = aH-z setzt. Dadurch 
ergibt sich: 

/r^=BA-»>--5^8» = B/*---e«=r-^Tf=5==. — (b) 

y(x— a)" y ' «« y («— (m— a)^ 

Ermittlung des dritten Integrals. 

II. £8 ist identisch 

Dm ente dieser beiden gibt, wenn (§. 28, III) (x — a) ' + = z, also 

/7 — ^ — 
- .. wv—z-P 5=5»+?'** = VT 

=m«)=l»[(«-«)'+/»*J- 

Fär das zwote ist zoerst 



y' 8x _J_ ^ 8x 
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Maa setie Don-^=ss, x=a+|l2, ^ = so U( 

arc {tg = z) 
Daraus endlich 

Enmiüang des Tierten lotegnls. 

III. Es ist 

Alf diese beiden Integrale wendet man nan dieselben Umlbminngen, 
wie in II an, aetst abo fllr*s erste (x— s, fllr^s zweite x^ass^s 
und erbftltt 

r («-«)^^ ^ - 1 

y [(x-a)»4-^»J- V 2Cn-I)[(x-a)'-H^*]"-»* 

(i'-Jn-hty ' 

Sind wir also im Stande, letzteres Integral zu ermitteln» so ist die Auf- 
gabe als erledigt anzusehen. 

Aber aus §.27 folgt, wenn man die dortige Formel (7) auch schreibt 

a^e.«a,-y,-es 

und. non setzt 

u = (l-ht»)-l— *), 1^=1. aUo|^ = -2»(n-l)(H-i»)-", 

OS ÜS , 

Da aber z' = 1 +z' — 1, so heisst diese Gleichung auch 
woraus 

y' 8« z_ 2n — 3 r 8g ' 

(l +»»>■ ~ 2(a— 1)0 2y a:*-s»>— » * 

Diese Formel ist eine Reduktionsformel, welche das gesachte 
Integral durch eines derselben Art, aber einfacherer Gestalt liefert. 

Setzt man m (d) nach einander n^ 1, n — 2, . . . flir n, so er- 
hält man: 
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y ' ex I 2n — 5 r 8i 

(I + »•)'-*."" 2(n-2) (1 4- X*)—» "'■20-47 **)""• * 

y * 8x X 2b — 7 r 
(l-*-i«K^^2(ii-3)(l-l-iy-«"^2B-eya4-»»J^' 

• « 

/ * 8z ' X ' 1 , _ * 

y (1-+-Z')» 2(1+ X») 2 

Daraus, wenn man io (d) nach einander eiaaetzt: 

8« _ ' « 2b~8 . « 

J(1+bY l) (14-«')^ a »—2 2(b— 2)(l+i«)^ 



2a-->8 2b>-5 



■ 2n-2'2n-4'2(B— ^(l-H2»)« 

2n — 3 2o — B 3 x 2n — 3 2n- 5 1 
■*"2n-2"2B-4 ■ 4 2(1 +i')'^2n — 2 2«^ 2 '^•^W=»)« 

Setit nwQ hier s = ^^, so hat mair da« Integral, das gesnclit 

wordtt*' 

So erhalt man: 



A 



[(x— a)»^-/?'J" 2(b— ' 

Fa-rQ r X — tt 2n — 3 x - a 2n— 3 2n — 5 x — a • 

2 L(a— "^20^2 ■ (n^)^* M"-*"^2n^2 ä^^l (d~3)^>»-* 

2tt— 8 a»— ft 8 «~a . 2b— 8 gn— 8 8 1 «— «M / v 



,v f 7x — ö . « 6 26 rex 9 rex 



. y «•-8x*4-i8x*~a7 e*y »-8"^ ley (x-8)»^ 47 (x-8)*"*"«iy i 



8x_ 

818,. ^ 407 1 133 1 7 



^8xiiaQh(c).woH=6,N=3. asO. ^:s2; 



=^-8«-^-|<(x)-^y^(«+S)^-c 

=^*-8x4-y/lx»(x-t-3n + C. 
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/8x*— 3x* + 6^ t f n-2 . 1 /' Ö7x-I8l ^ 

»y(»«4-2«4-8)»**'"^27y T* 

Da ferner x'+2xH-3=(x-»-l)'-h2, so ist a=~l, j9=V2, aUo nach (e) 
und (e>: 

y ' 67X-181 67 62(xH-l) 62 /'^_L±i^ 
Cx» + 2x + 3)' 2[x«-f-2xH-31 x«4'2x + 8 1/^2*^ V.^"" y 2 >f * 

y'jTx+I« 37 31(»^1) ri 3 «»+2x4-3 -1 

(«»H-2x-t-8)»*'*~ 4(x»+2xH-«)* U»+2x+3)»L2'^4 2 J 

Demnach 



/8x»-3x' + 5- 6 /\Ax'4-2x-+-3\ 6 x -.- 1 \ I 

ü^:f:2i:^37'-i^*=-'27'\ ^x J 2772'"'* V^=T2 j^T 

19I-H24X 62 x-i-I \ I 25-h62x 81(x-H) 51 

2(iM:^2xHh^ 9V2^V^ - ^2^"** S 4(x»+2x+8)»'*"8(x«+2x-f.8)'*'8 V2 

/ 5 /^ ^Ax'-t-2x+3 \ 485-^2l7x 25 4- 62 x 

arc\jff~^^J- ^ J 72(x»-|-2x+8)"*"l2(x»-h2x+8)" 

-691 _ «H-1\ . „ 



R) Eben so 



y^^rx^ 2x^ 2x -^x-M^''=ie'<*"^*>'*'4(i:n]^ 8(x-. d= Te'^'-» 



» c. 



7) Zur Veiraiig rnttgen etwa dienen: 
=(x-l)«x], 

yFx 5i'^2t ^2 1 ,/x* -l\ , + I . 

-f-C, lx»4-x' — X*- x^ = x'(x' + l>(x-r-l)'(x— 



x*8x 1 1,1. 1 .1 ./3x4-l 



H-8x 12 27 



81^-^2«\-T-j-^^ 



IV. Sobald nunmehr ein Integral auf die hier betrachtete Forin redozirt 
ist, 80 Icaan es «I« beatimmt sngaselien werden» da wir hnVontehendeD atte 
mOglielieo Fälle erledigt habeo. 

Auf die vorsteheode Form lassen sich diejenigen Integrale zurückführen, 
welche Pbteozen mit negativen oder Bnichexponeoten enthalten. So wird 
das Integral 



mx-'-HBX-l-px 
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die frflhereForm annohmen, indem man Zähler ond Nenner mit z^mnltiplizirt. 
Eben so wird das Integral. 



•»VxH-bV^xH- cx „ 

4 S— 



8 X 

wenn man x = z * ^ also r- = 12 z ^ ^ seUt , werden : 

OB ' 

12 / — . — j-z"öi=: 12 / . x"8i. 

und hat nan die rrfihere Form. Wie man sieli in anden ähnlichen Fällen 
zu helfen hat, iat hiemach leicht zu fibersehen. 

§.32. 
bnltoiu]» Intognl«. , 

Auf die in den vorstehenden §§. näher betrachtete Form lassen sich 
.nun leicht diejenigen Integrale bringen, die ausser ganzen Potenzen von x 
Bodi die Grdtse ViT+Tz + ez* enthalten. Ein aolehes Integral wän etwa: 



'ßx'-f^a Va -r- bx cx» - 

8 X • 



7x— 12\^(a-^bx-l"cx')* 

Wir setzen dabo! voraus , dass ausser dieser Grösse keine andere ähn- 
licher Art mehr in dem Integrale vorkomme. Dabei müssen wir drei Fälle 
Doterscheiden. 

I. c = 0, d. h. die vorkommende Quadratwurzel ist bloss y^a+bx. Man 
setze nun (§. 28): 



— TT" . 1. s « 8* 2« x' — » 

a+bs^i.a-f-bsss» b|^=2t, = _ 

so wird da« Integral nach z hloaa Potenzen von z enthalten. Käme flhrigena 

y»-Hbz vor, 60 hätte man zu setzen 

\r . ^ ^ ... . 2» — a 8x nr"-* 

0 OS o 

r 8x 

Sey ^- y Y^^^ integriren, so ist 

V/a-(-bx yVa-^bx8» by 1 b b 



£ben so 



= p[yK(»+kx)'-|-K(.-l-bx)'] + C. 
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II. c > 0. Man setze 



yZ+bx-f cx* — i — xKc, aH-bx4->l*— z' — 2zxV^c-hjtr*r a-+-bx = i* — 2ixVc, 

*=b+5n^- »i^ ÖS^.)' .=«K.+V»+k.+«'. 

— . '-^^^V^cgs ^*'*^*.^*"^*^^ , 60 wird das latesral auf die Form 

in §. 29 surflckkoinmeD. 
Alto s. B. ftre>0: 

m. c < 0 , d. h. negativ. Setzen wir, um diesB klar zu machen, — e 
fOr c, wo non o als positiv «ozaseben Ist, so kommt also In dem Integrale 
die GröBse V a-4-bx— «z* vor. Es Ist aber (vergt. f. 29, Note) 

Ist nun b' H- 4ac<0, so ist die Grösse — ^ "4***^ fürallemög- 

lidien (reellen)* Werthe von x positiv, also ~ ® [(*~"^) ~ ~ 4^;^^J 

immer negativ, d. h. alsdann ist V a-l-bx — ox* fttr alle Werllie von z imagi^ 
när. Derartige Integrale können in den Anwendangen nicht vorkommen, da 
dort nnr reelle Grl^ssen betraolitet werden. Wir werden also den Fall, da 
b'H- 4ac< 0 ist, gar nicht beachten. 

Ist nnn eher b»H-4ac>0, so iSsst sich Tx - ^^V- hi ein 

Produkt zweier reeller Faktoren des ersten Grades zerfälleu, da 

Aber aneh nnr in diesem Falle ist eine solche ZerftUung möglich, da im 
Andern Falle ^^~^^r^ imaginto ist. 

Kommt also in dem Integrale die OrOsse V a-t-bz — ex* (e > 0) vor, 
so werden wir dasselbe uur dann einer Betrachtung unterziehen, wenn 
a+bz — cx' sich in zwei Faktoren* des ersten Grades Zerfällen liest * 

Sey nnn 



• Der ntiHiTP F.i't knme auf i Vox' — b X — a larOek, «ad g«hSite dann to II. Na- 
törlich vif e da« Integral j«tst iniaginSr. 
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wo o, a , ß' bekannte reelle Zahlen sind. Alsdann setzen wir 

und erhalten, da V a-f-bx — cx» = Y{ax-irß){a' i -h/r) : 

(« X -4- (?) («' X 4- ^) = «» (a' X -+-^)», ox 4-^ = I» (a' X 4-^). 
. Hieraus findet sich 

80 dass das pnigefoniit« Integral rational aosfllUt. — Endgiitig ist dann 

^_ V »H-bK — » K«_ V(ax-i-j?)(a'xH-7^ 

Letztere 0.«sse darf ,,,eUI W«^. w«» 

«'X-+-/J' potitir üt, d. h. wenn die Werthe Ton x, die man hier anwenden darf, ond welche 
Jedenfalls {ax-hß) (a'x-\-fi' ) positir machen müMen, auch a' x + ^ pociii? machen. Im 

anten Fali« wSi« s« — ^^£±i . Di« btidMi Faktor ««H-^. habra flbi^m 

Btttfivtndlg 4aiMlb« Zeidiai, da Ihr Fkodnkt podtiT ssya UM 
All B«if pide w)Uil«B vir 

Baaberaa' SS .5., lo ist (wm a {nmiÜt) 

y^d^' wo5a-3a« = «(5-8»K al»«=l. <l=0, a'.«:-8, ^«6^ ««3: 

-jfc 

= JJ— J^^*»'*^^^^-^ J (S-3, IV>, so dass das erhaltene Resultat anbe- 

dingt gilt. 



Daraas 
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Da aber 5 X — 3x' = x(5 — 3x) immer positiv aeyn muss, so kann x nicht 

5 

negttlir Mjn; Ar pontiT« Werth« wird 5 — 3x negatir, wenn x>-|-, so data also 
0 mid Ifogen moM. Da hieniMh — 3x -f-5 > 0 ist, so luH mMi 



2 

~ o are 
V 3 



Zw1lMorted«rClrtBssa€NPe(MN = s)t äre(i(^s=s). 

IV. Wir dnd bai dtesw Bsispitim vorsofivdse auf df« gMiMMtrisebsn FonkftioiMa ge* 
taugt» von denen vir in §. 3, lY knrt tpraefaen, and ea mag gestattet seyn. hier Einiges in Be- 
zug auf dieselben nufsaführeo . wobei vir« -aos dsn in 3 aii|{tfUir«sa OrQadeo , nqr von 
sveien derselben bandeln wollen. 

Wir babeo bereits dort schon angeführt, dass immer 

arf(f6i= — t£i = — atns{$in — a), are(iff = — a)=t'^4Kr9{ijf=sa) (a) 
saf , «aldia CHtislinigsa ans dar Eriillraaf soCnt harfaigalien. 
Wir vaOao ans ab«r Jattt dia Aafgab« stall««, di« GrOasaa 

itt «nnitteln. Sey 

ar«(«M = a) = a, ar0(«t« = ^ = b, alao«Ma = a» iinb—fi, 

soist 

Wii(a+b) = MaaMab + eMa«A»b«r«Vl— /»"-h^Vl— «'* 

TT 1t 

da CO« b mid eojra immer positiv smd, weil a und b zwischen — „- and + — liegen. Aus 
«Alk folgt aber nicfatgaiadaio k= «r« («MS bX «s nUMt« denn k swiaahcii — and 
-f- ^ liegen. Ist also a b zwischen — und -H ^ . so ist a + b = are (fm = a V^l— /»* 
H-itVl— «•)» d. h. ar« (#fii = a) -f- are (mm=^) = ar« («As=aVT^»H-^ V*--«*)- 
Da ab«ra nadb iwiaeban — -^wid,4- -fliegen, a« kann a+b von —«bis H-«gali«n, «o 
daaa man in Wahrbait dnl FiU« nt«iaoh«id«n nnas. 

1) a+bswis«lira — «und»—-. 

Dazu gehört , dass sowohl n als b negativ sind, d. h. dass a und ß e.<i Kind. Ueberdiess 

muss eo$ (a + b; jetzt negativ ausfallen, d. h. V 1 — V l — /i' — 0,^^ muh.s negativ leyn. Ist 
diaaa aber dar Fall nnd aind a, ß bald« nsgativ, so Uegt Imdi n«tb««od i g a -f>b iviadNO 

. -i»mid-|-. 

In nnserem Fall« also ist ora («AssraV^l — ^H-^ Vi — a*) n«gativ, so dass vir nur 

setzen können: 

s + b = — « — ar€{tim—u X \ — -i- (i V l^"«^ , 
da jetzt die zweite Seite zwiiehen — « and — ^ liegt, und überdieti ihr Sinns gleich aV^l—^* 
-hßVl^a* ist, wi« «edaagt. 
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Zar Theorie der OröMen anitim=:^, an(j^=tt^, |29 



» + biiriediiB--loiid-J-^. 

2 2 



***** positiv, und wenn dies« der Fall ist, so wird a + b 

iwifichen — — und y Hegen, da für den ersten Fall co* (a b><0 und im dritten 



3) a-f- b swieofaea -^uniit. 



d* nnr dieee QrOno twiscbeo ^ und jr liegt and ihr Sina» gleich a V^^-ß*-t-fiY^-^*iKL 
Mau hat aUo 

1^- arc {tin - a YT~^~ß'-i- ^ V 1 - . wenn a und ^ 
negaÜT and V^l - «• Vi — — a/9<0; 

Vi-/?' -«/i?> 0; (1,) 
«-arc (*m a Vl -,:/»-)-^ V f^^ . wenn a nnd ^ 
poritiv, und Vi — a* Vi — j9» — a^<0. 
j Dieee Femeb gelIeD ubediogt Setzt man — ^ für , so ergibt «ich : 

l—n — are{stn = aYl—fi* — (iYl -. wenn a and 

— /9 negativ, Vi"" Vi— <^'-+-«t^<0; 

t(ßmz=ia)—on{imz=fi)=l «*-g<*^ = a Vl- l^'-t^ Vi -«*), wenn Vi a»X 

Vl-<** + a/rf>0; (b') 

« — are(<t» = a Vi— — i^Vl -«^, wenn o and 

— /»poikiv, Vi Vi--^-»-«/*<o. 

Seliea wir mn Vliter or« (t47 — a) = a , orc (ror ~ /?) = b , also /<7a = a, e;/h — [i, so 
iÄ (a-i- b) = ^^^^ • i»t a-i- b zwischen — y und 4- . «> folgt hieraus lofoit 

M-hh^areQff^j^^^, d. h. «i(l^H^{^=(i>=«w(«y=^^^. Daiber 

radi Uer wieder a+b Ten — tfUe H- ff geben kann, so hat man dieselben drei Falle, wie 
woiliiii. Ott Entedieidiiiig Hegt wieder in den YoneldieB ««n a «nd (>imd In Mt(n4-b). 
Urtnlich 

nM(n-t-b)>0» d.h. cMn«Mb--mnftmb>0, d. b. l-'i^n^b>0;* 1— •^>0. 
noUeglm^-bswiidwn — -=-aBd+ •7. Uknber 

ew(a+b)<0, d.lL«0fn«efb— Mift«Aib<0, 1 — <^a<^b<0. I— o^<0. 



• IXeeer SeUnee iet nnr riebtig, wenn «et n b positiT ist; denn nur dann haben 

. .. . co«ae0«t->Mnn«Mb 

coszeotb — iwitmh and eeiueefh ~ —/jra/^b dasselbe Zeichen. Ab«rco«a 

nnd Mh eiadMde pocMr, dn a ond b iwiidnn — nnd + ~ liegen. 
Oleaf er* Dillweatial.«. laletnMtMiaeer. 9. Ann. 9 
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Zu TlMoria der GrOsMo arc (#tn = z) , arc lg = z). 



Mttlgt*-4-baBlw-' oder ttb«r + Eiinoeit man sieh nim« dau die OrBitea 
i«H-ar«(^=r)> — «+ar«(^ssr> alle dieiellie Ta^g^nto y haboi, a» «r- 

flbtikbt 

•s + are Q^^ '^^ß ^* wenn a and ^iiegatt?, 1— «^<^0; 



I 



In 0>)^sa, so ist 
— «— arc (»in = 2 o V^l — a*), wenn a negativ, 1 — 2a' <0; , 



« — Off« (m = 2a Vi— »«™ « FmW». l —2«' <<>• 
EbtBaQM»(e): ^ 

I— «4-ar« = j^^^. « negaüT, l — a*<0; . 
arc = j^i^i) » ▼enn 1 — a»>0; (•) 

Da tenar «abadiagt: 

jrtHÄ^S— - t 

•a Irt, WM ^it««* ^— aM(^=a). wo wir ^ twischen — -j- »d -f-yeineeUleMen, 
.0 da» anch ^ = «re(m=^^j^^ =«re (*6.= ^^): 



Data gahtt» dia FofoMl 



«ilaha ana ^^s= — sich abea ao «ig^it. B«Ua mitaiU^ keiner ^ntun Bedingung. 
SetaHnaain(c)^=— , ioirta<J=l, 1-1=0, ^Zl^^^^^^^y^^ V^^jV 



U U+i SB - y, waMi a negaör; 

•ra(^=a)+areU=-)={ „ 0») 

^ ^ I ~ , wenn a pouttv. 

Derlet»teFallin(c)Terlangt, dassy-;^-^ *=— QO. arc ^<^= — g i 

werde, wodurch er auf den aweiten aurüek konunl. Ueberdie« lasMU «ich die (h) leicht un- 
mittelbar erweisen. 



Digitized by Google 



AnwcDduDg «of du frOlien fiaiapid. 

V. Wir wollen von diesen Formeln in Bezug auf das zuletzt bestimmte Integral 
Gebrauob maelieii. Nach (e) iat^ d» 1 — ( V — ^ 1 = 1 — ~— - ^~6x 
Bicht inmierpMitiT: « os 

\ 5 -3t/ 

wora noeh -f- jr kommt, wenn 5 — 6x <0 ist. Also ist auch 

y^onyt, r=Tx— j ^yl-^^' 

n 

Da aber - ^ -f- C eben auch eine Konatante iat, so genflg» dai erste TeUtUadig. 
Daaadi (h) 

,1» A G X - 6 \ 

konstant anter C begriflbn wird. 

Aus (f) folj^ ferner 

Endiich gibt dieselbe Formel: 



6x — 5 



\ V ♦.8x(Ö-3x)/ 
«, da« a«cbyj;^|^==^a«(««==^) -HC. 

VL Wir bemerken schliesslich wiederholt (§. 26, V), dass zwei 
RMoltet» 

J ^(x) 8x = r ^(x) 8x = (X) 

als gleicjuprftfig^d. h. gleich richtig) anioiehen sind, wenn die Differenz 
P(z) — F« (z) eitle koottaate QrOsse ist. Findet mao alio 
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/• 



f(z)ax«P(x)+a. 

wo a eine bestimmte Zahl ist , tto kaoD mau a ftlgUck weglassen und statt 
allgemein 

Man pflegt dann za sagen, es sey a mit der willkttrlicbeB Konsiftoten 
inaammengezogen. 

Beispiele nrUebmg yntim wir amiMlir selten foriegen, da (fit latefrallafela 
diteo in Menge liefern , and man des Gebraoehi vagen doch aor&tben muu , «ich solche zo 

-rerscbaffen. Man besitzt in dpr deutschen Literatur Intepraltafeln vnn Meier Hirse h, 
Sobncke, Schobert, Mindiug u. s. w. Für uns genügt es nun, die Fomeln aulsost^eo, 
and an einigen Beispielen zo seigen, vie sie xn gebraacben sind. 

§. 33. 
Binomische lotegxale. 

L Bereits in §. 27 haben wir mehr&cli Gelegenheit gehabt, sogenannte 
Bedaktionsformeln'za entwickeln, Termittelst welcher ein Integiml auf 
ein anderes ähnlicher Art zarUckgeAhrt wird; diese Redoktionsformeln 
spielen überhaupt in der Integralrechnung cino wichtige Rolle und wir werden 
nun vielfach Gelegenheit haben, solche an bilden. Znnftehst soll diese der 
Fall seyn fhr das Integral 

><ax-H-i>)'dx, 



welches man ein „binomisches'" 2U oeuuen pflegt. Setzt man in der Formel 
(7) des §.27: 



y»(a.-+b)^. |i=x-rf«»^=an.(.x. + b)-»x-'.«=|^. 



so ist 



Beachtet man dasa x"*' = x-x» = x- [^—^-7]» «> 

J\m^n ^ b^r-l ß , = ^ [x" (^^ ,n ^ b>^*— -J- X-CaX« b)«^ J 8 X 

s=-j-^-(ax''-Hb)'8x— ~ yx"(ax- + b)'-»8x, 

also in (a): 
yoraos 
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Grosse dhridirt: 



ylmU^m^iAfA x"'^'(ax ° + b)' nrb /* , 



(b) 



Setet niaD r 1 ao die Stelle von r, was man, da r beliebig ist. aicher- 
Jicb kano, so erhftlt man : 

worsos onmittelbar folgt : 

Jx (ax -hb) 8x „b(r+l) y^-("'+ <•) 

Setzt man in der Formel (a) an die Stelle von m und r: m — n und 
r + l , so hat man : 



woraus 



(d) 



x.(a^ ^ b)' ex« j^^^-^ ___y^^^.^ ^ ex. 

Da nun ^-"(ax" ^ b/^'^x— (ax"+b)(ax■ + b)' = ax-(ax■•^-by 
^- bi—'Cai" -i- b)', so i^t 

yx*-* (ax« + b>»8x, * 

wonos folgt 

V o<rH-l)^y ^ an(rH-l) aii(rH-l) ^ 

(ax« + b)'8x, 

/x-<^,-+b)-8x=i=::;:^^^^^^ /;-.(ax. + b)'8x (•) 

Setzt man in der f^orrael (e) ra + u an die Stelle von ra, so erhält man 

/i--(ax-+b>'ex:^^-;:lii^^^r: /;.(a,. + b)'8x, 

würaos dann folgt 

Die sechs Formeln (a)>(f) sind mm gesachten Redoktionsformelo. 
Sie haben die £jgea5chaft: 
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BfnomiMb« Intafiil«. 



die erste: m zu erhöhen, r la erniedrigen, 
« zweite: in nicht zu ändern, r la erniedrigen: 
„ dritte: m nicht zo ändemd^.r zu erhöhen, 

„ vierte: m zu erniedrigen, r zu erhöhen, 

„ fönfte: m zu erniodrigen, r nicht zu ändern, 

„ sechste: m zu erhöhen, r nicht zu ändern. 

Man wird leicht einsehen, dass dieselben in allen Fällen, m und r mögen 
positiv oder negativ seyn, genfigen, um das vorgelegte Integral aof ein ein- 
facheres derselben Art zn redoziren. 

II. Die obigon RednkCionslonneln sind nicht anwendbar, wenn: 

ni-f-l=0, in-+-nr4-l=0, r-M=0, 

da in diesen Fällen die Nenner zu 0 werden. Diese drei Falle miussen also 
besonders erledigt werden. 

I) Sey m 4- 1 = 0, also m = — 1 • so ist das TOigelegte Integral 

X 

Ist nun r eine ganze (positive oder negative) Zahl, so gehört das Inte- 
gral zn den in §.29 nfther betrachteten; sey also r allgemeiner ein Ümch 

-1- , so dass das vorgelegte Integral gleich 



ist. Man setze nun a x" -h b = ä", also x = Q ^ " • ii ^ n" C"^T^) 



1 



T^=n'""(^)" .("• + >•)- = /. »Ut (§.28): 



nj 1«— b • 



welches Integral nun wieder zu §. 29 gehdrt und also nach der dortigen Weise 

erledigt werden kann, da ß'nnä a ganze Zahlen sind. ScMkasllch ist dann 

\^ 

z = (ax" + b)" . Ist r eine ganze Zahl, so sey /9= r, «= 1 , und ax* 4- b 
= z, wodurch dann 



X nj b' 
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2) Sey r+l=0, r= — 1, also das vorgelegte lotegral 

/X» 8x 

SO kann es immer leicht auf die Form de» §. 29 gebracht werden. 
(§.31, IV.) 

3) Sey endlich m+nj+l^O« io seUe mao (§. 28), wenn r = — : 



ax"+b«=<"a« 



-1-1 



— -^b /z«-^^'-' (««-») 



8t. 



Dm aber mH-nr+lsO, eo Ist 4- r = 0, 55^4-1 +r=s 1, 

Jklao 

x-(ax»-+-b) 8x= /-V 8«. 

w«leb letzteres Integral direkt za denen in §. 29 gehört Schlieaelieh ist 
» = (~r-^) • Fttrein genies r ist^sr, «lio 

Iii. £inige Beispiele mögen das Verfahren erläutern. 

1) Sey /*7~i4= an betÜnmisB. Bier ist m= 5, r= — 4'« « = 2, »s — 1» 

J Va*— X* ^ 

b = a', und also, wenn man m erniedrigen will, nach Formel (e): 

Aof dM letale LitegnJ wendet naa dieedbe Fofmel an, b der ms3 ittk und hat 

'A_JF!_8« ■ 2a' /• x85_ 

Das jetzt noch rorkommende Integral ist bereite in §. 28, IV bestimmt, gleich 
— y"** — x', sodass 
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yöx . • 

^%r-i — , ermitteln, wird raan die Formel (f) anwenden und 

finden : 

f ^ X _ 1 r a« 

DmdMletste n besChnmen, «ey Va' — x'=». a»— x» = a», x'=s»*— z', 

6x_ 1 8z z — z 

J xVi^*~J X ö. y^i^» ' ya«-!» s "-y 2»yaH-m 

. -^2»yr::i^2V^-->-2i'<'+'>=2-a^C va«-,»-hJ ' 
und also 

8« _ Va»^x-Yl 3-13 /- V7nZ^-> \ 

3) Man sull y(2 3tM-3)* Nach iormei (c), worin m = B, a=^'df 

r= — 5, a = 2, b = 3: 

y ' x'8x _ x»(2x^-h3)-^ 1 f x^bx 
(2x' + 3)»~ 36 '**12y(2x»-f-8)*' 

y<2x« + 8)*~ 27 

y" x"8x x' r 1 . 2x«-t-3T 

(2 X» H- 3>» - »(2x«+3)* L 4 "arJ ^ • 

/' x^bx 1 
T-, bestimmen. Hier m=3, n=8, r = — v> 
yi-Hx" ■ • 

m 4- nr 1 = 0 » so dais nach II, 3 : 

l+X»=::x-i\x»=pl;y,» = ~-i-j.=(.»-ir*. |i = -l,(,«_ir2, /hT» 
imdda(§. 29): 



(ni=8, n=3, r= —4, a=2, b=3, nH-nr-^n-t- 1 =0;, 



2(«-l) 2(14-1)* 

so ist 
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und da 



so i«t auch 



IV. Auf die hier betrachtete Integraiform kommt 2uaächfit das Integral 

y(ax-l-b)-(a'zH-bO'ex 

zarück. Setzt man nämlich ax -f- b — z, x = , — = — , so ist 

a S s a * • 

welches Jutegral zu der in diesem §. betrachteten Gattung gehört. 
Dessgleichen lässt sich das Integral 

yia + bsH-esVOx 

auf dieselbe Form redaziren. Da nämlich 



a 

80 setie nuD 



. b 8x , b 



und bat 

Welches Integral sn den oImh b«tnebteteii (m= 0) gehOrt 

Btdifctiraifoniisln fDr Jx'^i^+hz+tx'jr 9x, 
V. Fär das Int^al 

^■(a+bx+ex»>' 8x 

lässt sich direkt eine Rekorsionsformel entwickeln. Setzt man in der Formel (7) 
des §.27: 

y«(a+bx-*-cx»)', ||=s«,||sr(a+bxH-ex')^(b+2ex). ■=^. 
so ist 

yx"(a-hb« + cx'>'e, = '"'"'<*;|;j;f^-^'^''^ -^yi-^^a + bx+cxV-'ax 

TsnnOge welcher Formel das vorgelegte Integral auf zwei andere derselben 
Art zurQckgefdhrt ist Setzt man zur Abkärzong aH-bz + cx'=X; ferner 
r 1 flür r, m — 2 f&r m, so folgt ans (g): 
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]MiiktfoMfimMlaftryx»(*-t-bxH>ex*)'8s. 

J m— l m — 1 y m — 1 J 

oad da 

so ergibt sich au8 vorstebeDder Gleich uug ieiciit: 

SeUt man hier m + 2 Air ni , so zieht man aoch daratu: 

y (B+l)a a<iii+l) J a(m-hl) J 

Ist m eiiM 'positive gann Zahl, so kommt nach (h) das Integral 

J^x'X'dx schliesslich si^i J* x X' 9x und Jx'dx zurück; ist m eine ncga» 

tivo gaoM Zahl dagegen ^^J\ »od ^X^x, Von diesen Integralen 

ist yk' Öx bereit« in XY. erledigt, ferner aus (h) für m = 1 : 

J g(r+l)e 2e(r+IX/ 2(r+l)e Sey 

so dass auch dieses Integral als erledigt ansiseben ist 

Weiter ist 
oder da 

▼emOge welcher Formel das sn erledigende Integral anf ein anderes der- 
selben Art snrOchgefthrt ist. Setzt man m (1) — r + 1 Ar r, so erhält man: 

y 'ex -^1 b re« 

Diese Formeln genügen, um die sämnitlichen Integrale der angegebenen 
Art XU reduziren. (Vergleiche auch §. 37, IlL) 
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§• 34. 

I. Das Inttgnl 

lässt sich leicht auf die Form in §.33 reduziren, wenn man setzt co«x = z; 
doch ist es besser, die Reduktionsformeln f&r dasselbe QDillittellNur absnleiieil» 
Setzt mao in der Formel (7) des §. 27: 

•■-I i- • / t09-*-^X 

y=«iiP-"». r- = «M"amx, r^=(in— l)**i"-«x«»ii. is= — 

öx ox n-rl 

60 ist 

^ A *Mi"-'ieo*''^»x m — 1 

^>«ri>.« ____ + _y^,^.„. 

Beachtet man, dass «m""' x co«"^* x — .»?Vr~* x co*" x cos"* x = sin'^^'x 
cotTi^l —gin^x) = 8in''-*xcos"x — »iirxcos'x, so gibt die Gleichung (a): 

MPX«0f^xasss -—-2 H- - - /•«•■^XWX^X r /wNFXMt*8s, 

wmns sich ei^bt: 

mFxc««*z8z = — /««■-«xeo*"xax. (b) 

Setst man hier m -h 2 an die Stelle von m, so ergibt sieb lelelit: 

HäUe man anfänglich gesetzt y = co«"~'x, 5- = «»«"x <?ö«x, = 

QX VX 

— (n — 1) «ot*~*xeAiz, a =s lüipf » 

«tiiPxeoi*k8xss — 1 /nN^-^x«of*-*x6x, (d) 

woraus, da 8in***x cotT-* x = sinTx (1 — cos^ x) coa'^'x = m"x x — 
«m*x cos" X, folgt: 

nii>x«o«»x8xs— 1 — /MnFziM"-*x8z, <•) 

m-H n m H-ny 

und endlich, wcdü man nH-2 statt n setzt: 

M^XMf*X'8x« — --^ /«i^x«cW+»xax. (0 

IT. Für den Fall , dass in und n ^anze (positive oder negative) Zahlen 
sind , führen diese Formeln schliesslich auf: 

/ffiLL', . /Ii. f^ii-. 

J J J J eotx J mix J fwx J co$% J nnxcoix 
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Aber ^ x = i, j*CMx'6x = «nz, J'mnxdx^ —eoax (§. 26,V),y^" 3x 

Integral« «n bestimmflii bleiben. Nnn iet 
also 

III. Die Integrale J tg"" \ d \ ^ J^coty" d x köDueo gleichfalls nach diesen 

Fofmeln redosirt werden. 

Ana (a) oder (d) nAmlich folgt (für n = — m, oder m = — n): 

yi^x 8x= —yit^x ex, 

Wenn man irill, so kdnnen als besonders so benfitsende Fonneb auf- 
gestellt weiden: 

y niH-l m-k-\J 

y n-f-l n + iy 

Beispiele Inesa liefern die Integraltafeln in Menge. 

§.36. 

■ 

IkaasMBiMte ÜBtagialft. 
I. Die IntegraU der Form 

WO fein beliebiges Fonktiooszeichen, koiuoien auf yi (z) d z zurück , wenn 
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man setit 2 = 2(x), e% eo$i, «mz, . . . ; das Integral Jf (e') 8x wird f&r 

V 8x 1 /if(i)ei 

IL Gesetzt ferner, m aey P eine Ftmktiou von z, so dass man J^^^ 

nach den bialierigeD Hethodes ermitlaln kOnoe, and say ypdz = Q; ferner 
z eine Fonktion von x, so dass, wenn man 

setzt, R, S, . . . . bekannte Funktionen von x sind, bu ist nach §. 27 : 

■ 

also Jp^dx bestimmbar. 

Sciy a. B. P= 1 , ss=2(z); — w ist 

Q = x, R = x, S = x, . . . . , 



y] (x)» e 1 = X [/ (x)» - n i (x)» ~ ' 4- n (n - 1 ) / (x)»-« n (n - 1) 2 / (i) 

±i»(n~l)...lj(8,27,l). 

8 1 1 /* 

SejveitwPssl, asar«(«Aisx). alto^^ = ^^^;|^,. yFdx=x = Q, 

B=y'y=^, = --VT=^. 8=s-yix=-.x;T=VT=? also 

yQg-^i«-«ax=-VT^>«r»(iAiw)*-»-(n~l)yBi^|^ 

also andlich 



a(a-l)0i~^yi=7 . -l 



m. Setzt man in der Formel (7) des §,27: y = e", |^ = co*bx oder 
wmhXf also g^=ae*\z=s— oder 5—, soiat 
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Integrale ^ •tn» x ö x , ' x öx. 

Setzt man in jede dieser Gleichungen auf der zweiten Seit« den Werth 
des betreffenden Integrals aus der andern, so hat man: 

•»'«ofbx8x = g 1 /•"•wb«*«f 

••«mb»8»= j 1 gi jr J^'amhx,6x^ 

woraus ganz unmittelbar folgt : 

y\. ^ a e"Cbw*bx-Hac ofbx) . ^ 
e"«o#bi8« = --i — j^r^ip hC, 

••■«Mbzdzsz jjy^^p l-C. 

IV. Fttr die IntegrAle ye*'<m*zdx, JeT'cos'xdx eigeben sieb eben- 
&ll8 leicht Rednktionsfonneln. # 



8 z 8 y V 

Setzt man näraiicb y = sin" x, ^ = e" , = n «n"~* x cö« x, z — , 



n— 1 , 



80 ist 



nod %eim y=«<ii^x«MX, |^=e*', ||= (n— l)«»"~*x«>t'x — «n"x 

= (n-1) «n-*x (1 —^»x) - «n-x = (n - 1) «m"-*x - n«n"x, 2=^- 

also: * « 



woraus 



J »* + n* a'-+-ii* y 

Eben so 

y* . „ o e'»i«#^x(a«oix-t-ii«»x) n(n— 1) /* ^ ^ 
e"«o*»x8x=: ^-—5 l^-l—-^ /••*«M»-*x8x. 

Für positive ganze n fahren diese Formeln schliesslich auf^"c<?«xöx, 

y* s*'fmxdx,ye"dx. Dak leiste Integral ist die zwei ersten ergeben 
sich durch die Formeln flkr n = 1 : 
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8»~ b 



•'-«•«ö« jrn — 

••»#Mxex = ^ + C. (Nr. in.) 

Die Integrale Je" sin" bJidx, Je" co^'bx dx werden, wenn bx=:z. 



\J.''^nU,\J.''^nBx 

und haben obige Form wieder. Setzt man oben — n -l- 2 für n, so hat man: 

/V • e x^ _ 6" [tktinx + (n — 2)<o #xl (o — 2) (n — 1 ) /* e" , 
rTn"-*!"" «•n°-'x[a»-H(n-2)»r + (n - 2)' / *in" x 

y 'e" bx _ e" [agof X — (n — 2) «tnx] (n — 2) (n— 1) /j" * 



/lilLa — e"[a»tnxH-(n — 2)co<n| a*-f- (o — 2)* A'^B» 

yV^ _ «>«[a<»>x — (n— 2)<A>x) a»-t-(n— 2)* 

FOr B = 2 und n = 1 Bind diese Formehi oielit .aDwendbur. 

V. Fär die Integrale Jx'^ainxdxt Jx'^ cosxdx erh&lt mau eben so 

wodurch immer eines dieser Integrale auf das andere reduzirt ist, was ge- 
nügt. Setzt man hier — m + 1 für m, so zieht man daraas: 

/'cotz^ — eo$x 1 / Vi'n x 8 x 

7-^ (m— l)x— ' ~ x-^' * 

/»ir»x —tinx 1 f eotxdx 

(m ^) X™-« m - 1 y X*-« • 

Die £ad-Integrale bei diesen Keduktionsformeln sind: 
yifexBx. Jeo.x9x, J*—^** /"v»«' 
von denen die zwei letzten nicht weiter angegeben werden können. (g.27,V.) 
AI.IM.,M«1l««i'<lMl^/.<«»<«<.lU.. lb.te: 

Jx*t0§x%xssz*tmx^^ Jx*9lmxbx, Jx*tmxhx^'^x*909X'^'Z J*x*9Mxhx, 

Jx*9Mx9x^x*ä»X'—i Jxtmxhx, 
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XMfx4- y «Mxfix, y «0fx8xss4iiix, «Im: 
«oixdx = x*niix+4x'00ix — 12x'fMx— 24x«otx+2AM»x-4-C. 



§.36. 

. L Wir woUen setsen 

WO Ä, B, C noch zu bestimmeode Grössen sind. Hieraus folgt durch Diffe» 
rensiruug: 

f4-geotx A[<;o«i(a-Hbco<x)-h(n— l)bOT'n*xJ B-HCtfo<x 

(»+b«o»x)"~ (aH-b«Mx>" (an-bwx)^* 

d. h. wenn man «n'x =1 — co«'x setzt: 

f 4-gco«x = (n— l)bA B a H (A a H- C a B b) cojx -H b 4- C b — (n— 1) A bj co#'x. 

Bestimmt mau abo A, B, C so, dass 

(n— l)bA-haB = f, aA-HaC^bB = g, bC — (n — 2)bA =0, 
d h ft- >«"bf p_ af-bg (D-2)(ag-bf) 

so ist obige Gleiehiug ideotisob nnd die Oleiohaog (a) folgUob richtig. Yer- 
mOge derselben ist das Integral erster Seite auf eb ihnliches redusirt, in 
welchem nnn B und G an die Stelle von f und g treten, womit die Rechnong 
wieder nach den Formeln (b) sn ftlbren ist 

Die eben angegebene Redoktioosformel ist nnbranchbar, wenn n = I, 
oder a' = b', da dann die Formeln (b) nicht benfitst werden könneo* Diese 
FAUe hat man desshalb unmittelbar zu erledigen* 

n. Sey zunächst a=s b; so ist das vorgelegte Integral 

yj^dH-CMs)* J a-(l-f-co#x)- a"y(l4-e<»#x)- a-yO-Hwa)»-*' 

&o dass man diese letzteren Integrale zu bestimmen hat. Man setse x=2i, 

1 + coi^z = 2co8^Zt so ist 

J (l-heoix)" ~y 2"co#«»7,^2»-V co««"z ' J (1 co* x)"-»~2»-*y e<w*»-*x ' 
welche Integrale uach §.34 erledigt werden können. 

Sey weiter b = — a, also das Integral 

f f-^g'-o'^ A4-g- -(i-c o«i)g f-t-g r 8x g /• ^ 

y»*<l— co*x)" y a"(i — c<wx;» »»y(l— eofx)" a-y (l-co*x)"-'* 

worin wieder f ür x — 2 z ; 

y * 8x _ 1 r 8x f 8x _ 1 r 8x 
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III. Ist n = 1 , 80 hat man 

— f — 8x = f/ r f-g /" V 

a-»-b«»*x J n-thcotx " J ik -i- h eat x 

Da ferner 
80 ist 

• /*f-+ pfoitx gx bf — f 

./ a-+ groj(x b b y a + b«o«x' ' 

SO dass bloss das letzte Integral zu bestimmen ist 
£s ist aber 

a4-b«MX=a(^eM* Y + m* b (^«0«> -|- -«iii'y^ 
=(a+b)i»f»~^-(a~b)«m»|-==«w»j[a-l-b4-(a~b)y|-j. 

also 

/• ^ j\ 1 8»_ 

" aH-bH-(a— b)yY ^ ^ 

Man setze nun = z, also (§. 13) — -yl! = > . — = 2. 

cot* CO*' ^ 

so ist (§. 28) 

yaH-bca,x ^.s e. ya + b-^-U-b).« 

z z* 

Wir haben nun zwei Fälle zu unterscheiden : 

1) a-f-b oad a— b tiad immMt. 

Dazu gehört» dass a > 0 und a^ > sey. * Alsdann bat man 

• -l-b + (a-b)«'""a+by . a^ / 

"•"a-hb* 

so dass, wenn z ^-^^ = n , erhalten wird : 

r / • 1 -dz 

y»-l-b-t-<«— b)i» a-j-M ^^a-b^, 8u " 

a-f- b 

1 -i/a-Hb /'8a 1 i/iTb . . 



* Ist b dann podtir« m» iit a>^b, abo a+b and a— b iicb«r podtir; iat b ii«gattn to 
ist dodi dsr abMlate Werth Ton b unter a, abo a-4-b immerhin noc?i posiUr. — Dass a abtr 
positir lejn mosi, ergibt »ich daraas, dass wenn a-Hb and a — b ponitiT sind, ihre SamiM» 
d. h. 2a es auch ist, so wie ihr Prodokt, d. b. a' — b* positiv seyu wird. 

DIcaf »r. DiffkraatiAl- n. Iot«>rral-K*cbnnaK. 2. Aufl. 10 
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Dm InMgral / (« + b co« x>~ ' d x . 



Da aber a + b «od a- b positiv sind, so Ut ^- \/^^- = ^^-^J^^ 



^ so dass 



/'ex 2 x\ (Vergl. 8.28. I, wo Ä» = a-»-b, 



Vi 

yiir^""V^~ V a^b'-^ 2j b* = a-biiiMtMHwir..) 
2) a-f-b poiittT, a— bntgatlT. 



Demnach a + b, b — a positiv, so dass auch Samroe and Prodolit 
positiv, d. h. b>0, b» — a*>0. 

Jetzt ist 

a-l-b«0«a~ y b+a— (b— •)i*~bH-ay j_b22f ,t 



b + a 

S9) 



Demiwch 





[ ^ 






aH-bMfx 


1 I 
Vb»-a« 



VVbH-a-+-Vb — a/^2 



(«) 



IN« FSDe. da a<0, ab«r a*~ b'>0 vad b <0 aber b* — a*>0 rind Uer ntebSfabs- 
ffittm. Ist aber a<0 «ad a*— b'>0, so hat man 

/ ^l— = - f . -a>0. (-a)^-(-b)'>0. 

M dass das letzt« InMfcal au d«ia aniMi Falle (e) gebOrt. — £baa m flkr b^O, 
b»— a'>0, ist 

gebOrt mitbiti zum xtreiten Falle (c). 
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Die jcweite OleicbiiDg (c) kann ftbrigens aochi heiisen : 



l—rr — =r7 M l + ^J. b>o. b'-a'>o. 



da die Diflforeox der zweiten jSeiten beider GleichoDgtD koosUnt, oftinlidi 

= ^^=^Z(-l)Ut. (§.32. VI.) 

IV. Das Integral 

y* f -)- g tin X 

wird für z = -l* + z 20 

ond iet eUo dem VonteheDden geniftes su behendeto. 

Das Integral 

(a + bcMx)* 

wird fQr €09X = 2 Jtn « 

-/• " 

ond ist also nach den früheren Methoden integrirbar. Aehniich verhält e« 
•iek iDit <fa»D )MtvAjjj^^„ dM fl>r .mx s= X ^^f~.^ wW. - 
Ascb dw loteffnü 

r 

y (a -f- b «of X -f- c iji»x>* 

wird auf das fr&bere aarfick gefQbrt, weoo man leUt 

b^rcM«, esrjlaa, rssVb'-he*, «ota=-^, «Aisss^, 

r r 

woraoaa-hb«otz H- e«inz sa+r(cMa<w«z+«^atmi) = a+rc0e(z~«). 
Seist man non z — a = a, so ist 

8^ _ r sx 

(a-hb«^x-i-o*<»i)*~y (a-f-r«Mi)» ' 

V. Das Integral f—rz — 1— wird für co« x — z, ~ = ± rr"^ — = 

,^r^- uod gebört nun zu den in §. 32 betraebteten 

Integralen. Aehniich verheilt iä bich mit den Integralen : 

r ?i . /_ ex /• 

y a -h b nn X -f- e «t«' X ' y»-f-b*»«x4-c c<>«*x ' J ^ 



8x 



4- bco#x C«n*«* 

u. a. w. 



10* 
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§.37. 

B«itiminuDg Ton IntegndtB dnreb Dlflbraiisltmif . 

besetzt es scy a eine von x unabhängige Grösse, und ferner r(x, a) 
eine Funktion voo x und Ot so wird, wenn 



yf(x,a)8x = F(«,a) + C, 



(•) 



die Grösse C, die oor koostant ist Dach z, ganir, wohl von a abhäogen kOnnen. 
Daraus folgt, dass 

. Ks ist aber (§. 11) 



« /fx,aH- Ja)8z— /f<s,«)8i . 



SO dass also 



Nun enthält C kein z, also wird auch r— kein z enthalten, d. h. konstant 

8 C 

nach X seyu, dass, wenn wir C setzen, C eben eine (willkürliche) 

Koustaote nach x ist. Aus der (ileichung (a) folgt somit 

Pi<i.j>La,=ü:(^+c. <b) 

J t a Ca 

Dieser S.itz ist für die T^ilduog von Integralen sehr fruchtbar, wie wir 
nun ao einigen Beispielen sehen werden. 

I. Es ist (§.28,1): 



<jnaz6z = — a x -♦- C , 



Daraus folgt, wenn man nach, a differensirt: 

r 1 X . « 

a* a 

allgemein, wenn man n mal auch a differensirt und beachtet, dasa 

8*«Aiaz . / vin\ ,„ 

y X " ,m (a X ^ 8 z = - (i- eo, a x) + C . 

Eben so 

y;-««(a. + ";)öx = ^'f.(l,.nax)-HC. 
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Was die DiflereDtialquotieoten dftr zweiten Seiten «obeUDgt, so können 

sie, da 

mittelst des Satzes in 18' leicht bestimmt werden. (Man vergL§.35, V.) 
IL Daiinmer 

y a 4- 1) cot X 

- WO M von a und b abhilngt (§. 36), so folgt hierans, da 

_»ir_L_^==/_n„_l:lLlJL_ J |>. 12.. -n eo.»! 

«»"V.a+b«Mx/ (a-hbcö#x)"-^' ' d b" Va -I- b co* ^ ' (a beo*x)»+» ' 

(a4-bco*x)-~1.2...(n— 1) 8a»-» ' J (a-+-bco*x)" l...(n— 1> 8b»-» * 

ond da auch ' 

6 b' V ^ b CO« x)» y ^ ^ (an- b<!u#x)"-^' ' 

also wenn n — ra — r : 

eb» V(aH-b«o*x)— V ^ ^ (a + bco#x)» 

so ist 

y* (—1)^» 8*""»M 

(a-»-b««ti)-~l,2...(m-l) 8a— ^»dl»' 

III. Das Integral 

r »' 

y a + bx + ex« 

kaoii Immer als eioe GrOsse Ä, welche von a, bt c abhängt, gefunden werden, 
so dass 

Daraus ergibt siob, wie in IL: 

y ßx _ (—1 )"-' e"-' A 
(a+ba-hca*)» ~ 1 . 2 . . . (n- 1 ) 8 a"-' ' 

yx^ ex _ ^- ! )■"-' _ . (j 
(a-HbH-cx*)"~1.2...(m— i) öa-^-'-'eb' ' 

IV. Aas denWerthen von fa^nnbiLdx, Jb*' ea8hxdxm§.Z5,m 
folgen durch n nialige Differcnziruiig nach a: 

/\ o /e"'(a«n<l.x b<Jo#bx>\ . _ 

"••"•~'«"=8irC P + b' J-^''- 
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§. 38. 
WiedfliiieUc Jntefration. 

Da die QrOise Jf(x)dx wieder eine Funktion von x ist, so kann man 
ganz eben «o ihr Integral sacken , was man durch / CJ t'(x)'dx \ dx, oder 

abkUrzongsweise doreli y f(x)3x* bezeichnet. Darans vird eehoo klar 

seyo, was man durch das Zeichen 

f(x>8«- 

bezeiclinet. Es lasson <ic}j nun leicht < ini^rc Formeln aufstellen, mittelst 
derer man solche violf lehe Integrale bestimmen kann. Ist nämlich y 
eine Funktion von x, so ist (§. 27) 

/V»x. = x/;8x-/(./,».).. 

= » 8 X - x^x y 8 y lyir e X -h ^yii ' y 8 I 

Mao scbliesst liieraus, dass allgemein: 

1.2...(n-l) y8x- = S--«yi'ex-^x--«yiy8xH.ÖL=lli|^^^ 

- +— ^x^i— «»ei+y«— «yS« 

Key. Der Beweis dieser Formel geschieht durch den Sehlnss von n aat'n-4- I. 

Da Dämlich 

M erbilt inim aus obiger Formol durch nochiiikUge Integratioa : 
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Nun ist 

also wenn man mit n multiplizirt : 

welche Formel aoe der firOheren entsteht, wenn man n + 1 för n setzt, and 
also deren Richtigkeit beweist, da sie fUr n = 2 gilt (§. 18, II). 

Da man bei jeder Integration eine willkürliclie Konstante zufügen soll, 

so wird man aehliesslieh bei j^jdx^ hinzasetzen mfisseo az*~* + bz*^+.. 

,..-hk, woa, b...,k, der Anzahl nach n, witlkQrliehe Konstanten sind. 

Der fo eben angegebene Sats fühlt die Beetinuauog eines Tielfacben lutvgrals auf die 
von «iabclMiB IntegialMi lorück. Maa hai aaeli ««ttmw Sltie anfgwtdlt, ueb 4mimi 4i« 
TMfsdlw Intignla tob aus»B«iig«MCit«D FonnMi auf 41s dw einlkelMiMi 
8o wtBB y ead s FasktioMB von s ilad» bsi • 



r .v^ 1 / tox'-^-H • 

1.2.3 X '/ 



welche Reihe in'i Unendliche geben kann. Da jedoch diese (Intersucbungen für uns tüd ge- 
ringerem Intereese sind, lo mügen «ie im Augenblick dahingestellt Uslbsii» (Vergl. nAn> 



Siebenter Abschnitt. 
Dm beftuninte Int^gnü. 

§. 39. 



I- Seyen a und b zwei bestimmte eudlichc Giüshon, r(x) eine Funktion 
von X, welche von x = a bis x = b stets endliche Werths habe, eis Zo- 
wachs von z so beschaffen, daas b = a 4- n sey, wo n eine positive ganze 
Zahl iat (dabei Jx>0, wenn b--a>0, dagegen Jx<0, wenn b— a<0), 
ao neooen wir den Gränzwerth der GrOsse 

f(a)Jx-*-f(a + ^a>Ja + f(a-*-2ilx)ila-l- + f(b — Ja)ilx (I) \ 
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mit abnehinendetn (gegen Noll gebendem) .ix dns bestimmte Integral 

von f(.x) nach x und bezeichnen denselben durch f(.\)üx, so dass 
wir haben : 



f(x)bx = Orjlx [f (») + f (* -I- Jx> f (» + 2 J i) + f (b — J x) J . (2) 

Hierbei ist auf der zweiten Seite die Zahl der Glieder =: n ond wächst 
natürlich mit abnehmendem Jx^ da immer n/lz = b — a seyn soll; zugleich 
ist b — Jx = a + (n — 1) Jx. 

Wir haben also im Augenblicke wesentlich zu unterscheiden zwischen dem Zrichcn des 
be<>tinimton Integrals und «lern dos u nbestimmteo in §. 26« dMMa lidoennaug aU Mttobe- 
ttiutuies" nun ent durch den Gegeni>aix klar ist. 

Bmlelnuni vir, wie diMt früher geBdiehea, dnreh dz «iae anendlicli klafaie OrdiM, m 

ksan man die Oleieliang (2) aneh ftflkreibea: 

•b 

f(x)8x=:f(a)(ix-»-f(a-f-<ix)dxH-f(a-r2rfx)<ix-l-....-f-fO> — dx)dx, (2') 



deren Bedeutung Jedoch nur aus (2) klar ist. Die Produkte f(a)<f\. f (a4'dx)clx».*>.*t 
f (b — dx)dx nennt man dann die Kiemente des bestimmten Integrals. 

II. Aus der Erkliining in (2) iässt sich sofort ein Satz folgern, der uns 
i^pater von Wichtigkeit seyo wird. 

Da naiulich t\(i), t (a -h . / x) , . . . , f (b— /x) sämmtlich endliche Grössen 
sind, so ist eine davon die grüsste, eine andt i e die kleinste. Sey f(a4-rJx) 
die erstere, f(a + sJx) die letztere, so hat uian (vergl. §. 7, III); 

'>nr(aH-t Jx). 

also 

d. h. dtt n z/ä ^ b — a ; 

<, a; f (a H- 8 J x), 

SO dass 

^z[r<a) 4- f (an- Ji) H- +f (b» Jz)]s (b — a)H , (?) 

wo M eine zwischen f (a + r Jz) and f (a + 8 Jz) d. h. zwischen dem grSssten 
und kleinsten Werth, den f(z) innerhalb der Integrationagränzen a and 
b annimmt, liegende Zahl ist. 

Da die Gleichung (3) für alle Jx besteht, so gilt sie auch f&r den 
Gränzwerth, d. h. man hat wegen (2): 

f(x;t!x~ (b-a>M. (4) 



wo M dieselbe Bedeutung hat, wie so eben. L&ssst man aber in f(z) die 



* Dabei ittatlerding* 4ix>0gedaebl. Mag aber positiv oder negativ seya, der 
Werth der enrten Seite liegt immer swifehenden iwei GrOmen auf der swsiten Seit«. 
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M 



unabhängig Veränderliche X stetig von a bis b gehen, so durchläuft f(x) eine 
(unendliche) Reihe von Werthen in ebenfalls stetiger Fnipe, so dass jede 
Zahl, die /\tischen dein grössten und kleinuten dieser Werthe 
liegt, n(»th\viMidig einer derWt i the von ffx) selbst seyn raus 8. 

Es lässt sich diess auch geometrisch leicht einsehen. , Betrachtes wir 
die Kurve DEF als Bild der Funktion f(x), d. h. stellen 
die Ordinalen dur>elbtn die Werthe von f(x) dar, und 
ist AC die Richtung der Abszissenaxe, a die Abszisse 
voD D, b vonF [aUo AC=b~a, AD=f(a), CF=f(b) 
Q.t.w.J, SO sind BE nod AD^I^ grOstten nnd Ueiosten 
Werthe yoo f (x) zwiecheo x = a nod z = b. Jeder 
Werth nim, der grOeser als AD, aber Ueioer ab BE ist, wird als eine der 
Ordinateo tob DEF aDgegeben werdeo können. 

Demoaefa ist in (4) die GhnSase M einem (bestimmten, natOrlich im Allge- 
meinen nicht kurzweg bekannten) Werthe von f(x) gleich zn setsen, wenn z 
«wischen a ond b liegt Beseiehnen wir dareh 8 kftnftig immer einen positiven 
ächten Bmch (also < I bder höchstens = 1), so stellt die OrOsse a + 
8(b — a) immer eine Zahl vor, die zwischen a nnd b liegt; * man kann also 
setzen : H = f [a + 6 (b — a)], so dass endlich 



d 



(5) 



f (x) Öx = (b — a) f [a «(b - a)]. 

wo B zwischen 0 nnd l liegt. (Yergl. IV dieses §.) 

Daraus zieht man sofort zwei Fj[>lgernngen : 

\) Ist f (z) konstant ^ c , so iat auch f[a + 8(b.~a)] = c, so dass 



2) Nähert b sieh der OrOsse a, so wird / f (z) dz sieh Nnll mhem, 

da dann auf der zweiten Seite b — a sich Noll nähert. — Die (ö ) kann 
übrigens auch uuter folgender Form gesehrieben werden: 



f(s)8B8hf(a+eii). 



(7) 



III. Der Satz (5) lässt sich leicht verallgemeinern. Ist nämlich F (x) 
eine Fanktion von x 80 beschaffen, dass t^ie von x — a bis x b immer das- 
selbe Zeichen hat; sind f(a4- r Jx), f(a-+- s Jx) die grössten und kleinsten 
Werthe von f(x), wenn x von a bis b geht (wie in II), so ist 



♦ Für e — 0 ist jene ürö»«e = «, für 9 = 1 ab«r a-l-b — a — b; für ö zwischen 0 
and 1 liegt »ie zw»chen a und b. 
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F(»)f(a)-4-F(a-+- Jx)f(a-f- Jx>-h ...4-F(b — Jx>f(b - Jx) 
< f (a -h r Jx) [F (») -I- F (» + Ji) -I- + F (b — 
> r<aH-bJx) [F<a) + F(a Js) + .... + F(b — J X)], 

wobei wir F^x) als positiv gedacht'haben , uod der Sats nur wahr isl, wenn 
F(z) tminer positiv bleibt, da die Somme nur in diesem Falle zo gross werden 

rauj^s, wenn man fÖr f(a)| f(aH-^x), . . . , r(b— Jx) durchweg den grössten 
Werth f(a + r^x) setzt. — PBr negative F(x) wechsUinian nur überall die 
Zeichen und der Satz gilt dann noch; das Eodergebniss wird also auoh .flir 
diesen Fall richtig bleiben. * 

Moltiplisirt man mit Jz, ond beaehtet, ^||ss 

örJxIf(a)F(a) + f(A4-Jx)F(a4-i4x)4-... + f(b-r-4i)F(b— i^x)]=y f(x)F(x)8x. 

ar^i[F(ft>-4-F(a+^xX+....F(b — ^s)]= y*V<i>ax, 
so schliess^ man, wie oben: 

• • y**f<x)F(x)8x=My' V(i)^. 

wo M zwischen dem grössten und kleinsten Werths von f(z), wenn x von a 
bis b geht, liegt. DAher 

y*f(x)F(x)8x = fra4-e(b-a)]y* F(x}ex, (8) 

WO also F(x) von x = a bis x = b sein Zeichen nicht weehselt. 



Der Sau (ft) folgt UmMt. Sem wuA nlnlkli In (8) F (x) = 1 , m wiehirtl dlMtOiliis 
ihr ZeidMo dclMr aielit» oad maa hat: 



y f(x)ex = fta-He(b-a)jy 8x. 



• Iii F{x)lnmrii«g»llT, tollt— F(x>tniii«rporiliT ad maa bat: 

» F(a) f (a) — F(a Ja) r<a + J x) — . . . . — F(b — x) f (b - Ja) 

<f(a-f-r Jx)l-F(a)-F(a-4- Jx) — — F(b— Jx)] 
>f(»-»-iJx)f F(a) — F(a-+- Jx) — — F(b— Ji)I. 

Daran* folgt dana gaaa vie in Tut«: 

y**— F (x) f (x) 8x= M F (x) 8 X , 

wo M eine MitcelgtOtM für C(x) iiu Ao« dar ErUSmog (2) idgt abar mnnittalbar, dass 
-1i(x)8a=- yV(x)»x. da 

ör Jxl— »i(a)~|^(a-+- Jx)— — ».(b — Jx)l = — ör Jxl»(a)-t-9>(a-H Jx)4-... 

-l-»(b- Jx)l. 

Danaach beitst obige GIMnag 

- ^V(»)f (x) dx = - M y V (x) 8 X y V (x) f (i) 8x = (x) 8a . 
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Ab<raiia(B)lblgtflrc=1i / 8z=:1» — *, to d«M «ho die (5) g«rad«n «nah«liiL Di« 

GleiehoDg (6) ergibt Mk ftbrigeat aas d*r ErUirong in (2) tod selbst; «• bedarf also des 
SatiM (6) sidil* am cia n erwvitefi. 

Mittlerer Werth einer FanktioB. 

IV. Ist f (z) eise Faoktion Ton z, welche -endlieh bleibt von x s= a bis 
x^hf Qod mao legt der nnabblogig Verftoderlieben x io stetiger Folge «Ue 
mOglicheo.Werthe von x = a bia x = b bei, so oeooen wir die Somme all 
dieser Werthe, dividirPdiirch die Anzahl derselben, den mittlem 
Werth «derf'^anktion f(x), innerhalb der Gränzen a and b fflr x. 

Da man alle Werthe von x, zwischen a uhd b,\eachten soll, so moss 
man durch on^dlich kleine Unterschiede «fx fortschreiten, so dass die 
Snmme ist 

f (a) f Ca 4- dx)-»- + f (b — da), 

WO wir den letzten Werth t'(b) immer aosschliessen. Ist n die Anzahl der 
Glieder, ^0 ist also der mittlerfWerth von f(x) gleich* 

-^If(») + f(»-»-d»)-»-f(aH-2dx)-l- -f-f<b~ds)]. 

Io schärferer Weise gesprochen, ist dieser mittlere Werth: 

^S»»"— lf(a) + f <a+ Jx) +f (a-f-Sifa) + . . . . H-Ha-hlT^ J^h 



d. h. da n^x = b~-a; 

r-?— ör Jx [f (a) -H f (a + Jx) 4* r(aH- 2 Jx) H- . . . . -+- f (a 4- n— 1 Jx)]. 
i>— » • . , 

. Nach (2) ut also : 

i /** 

Mittlerer Werth ron f (x> zwischen a und b gleich - j f (x) 8 x. (9) 

■ 

Daraos folgt unmittelbar, dass die in (5) mit f [a + 9 0> — a)] bezeiohne|e 
OrSsse geradezn dieser mittlere Werth von f (x) ist. 

Ehe wir weiter gehen, wollen wir eine zweite Erklinagsweise folgen 
lassen, die wir abaiehtlioh ganz nnabhAagig von der obigen darstellen, da sie 
^orlAnÜg auch ftW j^hngen, nach E^firfoiss Aber auch an diMpitze gestellt 
werden kann. 

§: 40. 

Zweite £rlüinmgiweiee de* beitiinaiteii lategraU. 

I. Seyen a und b awai beitinAnto, endllclic Grossen ; f (x) aina Ftooktion ron x, 
die für alle Werthe von x, von a bis b, endlich bleibe; ferner a, , fi i, . . . a„ eine 
Beihe ron Werthen zwischen a und b. so dass wenn b]> a, auch a, a, ]>a,, 
.... a„>-a„_,. b>a„, und wenn b<<a, auch ai<Ca, a2<at,..., a.<aa-i( 
b «Ca«, das» mithin die Differenzen ' • * , 

a, — a, a, — a^, at-«a, , .... a« — an-it b— a« 
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sitninitlich dasselbe Zeichen haben , so heissen wir die Grösse , der sich 
(a, -a)f(a)-h(Ä,^a,)f(ajj+(3,-a,;f(a,)-l-...-f-(a„-a„_i)f(a„_,)-+-(b— .i„)f(a„) (a) 
mehr und mehr nähert, je kleiner die Differenzen — a, &] — , . . . , b — an werden, 
d. h. jtt mebr nuui Werthe swiseheD » and b einsdiiebt» das bettimmte Integral 
Ton f (z), geo'ommeii swiaohen den GrAnsen a nnd b, und bemiehnea 



f. 



dieselbe durch / f (x) cx, so daas als Erklärung dieses Zeichens die Üleichunggilt: 



f(i)8««flr[(a»-a)f(i)-*-(«,-a»)f(t,)H-(t,~a,)f(a,)-|-...+(a.-i^)f(a^ 

+ (b-a«)f(a„)]: ^ (10) 

Wa« nun die Gr&ue aweiter Seite in (10) anbelangt, so wird, da die Diflierenzen 
at — a,a| — a|,...« b-^^a« stainitlicb dauelbe Zeiehen haben, die brOMe 

(a»-a)f(a)-+-(a,~a»)f(aJ + ...H-<b-i„)f(a.) (a) 

Ibfvai abtoltttea Werthe aaeh (d. h. ebne Rfle|^iidit ai^ da« ZeidltB) kleiner sejn. 
alf diejenige GrOiee, die man erikttlt^ wenn man lllr f (a), f («t) • • • * die grOeste 
dieier Grossen setzt, und grOutt als das, was man *erhilt, wenn man die kleinste 
•et2t. Ist also f(a,) die grOsste, f(a.) die klei^to der Grdwen f (a), f(a|)» ...» 

f(an), so liegt die Grösse (a) immer zwischen * 

(•i -a)f(a ,)-+-(a, — aJfCa,)-^... 4- (a„ — a„_,)ffar)-f-(b — a„)f(a,) = (b— a)f{aOand 
(a, — a) f (a .) (a,— a, ) f (a.) H- . . . H- (a„ — a„_i) f f n . ) H- (b — a„) f (a.) = (b — a)f (a ,) . 

M daM man also aage^kann, y aej dieselbe gleich einem Werthe zwischen (b — a) 
f (a r) und (b — a) f (a,). baraos folgte wie oben , dass f (x) 8 x gleieh (b — - a) 

multipliairt nft einem WertAe ton f(x), für den x zwisehen a nnd b liegt. Be* 
aeiehnen wir denselben ditrfth a+8(b — a), yro B zwischen 0 und 1 liegt, so 
ist also • < 



f. 



fCi)ei=:(b-a)f[aH-«(b-a)). <5) 



II. Es fragt sich nun vor Allem , ob die gewählte Einschiebungsweise der 
Werthe a, , a^, . . ., a„, die wir nach irgend einem Gesetze pesohehen uns 
denken können, nicht von Einäuss ist aul' den Werth des bestimmten Integrals 

f (x) a z. 2a dem Ende wollen wb xanidut in 

(tt— a)f(a) + («,— Of (•«) + .,. + (s.~i«-i)f(a.^) + (b--aiOr(a,i) (a) . 
swisohen a und at , a| and % , . . . weitere Grössen eiasohieben, nnd «war zwisdien 

a und a| die Grössen ßi* ßj, ■ , ßmi zwischen aj nnd a, die GrAssen 7t. • • • » )VS 
; zwischen a. und b die CIrdssen ||, so wird statt <a) jetzt 

erscheinen: 

; («') 

-Hl»— »Of(a«)-l-(i,-^t)f(fi)-<-.."H-(4.--^-i>f(i.-i)-H«b-i.)fa.). / 

Genau wie oben wird man aber zeigen können, dass jede einzelne Zeile von (a ) 
als ein Zwisebenwerth darzustellen ist und zwar, (wenn ift-ir etwa uns denken, es 
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»evt'ii schon an und fiir sich geiiii^'-< tul viele Werthe a, , , YOrl 
gewesen] wird man die (jrösse («') setzen können gleich 

(a, - B)f[»+e, ^a,— a)J 4 (a;-a,)f[a^ -I- 0, ^a. ■ - a, )| - . . . - (b-a „)f [a „^e.(b— «i^J. 

wo , zwischen 0 und 1 liegen. Da aber at — a, a, — a, , , 

Äo — a,i-i immer kleiner werden, je grösser n ist, so wird man setzen können: 

fla -i- «1 (a» - a>J = f (a) f[«, -H e, (a, - = f^a, ö(b-a^| 

wo «0 , <| , . . . , e„ mit aj — a, — s^^ , . . . , b — a« renchvindond kleia werden. 
Also irt («t') gleiAh 

(t,-t)W-h(a,-t»)f(i|)H-.... + (b-».)l<«^ 
+(at — + — + + «.. 

d. Ii. die DiAvn» amvuHnm dam Weitke tob («) und den tob (o^) irt 

(«t — + — 

Diose Gritaso liegl aber swisdieB (b— B)«r nad (b' — a)«^, wena ^«Bd cdio 
grOsste und kleiaste der GrOstea «gt <t > • • • • sind, und da mit wachseadem b di^ 

Grü^sen intmer mehr abnehmen, so wird also der Werth von (ji) sich immer mehr 
der Null nähern, so dass mit unendlichem n, d, h. wenn man zur Grän/e iiberg'eht, 
der Werth von (a) und der von (a') einander gleich sind. Daraus folpt also, da.ss das 
Eioschieben Ton weiteren Zwischenwerthen keinen Eintiuss auf den Werth des 
bettifluatoB lategrala hat 

Aber aaeh eine gaaa andere Einaebieboagsweiso, alt de aaOnglidi gewAhllo, 
hat keinen EinflnM. Denn aejen aniftnglieh eingesehoben % t • • • • a^ dann wieder 
einmal b| , • > • • t bn • wo natürlich schliesslich n und m unendlich aind, und 
auch Ton b| , . . . , bm angenommen wird, dass b, — a, bj — b|, b — b« 

s&mmtlich dasselbe Zeichen lialicn, so werden die Gränzen von 

(a, — a)f(a)-h(a, -a.)f(ai)-|-...4-(b-a„)f(an) l 
and (K -a^f(a)-^(b, -bjf (bj ■+-.., -h(b-b„.)f (b„) ) 

einander gleich sejn. Denn man denke sich zwischen a und b alle Grössen a, , 
ftn, b, , bn in der gehörigen Ordnung eingeschoben , so wird diese neue £in- 
ibeUang notbweBdig in Besag auf Jede der dnroh aagegebenen Eiatbeilnnga- 
weiaea eiae aolehe aeyn, die man erhalten hJItte, weaa man ia (d) Zwiaeheawertfie 
eiageachoben hätte. Da nun , dem Obigen gemäss , der Gränzwerfch dioier aeoea 
Grösse derselbe ist, wie die Gränzwerthe der beiden Grttoaea (d),' ao mflaten dieae 
letzteren Gränzwerthe selbst einander gleich seyn. 

Wie man also auch in (10) die nach einander folgenden Zwi- 

aehoBwerthe Bi Bb wAhlot der Werth Ton f(z) 8z iai immer 
derajolbe. 

m. Wählen wir dieae Zwiaehenwertbe non ao, data sie alle gleich weit Ton 

b— a 

sinander abstehen, d. h. setzen wir = dx, so ist, wenn Gr sich auf ein unend- 

lieh waohsendea n, also unendlich abnehmendes Jjl bezieht, auch 

^(|(}8x = <7r^i[f(a)+f(a+ils-4*f(aH-2ifa)H-...^f<a-hir=Tili)]. d) 



wenn man », = a-+- -</x, aj = a -h 2 Jx, . . . a, = a-f- (n — l) dx aetit. 
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WMtbaniiittlmig eiMi bMUinmt«ii lotograls. 



Miin kann das oben Gesagte auch noch in etwas anderer Form aussprechen, 
'was fiir manche Anwendungen von grosser Wichtigkeit ist. Sind näroltch zwischen 
a und b dM W«rtlie , a, , . a. eingeMhobeii, und man Vkui n mtia nad mehr 
grow werden, lo werden die Diftrensen at — a, af-Si , . . . b — a. immer 
kleiner nnd man wird also sagen dfirfen« sie werden unendlich klein (§. 11), statt 
zu sagen, man gehe zur üränze über. Da die Grössen f(a», f(a,), f(aB) 
sämintlich endlich Torausgesetzt wurden, so sind dann die (Jrusstn (a, — a)f(a), 
(a, — a|)f(a|),... , (b — aB)f(aa) auch unendlich klein, und bilden das, was man 
die Elemente des bettimmten Integrals nennt. Dasselbe ist eomit glwtth. der 
Snnme aeiaer anendlich rielen nnendlieb kleinen Elemente. Sobald man alao 
irgendwo auf eine solche Sommation kommt, to bat nuui immer ein bettimmtes 
Integral «i cnnitteki* 

lY. Es mag Tielleieht sor klaren Einsicht in das Wesen der letzten Angabe beitragen, 
wenn vir an einem Beispiele erl&utera, wie die« zu verstehen ist. Gesetzt, ein KOrper 
Fig. 14. bewege sich auf der Geraden AM {b ig. 14J und sey am £nde der 

, Zelt C oarb M gelangt; seine CtosehiHudif kelt in IC sey = f (t) ♦ so 

dass also <Jie<;olbe ni Jeder Zeit bekannt ist; man will vissea, welchen 
Weg der KOrper in der Zeit z, von Anfang an gerechnet, rorückgeJegt habe, wenn die Be- 
wegoDg in A angefangen bat. Sey t eine auandlicb kleine Zeit = ein Zeiteleroent , v die 
Oesdkwicdigkeit das Kllipers In M, gMeb f(t), so ist der in der Zeit «steückgelegte Wegsr« 
=:f(t)t, welcher Weg nun das Element des gansen surttekgeliglen Wegas bildet. Theilt 
man also die Zeit z in unendlich viele unendlich kleine (gleich grosse oder rerschieden groue) 
Zeittbeilchen r ab, so hat man fAr den Weg in jedem derselben einen Aasdruck wie den obigen, 
an dnm die Snmme aller derselben, d. h. 

f <P)eH- -i- r(» «)* + .... Hr f(«- «)« 
der aorfl^gaUmte Weg ist. Damalbo wird also gegeben seya dnreb die Fwmel : 

Dass man dasselbe Resultat auch in der strengeren Form erhalten kann, ist leicht lu 
Übersehen. Han würde jetst sagen, der in der Zeit t surückgelegte Weg sey s wischen vs 
•ad (t-(- Jt)« enthaHaa, mn Jv die Znaahmo dar Gaaebwimligkeit wihnnd der Zeit «ist. 
Er ist also = (r + •)«, vo e eine GrOaae Ist, die mit t versehwindet. Oaraos Mp, dam dar 
ganao W«g gleich 

wenn v, , v^ , v« die Oeschwiodi|^eiten in den Zeitmomenten 0, t, 2 v , . . • sind* Diese 

Soamie ist gleich 

▼o « + ^1 «-♦-•. + ..• + •■)«» 
und Uaibl, wm tnch t sey, dem Wege gleich. Liest man aber t inaaer mehr abnehmen, ao 

wird der erste TbeO vo«H-... +t.« als Gitoswerth die OrOue / ▼8t= / f(t)8thabsa. 

wahrend der zweite immer swiscben ntt, und nv «• liegt, wo «rund e, wieder die grOuten 
nad hlefaiaten der OrBssen a» , beselchnan. Da av = a» andasb» as« gegen NnD 

gehen, wenn x gegen Null gehl» ao im dar Gilnaweith dieam awaiten TbaUw Noll. Darana 
falgt dann wieder obige Glekhong. 

§.41. 

Waitbaimitttnng ehiea besliamiten Intagrab. 

L Angeoommeo, es aey F(x) das nach den Methoden dee tecliitett Ab- 
aehnitto ermittelte oobeetimiate Integtal von r(x), ao das» 
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WMibraalttlMC «fant btttianntM blegmli. 1 59 



F(i)= /f«(»«.«bo^^«f(*). 



Kach §.15, I folgt hieraus, dass 

F (x + J x) — F (x) = [f (x) -f- aj ^/x 
seyn wird, wo a luit Jx gegen Kuli geht. Setzt man in dieser Gleichung, 
welche wesentlich voraassetzt, dass f (x) endlich sey, nach einander 
x=sa, Jx, a + 2Jx, h — so erhftlt man: 

F(a-r Jx)-F(a) = f (a) Jx + Jx. 

F(a+SJx) — F(aH-Ja) ssf(a-l- Ja) JzH-a« Js, 
r (a + S — F(a H- 2 Ja) = f (a -I- 8 Js) Ja H- ^a. 



F(b) — F(b — Jx) =f(b- Jx)/fx 4- a»Jx, 

WO «1 , ...» «(. mit gegen Moll geben. Die Addition dieser Gleiehniig 
gibt: 

F(b) — F(a) = Jx [f (a) + f (a -f- Jx) -I- . . . f (b - Jx;j 
-»-^«(04 4-a, 4- -hOn) 

d.h. 

Ja [f (•) -H f (» -I- J x) ^ f + 2 Jx) -h . . . . -+- f (b - Jx)J 
= F(b)— F(aj - JxK +«i-H.... + a»j. 

Diese Gleichheit liefert sofort 

Ar Ja[f (a) -h f (a+ ila) -h . . . . + f (b — Ja)J = ar[F(b) — F (•)- Ja(a^ + . . .-hm^l 

d.h. nach §.39, (2): 



ffr[F(b) — F(a) — Jx(ajH-a, + ...-t-aiOJ- (») 



Wm oon die GiOasen sweiter Seite betrifft» so sind F(b), F(a) bestiminte 
Zahleo, die sich nicht indeni, eo daas ale aelbat ihre Grinse sind. Fttr die 
fibrigen GrOssen besteht die Glddumg 

<7rJa(a^+at + ...+«>)=:0, (11). 

von der wir fai ihnliehea FUIeo noch häufig Gebraach maeheD werden. Der 
Beweis derselben Ist bereits (§. 7, IV) gefUirt worden, mag aber doch noch- 
mals wiederholt werden. 

Ist a, die grösste, die kleinste der Zahlen , . . . , a^, so ist immer 
itf X (a^ + o, + . . . H- « a) sviicbw B Jx«g nad a Ja «k, 
d.h. danJxsb~a, es ist 

Jx(a| -f* «, + ... + Sa) iwltdMn (b — a) «( ond (b — a)«k. 

Da mit aboehmendem Jx alle u, also auch u, und gegen Null gehen, 
mitbin (b — a) a, und (b — a) in derselben Lage sind, so ergibt sich nach 
§. 7, I sofort die Richtigkeit der Gleichong (1 1). 

Also endlich folgt aus (a) : 

y'fWei = F(b)-F(i). iroF(a)=yf(a)«». (1«) 
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WerlhermitUaag einet bettimmteo Integrals. 



So folgt abo »Qf J*«ö9Xh% = tinx : 



0 2 



IL VennitteUt dieser Formel ut die EriuitUmig des bestimmten Integrals 
f(z)3x anf die des anbestimmteD Integraltyf(x)dxEiirlkekgeftthr(, 

und wem J f(x) Bi = F (x), so Jj{x) dz gleich der Differenz der Wertbe 

von F(x) ars = bnndxsa. Die Werthe a ond b von x heissen die 
Gjrftnsen des bestimmten Int^nüs. 

Man sieht leicht, dass die ZnfQgnng der willkariichen Konstanten bei der 

uubestininiten Integration nicht nothwendig ist, da wenn ^"(.\)c3x = F(x)-f-C, 

der Worth für \ b ist Y{h) C, für x = a: F(a) -f- C uixl die Difterenz 
beider: F(b) — F(a), wo nun die willkürliche Konstante verschwunden ist. 
Diess setzt natürlich voraas, dass C dieselbe Grösse ist für x — a und für 
X = b. Gemäss §.26 wird diess der Fall seyn , wenn f(x) endlich ist von 
X — a bis x:=b, oder „innerhalb der Gräii/on der Integration'", was wir 
auch immer vorausgesetzt haben und noch voraussetzen werden. Eben so 
moss nothwendig die GrSsse F(x) stetig verlanfen von zssa bis x=b, d. b. 
ein jeder folgende Werth ma«s nnendlleh wenig verschieden seyn vom vor- 
hergehenden. ' Diese Bedingung ist von groeser Wiehtiglieit nnd es klhinte, 
wenn sie abersehen wird, leicht ein ganz Msches Resultat z^m Vorschein 
kommen. * (Vergl. §. 43.) Die Fondamentalgleichnng (12) rechtfertigt 
auch die Bezeichnung des bestimmten Integrals, da es nichts Anderes ist» 
als die Differenz zweier WcHtbe des unbestimoiten; 

m. Dass flbrigens z. B. 

/fc /»b /»b 

f(x>ax= / f(z)d« = J f(u)8a. 

ist wohl von selbst klar, da wenn J'i{x) 6x~ F(x), auch J* l(z)3z = F(z), 
ß(ü)dü = F(ü), also 

y'V)8x=r(b)-F(a)y''f(i)at=F(b)-P(a).y'\(a)öa=F(b)-F(a). 

Wie man also die ««Integrations-Verlnderilohe** aoeh bezeichnen mag, 
ist ganz gleichgiltig. Wir können non mittelst des Vorstehenden sogleich 
einige wichtige Sitze Uber die bestimmten Integrale nachweisen. 

♦ Nach 10 ist F(x) stetig, so lange f(x) endlich, d h. also, nach unserer Voraus- 
setzung , ionerbalb der iDtegratioosgrAnzen. Die hier angegebene Bedingung ifct somit im 
Allgem«iiMD fibwflassig. FSr im Fall, d«ii wir ^Itor balianMii, und SbnUehe nag sie J«4o«h 
tu gtnamt AnfiMiksaaiMt anlfordtni. Oho« diatttb« darf man (a) aldift ntassca. 
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§. 42. 

AUgtmeine SAU« iüm battimmto lotognlt. 
I. Es ist inmer 

Denü ist 

y^f(«)ei«F(b)-r(*).y^f(«)$««P(»)-F(b). 

woraus der Satz folgt. * 
ir. Sind c e, m, n beliebige Grössen, so ist 

r f(«)8xs=/^ f00en-/'f(i)8xH-/'"f(i)8x-!-/'f(i)d«-f-/* f(i)dx. 
»f«0 «/• «/• 

Beachtet man , dass 

y^l(i)8«=F(c)-F(s).y^'f(x)Öx = F(e>-F(o) y^'fU)e«=F(b)-F(i). 

to wird der Sati gaoz voo selbst folgen. Dabei ist oor ToraDsgesetct, dass 
f(z) innerhalb aller lotegrationsgr&nzen endlich sey» da sonst von einem be- 
sdoimten Integral keine Bede seyn kann. Man heisst den in obiger Formel 
ansgesproohenen Satz den von der Einschiebnng der Gränzen. So 
. also wäre 

£(»)bi=y'f(x)8x-f-y|\(i)ex=^y f(x)cx-+-y^f(x)ex-f-y^f(x)c)x. u. w. 

^11. Ist C eine Konstante, so ist 

C f (x) 6 X = Cy^'f (x) 8x. 

Denn ut^f (x) 8z = F (x) , so ist (§. 26, IV) yb f (x) 3 z = C F (x). Dem- 
nach 

yj^ C f (n) 8 » = C F (b) - C F (a) , C y^ ' f U) Ö » = C IF (b) - F (») J , 

woraus der Sats folgt. Eben so ist . 

(y±»±..)8*= / / »®«* 



IV. Da wenn z als Funktion von s angesehen wird, man hat (§. 28): 

/fW8x=/f(x)^8.. 



8x 



WO f(x)^ zuerst in z auszudrücken ist, so ist auch 

DICBf «r. IMitavkItal- 1. laMfMl'aMhawf *• A«S. 11 
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worin et und ß die Wertbe vou z sind, welche deu Wertheo a uad b von x 
zugeböreo. Denu ist 

•4 



80 müssen die Grössen F(x), if{7.) so bescliafTon soyn, dass wenn man in 
ersterer x durch seineu Werth in / erst'tzf , dieNt lbe in die zweite übergeht; 
und umgekehrt, wenn man in ^ (z) die Grösse z durch ihren Werth in x 
ausdrückt, so muss y (z) in F(x) sich vorwandeln. Ist also z = a, wenn 
X =*a, 80 sind F(a), <f (a) nothweodig gleich; eben so wenn 7,=ß rür-\ = b, 
i«t F (b) = y (ß). Da endlich 

ao ergibt sich der behauptete Satz. 
So ift (§. 28, !)• w«nD : 

/ 8« - » f fl« 

alao da für xs?0 aaclri = 0» Ar x = b al»er a=:g: 

y* * 8x 1^ p 6« 
Bb»+g»x»~gby. 

vnm sieh auoli tofori ab rkluig i rweiat, wenn man beaditolt daitt 

Was' die Warthe von « and ^ anbelangt, lo werden »ie im AllgenRnen 
doreb Aoftösnog einer Oleichnng erbalten. Ist Bimlich ^ (x , z) =0 die 
Gleiebong» welcbe den Zosammenbaog swiacben z und % autdrUekt» so folgt 
ans der Gieicboog ^ (a » a) s 0 der Wertb a von £, nnd ans (b, x) =s 0 
der Wertb ß von z. Dabei kann es sieb ereignen, dass eine solcbe 
Gleicbung mehrere Worselo zulässt, und man also in Zweifel kommen kann, 
welchen der Werthe man zn nehmen hat. Im Allgemeinen lässt sich hier- 
über Nichts aussaeeji, nnd man wird also im speziellen Falle durch demselben 
aogemesseue Betrachtungen sich entscheiden mi^en, des&baib auch mög- 
lichst vermeideo, in solche Lage zu kommen. 

Es kann aber uocAine xweite Schwierigkeit anftancben. Man hat 
8x 

nimlicb in I^Cz)^^ die GrOsse x dnreb ibren Wertb in s gu ersetzen, wozu 

im Allgemeinen ebenfalls die Auflösung einer Gleichung nothwendig ist. 
Wenn nnn diese Gleicbang mebrere Warieb xnlftsat, eo entatdit die Frage, 
welcbe derselben man za wählen habe. Aach hier moss der spesielle Fall 
entscheiden. Es l&sst sich darttber nnr Folgendes nn AllgemeineB sagen. 
Gesetst Ar x = a sey z = a nnd Ar x es b sey z = welche Wertbe nn* 
zweideutig aeyen und sey z=9(x)diet3lleiebong, welcbe den Zusammenhang 
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zwiscben x and z aatdfttekt. QeMtet non, g)(x) wachse beständig oder 
oebme beständig ab von x = a bis x = b (x) habe dasselbe Zeichen 

innerhalb dieser Gränzen], so ranss dasselbe auch mit z der Fall seyn, und 
es kann daher auch nur ein Werth von x aas der Gleichung folgen, indem 
sonst zu zwei verschiedenen Werthcn von x derselbe Worth von z , oder za 
zwei verschiedenen Werthen von z derselbe Werth von x geiiüren mtisste, 
was unmöglich ist. Hat aber y (x) zwischen x = a und x — b Maxima oder 
Minima, so verhält sich die Sache freilich anders. Gesetzt es komme ein 
ftoicher Werth swischen a und b vor iür x = c , so wird von x = a bis x = c 
der eine der Werthe in s, f&r z=e bis z = der nndere gelten , d. h. irann ^ 
flir X = c :i = 10 wild mia von t stahlst = / den einen Werfib von z 
in z, von z = x bis s =5 /I den andern setzen. Welchen, wird man' in jedem 
Falle leicht entsclieiden. 

« 

Man wild sieb das hier Gesagte am Be- 
quemsten an einer Kurve zur Auschaunng bringen 
(Fig. 15). Sey Oz Aze der z, Oz der z, ferner 
z = 9(z) die Gleichung der Kurve, Oa die 
AbsziBse, die der unteren Gräoze des Integrals 
(x == a) zugehört. Geht nun die obere Gränze 
des Integrals nicht Ober Ob ^' * * 



t 



I, SO wird zu 

jedem Werthe von x auch ein einziger reeller Werth von z gehören und um- 
gekehrt, so dass für x ausz = y(x) auch nur ein einziger reeller Werth 
(innerhalb der betreffenden Gränzen) folgen kann. Liegt dagegen die obere 

GrAnze des Inte^aisy^f(x)dz zwiscbea Ob und Oc, so werden zu dem- 
selben Werthe von z mehrfach zwei verschiedene Werthe von z gehören, so 
dass jetzt botbwendig aus 9(z}=:z zwei, aber auch nur zwei reelle Werthe 
von z in z folgen müssen; davon wird der eme von z = 0abiax = 0b, 

der andere von x = Ob an gelten, d. h. von z = aA bis z = bB der eine, 
von z=bB an der andere. Liegt die obere Gränze des Integrals Zwischen 
Oc und Od, so werden zu demselben z drei verschiedene Werthe von x 
gehören können, so dass also jetzt auch drei Wertlie von x in z folf^en müssen. 
Der eine gilt von x^Oa bis x=Ob, d. h. von z — aA bis z~bB, der andere 
von X — Ob bisx = Oc, d. h. von z — bB bis z = cC, der dritte gilt von hier 
an. Wie man diese Betrachtung weiter verfolgen kann, ist leicht einzusehen. 
(Vergl. §. 44.j 



V. Da (§. 27) 



so ist auch 



worin durch (yz).»» der Werth von yz Ar z = b u. s. w. angedeutet wird. 



11 
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Integrale mit oneadUcbra GrMnien. 

VL Die GrSsMO 

f(x)8x, J fWöx. / fj|x)ex 

lind die Wcrthe von f(x)3x,y' ^ f(x)dx,J'' f(xy6x, wenn mut 

darin «ond •'anendlich Mein werden l&att Sind letstere Gkössen noch end- 
lieli nnd bestimmt, so sind es anch die ersten. Man wird also, wenn unend- 
lidi grosse Integrationsgränsen vorkommen, damit «michst rechnen, wie mit 
endlichen Gr&ozen und sehen, ob das Ergebniss ein endliches ist oder nicht. 
Ist es endlich, so wird man es als riclitig anselifti müssen; ist es onendlich, 
so knnn man das bestimmte Integral in der Rechnung oicht weiter zulassen. 
Dabei ist natürlich immer voraosgesetzt, dass f (x) innerhalb der Inte- 
grationsgränzen endlich sey. 

. So i8tye-*»8x = ~ -^e-"(§. 28); ist nun a>0, «oiat für xssQO :•-•■== 0, 
und flir X = 0 : e"'* = 1 , so dass also 

/T-"8»=-f. »>0. 
Nach den obigen VorscbrüWn wäre 

_ • 

I 

und da Gr e ' = 0 (wegen 6V . = 0) , m» eib&lfe man dasselbe. 

Ferner ßr^'tmx »x = — t^l ^^'^^^J^i^ (j^ 35^ IVj^ da lllr a>0 

jedenlkU» «T*' wa Null wird mit x s QO, a«inx + co«x aber für alle x endlich 
bleibt, ferner Ar x = 0 : e~" (asmx -t- cmx) =: 1, ao ist 



e-"**ix8x= ^ 



0" 1-Ha'»* 

VII. Ist in dem Integrale^ f (z) dx die Funktion t'(x) so beschaffen, dass 

sie von X = a bis z = |(a + b) dieselben Werthe hat, wie von z = ^ (a-h b) 
bis zn z = b , gleichgiltig, in welcher Ordnung diese .Werthe auf einander 
folgen, so ist (Nr. II): 

f(x)dx= / f(x)8xH- / f(x)8x, . 
und wenn Jx = -= — — = *^ 
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^ f (x)8i « ör [f fa) -h f + . . . f - -4x)J . 

(x) 8 X = <?r Jx(f ^. f (1±±H- J«) +...H-f(b- 

mithin, da die Summen f (a) 4- . .. -h fÜ(a4- b) — ^xj» f[i(aH-b>jH- 

-f- f (b — J Jc) eioaader gleich : 



f(x)ex = / f(x)8x. 



also 



J H^)tx^2j f(x)8x. 



Wären dagegen von x = a bis x = ^(a + b) die Werthe von f(x) zwar 
gleicii denen von x ^(a -h b) bis z=b, jedoch immer mit eotgegengeseti- 
tem Zeicheo, &o wäre offenbar ^ 

f(x)ex = -/ f(x)8x, / f(x)ex=o. . 

Wie man Slinltelie Sfttze «ofsteUea kann, ist so leicht so fiberaehen 
dasa wir nnt dabei nicht weiter aofhalten wollen. 

VIII. Gtosetst endlich man solle ydx besitimmea andeasey7=:f(x) 

von z = abis z = c; y = F(z) von x = c bis z = b, woczwischen a und b 
liegt: so hat man 

y V8x= / yöx4- /Vöx = / Ux)exH- PF(^)iix. 
« «fft «/» 

Wie man in anderen Ähnlichen FftUen sieh za helfen habe, folgt hieraus 
unmittelbar. 



f.' 



Wir liabfn immer auf die wesentliche Bedinguii;>; ui fmerksatn gemacht, daas in 

tixyt xdio (iriS-fi'' fiii endlich scyn itiüsfe innerhalb (lerGrJlnzen der Integration. Diese 



Bedingung ist auch ganz uneriässlich. Nichts desto weniger kann os sich ereignen, daüs wir 
bestimmte Integrale betrachten werden, für die f (x) an den Oräuzeu. d. h. für x=a oder x=b 
eaendUdi bt» Kaan naa nacbweitm , daas naa nach dan sDgaaiaioea Ifathodan ftlr aoldia 

Integrale endliche Werthe arhSlIt so muss man dieselben gelten lassen, da die Gleichung (12) 
nur wesentlich Toraussetzt, dass f(x) innerhalb der Integrationsgr.lnr.en endlich sev. Doch 
gehört immer gehörige Voreicbi bei der Anwendung solcher Integrale dazu, um nicht in Irr- 
ihAatr sn vccfeUm. 

Beaeiebnong. 

IX. In Bezog anf die Bezeichnang gilt das in §. 28 bereits Gesagte. 

Es stehen sich also hier y f(x, ) )dx und / l (x,y)<ix wesentlich gegenüber. 
So ist, wenn y = «mx: 
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Die Grössen J ^^xHaJidxt J^J' zsiuxdx kijüaeu übrigens uur Das- 
selbe bedeuten. Eben «»y^f (y, /) 9x nnd^^f (y, z) r^x, wenn y, z Funk- 
tionen von X sind. Die Gr^itsen f(sCiZ)dz. ^ f(y,z)tfz, worin y als 

Fanktion von z angesehen ist, haben natfirlicb verschiedene Bedentong, indem 
in ersterer y als konstant» in der zweiten aber als Verftnderlich behandelt wird. 



§. 43. 
YvdtKÜgß BantikBiig. 

Ehe vir za Beispielen übergehen, vollen vir uocUmala auf die schon in §. 41, II gemachte 
Banraiknng UbwImii, dsM nSmlieh dl« Fotmel (12) gsat nolhwwidtg TomiiMtet, nicht aar 

dsM f (x) endlich sey von x = a bis z=:b, iltadem auch dass F (x) innerhalb derselben 
Grftnzen stetig verlaufe, d. h. dass venn man x von a bis h sich stptij? Torlaufend denkt , auch 
die aaf einander folgenden Werthe Ton F (z) in derselben Lage sind. Im Ailgenieineu vird 
Aeu audi der Fall bei P(x) teyn (|. 26), doch kSanen FBlIe eintreten, die als «veifelhaft er- 

tff — — J and la<4en z toh — a bia + a 

geben, wobei vir inuaer ffr0(i^sst) twlaehea — ~-nndH- wihlea, m wird fttr z = — a, 

z * 

V»' — »•=0» «1«» mt9\Uf——-^ J=Oj eben ae Ar zsa wird oreffsps-^ — — \ 

CVa'— 
tg = ^ j rerlSaCt nicht stetig von 0 za 0. Denn Hut 

1/a« — z»\ 

luan z gehen von — a bis Ü, so vird arc I tff — \ allerdings stetig rerlaufen tod 0 

ft 'n 
bia — ^; TOB xsO bb sass -f. a aber «ifd ale nicht YOB — ^ nach Otarflettahrea, dajetal 

^ — poeitir ist» Tielmehr wM sie für z = 0 tob — .-^ sa ^1- 7 ftbenpriifea und daaa 

Z S 8 

' stetig von nach 0 zurückkoLreii. In solchem Fal^le muRh man das Integral in zwei ab- 

^8 / Va*— z»\ 1 w . /" 

trennen. Da — arc I /^r = I = — ~ ; . so M also / -rr - - as — 



(Va* — z*\ f"*"* 8 z 

ijr=5-i Innd wenn man seilen wellte / -7=^=^ = -~-«re(i^asO)+ar0(^9«sO> 
t y ,/ -« Va' -z* » 

s= 0 , so vUrde man einen weientUcben Irithum begehen. Man hat Jetzt : 



Digitized by Google 



167 



.vi« ftodi nbon Auun Mgt, dan (|. 42, TII) 



vi 

«M= — I »teiig Tun — ^ XU -+- -jr- TerlAuft, folgt / ' — = are (tin = 1) — 

Mne(M» = — 1)=«. llao kam abodlMtBoeb bemedtm, daMvirin f. 13, V in Wabriieit 



arc 



H 1t 

aidi» gtavoat«! «ami« art(l^siO vdwAm — —voi + Y aanihahBiaa, indmB 
wi*y = ^^f^j »®y" "i*^' coi j = -t- VT— «n* jr, w»iui man niclit 

«r»(iA»sx)swlflflhM — Y«Bd-hyBllnBa. (Veigl. 1. 167, IV). 

Beispiele der ErmitUung unbestmunter Integrale. 
L D» yx-8x = ^^. aoiat(dab«im+l>0.x'^*s0.fllrxsO) 

x-ax- ^, nH.|>0. 

ye 

]>a*fcnMr ($.28) yjiq;^=?-j-aifw(^=Y),Mdbai 
wendig orc ^^=-^^ = -^, filr x = 0 aber arc^V=~-^ = 0, »o ist 

e a»-l-x»~2a' y«a»H-x»~4a* 
Xb«n 10 (dft Null lltr zs oO, wann 0): 

■ U. Nadi§.34isl 

demnach dafür z = y, eo*x = 0, für z = 0:Mn'''-'x = 0,. nach $.42. V: 

« ff 
y^«<a^-a8a=^^ iim*--»%dx. 



£ben «o 

ff 
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Diesen RedoktiontronMlii gemtw isl, ^J\x= ^ , J^'sinxbx^l, 



a 



pH^'^^Bx^ ^*^*^xB.^%^^l!l^«hld,I. 
^« /t (2n4-l)(2n— 1)...S 

III. SeUt man in §. 35, IV ~ a für a, so ist 

y.--w..,= *-"'^;v;7/-''"'> -Hii^>y;-"«^..,. 

DallIrx = QO:e-*'=0, wenn a>0, und sowohl (a«nx-f-nco*x)«n°-' x als 
(jiMtix — ftM*x) «w^« X für X = 00 atobt oo aind: da ferner fllr x = 0 : «n»-' x = 0, 

wenn n > 1 , und für x = y : co«—' x ^ 0, wenn n> 1, «o folgt hieraus (S.<2, Vi): 

e-»'«w-i8x=:-V"~' / / e— 8x. 
ff * -^n J m 



n 

* T 



Unterscheidet man ein gerades und ungerades n, und beachtet , daas (§.35); 



e-"«wie«=^-^— 4, 
t 

so ist 



/} 



2ni(2m - I)...2. I 



e-*««»»*.,. ^ . , 

0 la*+(2ni)'][n»-t-(2m-2)'J...[a"'-H2»J' a ' 

ye-*»^l—H,9x~ (2m ^ l) 2m. .. 3.2 I 

2m(2m~1). .21 e"~ 

ff [a*H- (2m>«] ta'-K(2oi-2)«J.... (ä»+2^ * "T" ' 

V * 
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Jn [»*+(2iiH-l)']I»* + (2ni-l)'J...[a'-h3j»*»M-r 



t 



Gmis eben so mus §. 36, HI: 

IV. Soll da^ Int^gv&l / 

/'i ex 
0 H- b eot X 

ermittelt werden wenn n und b positiv sind, so lint man sich zunächst au die Formeln 
in §.36 III zu halten. Üaa-f-bcü*x jetzt nicht U werden kann, von x = 0 bis 

x = to i»t das beatammfce Integral lolAssig. Sejr «Im a> 0, b>0, to is€ 



■ k>». 



Demnach» da stetig Terläufl ron z=:0 bis Is^: 
« 

arc y^^) , a>b>0; 

y« a+b<Mz Vb»-a« VVbTi-Vb^^ Vb^=r» 

• a+b«ots a ' 
V. £• Ul. wie nmi ans §. 27 leiebt findet : 

yii«e-« a» Ä — »«e-" -I- nyx«-» e-« 6 X. 

Ist nunn>0, so ist für x = 0 ; x" 6''= 0 , uud für x = aC : x"e-* = 0, wie 
sich aus §. 22, V ergibt Demnaeh 
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0 J 9 

I, da y|^-"6xssl: 

e-i* 8» 5= a 1) (• — 8) . . . 1 , a > 0 . 

So folgt aiu 27» IV auch: 

/>l(.)8.=-^,.. + l>0(|.«). • 



VI. Eibt(§.42. VU): 



IC • 

y^'wi»K8x=2y^«M»x8x,y^'jt(x«»)8x=2y^^(x"-)8x,y"^^^^^ 



IC 

t 



vir. Man soll 



wwin r>a>0 ist, emiUelo. Mmi MtsexsftM«^, «M inoMr gettettoi bti 
da z<a, so ist (§.36): 

^jr P —titinpip — __ 8» 

(r»— V)V»'— »• y (r*— a» «ot' 9)V^a*— a*«M*9 "~ 7 »'^ » 

(weil Va* — a^cos^ (f = Va'^m^qs = a«in<;p, indem nur positiv ist) 

•°.~^y (r-t-».w> -*- ;-^«»> )''*°~g?v?c?t'" (."'"'iVTTi) 

FQrzs — a «rgibi sich aus x=s:a«M9:«o«9 = » 1 , ^sfr. färx=*+>a 
abtr «M^=l, 4>=:0. Da fomsr f^fi ^^^i* 9 = ir bis ganx stetig (von 

OD xn 0> TerlAuft , üb«rdiess für 9^n'.arcQffs:it0^'^'^^^;;^=iare(tffSiiff^ 
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^^^^ = arc (tg=QC)=.^, und ebeDio dann orc Qg =^tg ~ — \ * 



•o ist endlich 



= -r74=;r>»>or.' 
§.44. 

Ennitthing eis^gw angnntiiMrtii liilnfik. 

I. Sey f ^»3t 4- eioe Funktion voo »x -H ^® erhält, 
wenn mao io f(s) flir z setit az + aad sey dat Integral 

vorgelegt, von dem wir annehmen wollen, dass-es zulässig sey, d. h. das» 
f ^az + endlich sey von z =^ bis z = oo. Mao setze 



lebt (§.28): 

und es fragt sich nun, welches der zsvci Zeiclien im bestimrateu Integral zn- 
zulassen ist (§. 42, IV). Setzen wir a und b positiv voraus, so ist ax -i- 
unendlich fQr z = 0 und x = oo, aber immer positiv innerhalb dieser Grän- 
len; diese Qrflese erreicht ihren kleinsten Werth f&r a^p = 0 (§.24), 

d. h. z ^'^Y » z = 0 bis z = nimmt also a z 4- y» niithin 

aneb z , fortwährend ab (von .00 bis a + b % y iTb) ; Ton 

x—^^\n%% = fi^iAmm%AM%%^9kX+^ (also auch z) fortwälurend zn 
nnd zwar von 2Vabbis oo. Demnach nrass s gehen: erstens abnehmend 

TOD £s OD bis z =^ 2yab von ^ull bis V^^^i zweitens zunehmend von 

z^2V9ih bis zssoD (z voo V\h\M 00).' 

Soll aber für z = oc die Grösse x — 0 seyn , so ist diess nur möglich, 
wenn das nntere Zeichen gilt, ^^ii^^fi Vi'— **b för z = oo nicht 0 ist; 
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^■j2 Das Integral/ f(aeo«z-f- bMMx)6x« 

soll für z = QO die Grösse x = oc seyn, 80 muss das obere Zeichen gelten. 
Demoacb : 

v««z=0UiZ3=Y— • d. b. Too i = OD Ml tssVabglltdasiniler« Zsidita,- 
Toa X = Y *^ '^^^ ^ = ^* ^' ^'^^ a = 2 V^a b bü s = QO gilt das ober« Zeicheo, 

ond 4nan sieht leicht, da&s dann wirklieh allen Bedingongen Genüge ge- 
achieht. Somit ist 

d. b. gemiu §.42, I: 

Letzteres Integral l&sst sich nochmals umformen. Setzt man nämlich 

z* — 4ab = u', zr^ssu, Vi'— 4ab = a, so sind die Grftnzen nach a:0 

V n 

und oo, so dass 

f ^^ax + Y )öx=Y — — j ^ — a /o '(V" +4ab)aa, (aandbpaaO* 

I'(a0o«x -f: b «m x) o z amzuformen, wobei a nnd 

b positiv sind. 

Sützt man &co8\ hi>mx = 2,00 wird, wenn = ^SQ* ^ Maximum 
erreichen für q^< and alsdann = Ya'H-b» seyn, während för 

X = 71 -H ß das Mtnimnm von z = — V»»4-b* ist. Sey also Yä' h- b' = k, . 
so ist 

• sietif von z =0 bii xs 9 , nad bai di« Griacirortba a und k. 

s itocig Toiizs^Uiz=if+^» und bat dl« Grfdsirartba k und — k , 

t itatig von zsi<«4*f bb z=2ii. nnd bat dt« GrSasvartbe — k und a. 

Ferner ist c = a^x + b«Aix = a[^«x -h l^^etnz] = , co» (q — x) * 

2 cot p8x 1 _ 1 cot Q ^ cot Q 

"~ a '8z bco#x — a«nx SL[tpfeotx — tinx]^&tin{Q—x) s* cot' q 



•VI — ^ 



+ -7=====. Hier gilt das obere Zeichou vou x ü bis x — und 
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x = n g bis x — 27z, da dann sin — x) > 0; von x = ^ bis X = ^ 4* ^ 
gilt das ontQre Zeicbeu. Man hat also 

/^f (a«o«x-+- b«nx)fix ==/^f(ÄCo*xH-b*inx)8x-+- / f (»«o*x ^- b*M»x) 8x 

y»«it ■ • 

f (a «M X + b nn z) 8 X 

~ y \Ai^=twi y Va»-.»«a,»e y Va W^^^^ ^ 

Da 2 eo« ^ < a (weil eo9Q = » »*> »ey a «we=a#m9, also ^ =^ ''^^^ 

= k cö« y , 80 siod die Gräozea von y : — -j- und -H ^ , uud da z = k «my, 
so ist endlich 

«r 

f(a«Mx4-b««x)ex=2/ f(k«m9>e9, ksVs' + b*. 

""T 

HL Ift das Int«gniy^'f(Mn2x)0o«x8x TOi|;elegt, so hat man (§.42, 10: 
* * ? 



Da aber dn2x voa x=5 -j- biax= y gvM dieselbmi Werlhe hat, wi« «•ift2 x 

Ton X = bis 0, und dcssgieichen co*x tob x = -^^bia dieselben Werthe wie 

ff 
4 



fMXTonxss-^ his 0, mist 



^ * f («• 2 x) CM X 8 X ==y* * f (#Mi 2 x) #tn X 8 X , 
T 

was man andk ladet, wenn man xs y""* Also: 

«ff ff ' 

y*f(#Mi2x)co#x8x = / \(#tM2x)(co*x-h#»nx)8x= / *f (««2x) V/r4-«n2x8x. 

lian set»ennn«Ni2xs0M's, wasmaadaif, da«m2x Immer peeittv ist ven 



0 bia ^ fUr X , so ut 



. 8x 8x iimeott 
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Di« Grone eo§2x ist posÜir tod z=0 bis > = "^t *1m> iii 
8z «mt«0ti cAtiM«! «tfis«o<i eo«z 



Vi — m'2s ~~ Vi— «I»*»"" Vi — «»••■Vl+«w»»~ V 
imd oiitiitii . 

• ^ . « • 

f(«n2x)«o«x8x=-/ . = / f(6M*i)«Mi8t. 

• • ^ Vi J% 

so das» 

^*r(«m2x)Mtx8xss J** i{eo$^x)Got:itx* 



Achter Absclmiit. 



Anwendung der bestimmten Integrale anf 'BeTeefamingr Ton 

riacheu- und Körper-Inhalten, so wie von Bogenlängen. 

§. 45. 
Qiudratiur ebentr KiuYeii. 

I* Stelleo wir ims nniclut die Aufgabe, daeFlicheDst&cksabeKehoeii, 
daa (Fig. 16) zwiseheo den beiden Ordinalen BIN, M'N', die an den Abaaisaen 



TT 



OM = a, OM'=b gehören, dem Abaaifsen- 
AxenBtflck MM' (= b — a) und der Kurve NN' 
liege, ao ist, wenn OP = x, die Fläche MPQN = 

u, nach §. 20, II: ör — = y, wo y die (po- 
sitive) Ordinate ist, welche das Flächeostück 
PQQ'P in Minem Anfang begränzt, «fiesen An- 
fang nach derRichtnng waebsender x gezählt (so 



dass 4(ix>0 ist). 

Denken wir uns dob, man theilelMM' in n gleiche Theiie, jedeu gleich 
^x, nnd errichte in den Theilpnnktea die Ordinaten, so wird dadurch das zu 
berechnende Fllchenstfiek in n Theiie zerfUien, welche von der Art den 
Stacks PQQ'P' sind, und zusammen die ganze Fläche BfNN'M' ausmachen, 
welcher Satz richtig ut, wie klein auch Jx (d. h. wie gross n) ist 

Sind zfD| , , . . . , Ja. die einzelnen FlächenstUcke^ so ist also, wobb 
f die gesuchte Fläche bezeichnet: 
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8 o 

Aber da ^ = 7, so ist (§. 15, f) Ja = 7JxH-a^z, wo €/ra = 0; 
demnach aach * 

wo yt, yj, Xj , . . . , y„ die in M, dem T", 2'", . . . , n — 1"" Theiipnnkto 
errichteten Ordinaten bedeateo, und für alle a obige Betuerkuag gilt. 
Daraas folgt 

f=(y, -f-y, -+-... 4 )„^zix-f-(aj -+-o,-f-...-f-a„)Jx, 
(yi -+-yi 4-.... -f- y«) /lx=5f—(aj +«, + ,.•+•«») Jx, 

und da diess für alle Jx wahr ist, auch: 

</>(y, -f- Vi -4- ... 4- yn) z/i = f— (/r(aj -I- «; -r .. H- On) ^fx, (a) 

WO Gl- sich auf abnehmende (also wachfteode ü) bezieht, und beachtet ist, 
dass f von Jx gauz unabhängig ist. 

Nun ist y eioe Funktion von x, wie die Gleichung der Kurve AB sie 
liefert; )\, y, , . . . , y„ sind die Werthe derselben Tür x = a, a-f- Jx, 
aH-2 Jx, . . . , b — Jx. Demnach ist (§.39) 

fflr f Tt H- y, 4- f , -4- . . H- I y « « . 

Weiter iät nach §. 7, IV (und wie §. 4l, T): 

80 dus die GleicboDg (a) gibt y*ydx = f, d. h. 

0») 



Diese Formel setzt aber wesentlich voraus , dass die Fläche innerhalb der 

8 u 

betrachteten G ranzen immer Wjachse mit wachsendem x, da sonst ^ = — y 

seyn wfirde; oder, wenn man eich etwas Miders ausdrHeken will , dass bot 
bloss positivea y, wie wir vorausgesetzt, b ■— a > 0 sey , und der Kurven- 
bogeu von x = a bis z = b keine ZurOckbiegaog Iwbe (also siebt etWA 
verlaofe wie flg. 3 in §. 20). 

* Mail vaUbA Utraiu» dtat» weil = 7wsr, felgaii inn«to f = / y 8x, •» 4an llber> 

V X J m 

Jv 

baapt, weno 6fr ^ = s Ut, und t eioo geomatriscbe GrOMe« die von z = a bis x = b sich 

gau Mdiweiidif 4iM» gtaie GHtoM=y sOzMyawitd. 

In der Sprache aneudlicb kleiner ürOsacn htttte man sagen könoeo, das unendlich kleint 
der so bflv«olneiidto FtSebe w$f y dr^ «ad 4a die SanoM tller dltter EToBrate die 

fragliebe Fliehe aiumaehe» so ley also ^ydx (d. b. eben diese Stunine) der Inbalt derselbea. 
Endlich liesae sich daa Gesagt« ancb in folgender Weiae darstellen. Es ist gaoa gewiia 

f=y^8a <|.41.D 
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Demnach, wenn man stau u die noue Verftaderliche x einführt und beachtet, dan wenn u=( 
<«o u aoihwtndtg «in Stftek MPQN ist) . d. h. wum nu statt MPQN dit gasM FII«1m MM' 
W niBMiift, XBb bt, und «nu n BsO:sB», ao in (f. 42, lY); 

n. Will man du Flächenstfick zwbeheo MM', NK' 
(Fig. IT) und den zwei Eorven MN, M'N', bereeboen, 
so beachte man, das«, weDO a ood b die Abszissen von 
A und B sind: 

Vo y und y, , als l-'unktionen von x, die Ordioaten der 
Kurven M'N', M^s sind. Also ist 

MNN'M'=y\ex-y^y,öx=y[V-yi)8«. (e) 

Die Formel (b) setzt voraus, dass die begräozeode Knrve die Abszissen- 
aze looerbalb der betracbteten Ansdehnung nicbt darchschneide, da dann 
ohnehin die ursprüngliche Aufgabe nicht mehr gestellt werden könnte, wie 

z. B. in Fig. 7 (§. 24) man nicht fragen kann, welche Fläche zwischen C c und 
Gg liege. Femer haben uir die Ordinalen nnr auf der positiven Seite der y 
angenommen; läge in Fig. 16 NJN' auf der negativen Seite der y, so würde 
man, da f imraor mir positiv i«t, — y statt y in Hochining stellen. Würde 
in Fig. 17 die Kurve M^i auf der Seite der negativen y liegen, so würde den- 
noch die Formel (c) gelten, da dann zwar AHNE = J (—yj dx wAre, aber 

IQ ABN'M' addiit werden mOsste. In diesem Falle kann also ganz wohl 
MN die Abszissenaze durchschneiden; die beiden Kurven selbst aber dOffbn 
sich nicht durchschneiden, oder aber wenn diess geschieht, so muss dann die 

Formel (c) nicht über den Dnrchschnittspunkt hinaus erstreckt werden. Jen- 
seits desselben wftre es nlünlich wohl möglich, dass Jt ~7 Stelle von 
y—ji zu treten* h&tte, wenn dann 'die zweite Kurve über die erste zu 
stehen kommt. 

Fig, 18, I^'- Stellt man sich endlich die Aufgabe, die 

j^. Fläche des Ausschnitts BOC (Kiß. 18) zu berechnen, 
wenn die Gleichung der Kurve in Polarkoordinaten ge- 
geben ist, so ist (§.20, IV) lUr BOM = n; |~=ir', 

^ wenn « den Winkel MOA , r den Fahrstrahl OM be- 

^'^ deutet, der eine Funktion von co ist. ' Sind also W|, 
die Wertiie von BOA, COA, so folgt hieraus wie in I: 

BOc = i/V'a«. 

wobei vorausgesetzt ist, dass mit wachsender Fliehe auch « stetig wachse, 
so dass «Iso ZurOckbiegungen der Kurve innerhalb des betrachteten 




Digitized by Google 



177 



Ausschnitts nicht vorkommen dürfen. (D. h. also, wenn man auf der Kurve 
von B bis C fortgeht, mass cü immer wachsen; im andern Falle uürde man 
die Aufgabe in mehrere einzelne trennen). 

^Vir wollen nun an einer Reihe von Beispielen die gegebenen Formeln 
anwenden, woraus sich zugleich auch ergeben wird, wie man sich in zu- 
sammengesetxteren F&lleo zo helfen hat. 



Fig. i9. 



§. 46. 

Beifipielo zu §. 45. 

I. Man soU die FUohe de« Dreieck« ABC (Fig. 19) be- 
rechnen. * 

Sey AB = c , CD (Höhe) = h, AD=a. also DB=c— «; . 
UMM wähle AB alt AhisiMenax«. A ali Anfkogspunkt, so 
rind die Koordinaten von A : 0, 0; Ton B: e, 0; Ton C: or, h. 

b 

Alto iit die Gleichung der Gefaden AC: — z, der BC: 
b 

-(x — c), mithin: 

/*« h h« /"* h 

Dreieck ADC = / — xc x= Dreieck BCO - / {\~q)cx~ 

Jon 8 J a — c 

h fc» — «» , .1 h ^ vT^-f-« 1 / x/^«-cA 




^^V-^^ I>ni««k ABC = ADC + BCD SB 

II. Stelle AHB (Fig. 20) eine halbe Ellipse vor, 
idOTen groMe Halbaxe CB=a, kleine CH=b, deren 
Giekhnnir alao b'x'-4-a'j^=a*b'ist, wenn man den 

Mittelpunkt Call Anfnngspunkt der Koordinaten wählt; 
man soll das Stück berechnen, für welches CD 

= Xo. CF — X,, (wo x„ ne^'atiT wäre, wenn D£ link« 
von Cli läge). Man hat hier J 



Fig. 20. 
ß' E' 





also die fragliche i- lache = 

Wae nun das hier ▼orkommende Integral anbelangt , so gehOii es sn den in 

|.3d, I betrachteten. Nach der durtigen Jt ormcl (b) ist ^ni = U, r= : 

= + ^ arc (^«■« ^ -) (S. 28), 



nittfer, DMhfMti«!« «. laMfisMtwInMt. t. Aofl. 



12 



178 

mithin 

and die fir«gücbe FlAcbe alio: 

rar die Fläche CHGF iat ;ta = • ^ dieselbe 

Setzt- man hier it =a, «o erhält man die Fläche HCB, d. h. den rierten Theil 
der elliptiiehen Fläche. Derselbe ist mithin " , ao daas die guuw von der Etlipae 

umwlilosMae Fläche = abir isi. Itt AB'B ein mit a um C beechriebener Balbkreit^ 
•o erhält man die Fläche DE'O'F, wenn man in dem Ausdracke Ton D£GF bsa 
•etst. Daraus folgt unmittelbar» dau 

DEOF:DE'OT = b:a. 

f^9* Si. IQ. Nimmt man (Fig. 21) den einen Brenn- 

pnnkt der Ellipse 8 als Fol, SA als FolataaK», so 
ist, wenn SM = r, ASM = cu, e = SC die Ent- 
fernung (Ii s Bronnpunkts vom Mittelpunkt, die 
PolargloichuQg der Ellipse: 
_ b» 
a+eeo««* 

worin a und b dieselbe Bedeutung haben, wie in "Nr. IL 

Ist also der Ausschnitt ASM. für den der Anßingswerth von O) = 0, der ifend- 
werth (A8M) = «i>t m berechnen, so ist derselbe (§. 4S, IH): 

ayj 2/0 (a4-e««w«)»' 

■ 

Abi r nach §. 36: 

/ 6m e 4riwu> ^ a / * bm 

(a+e«e*«)'™ a* — e* a -I- e a* — eva + eeos« 

2a / -./a-o «\ 
ar«l ly=sy-— ^ jtJ, 




e «As« ^ „ 



a* — e'a + a«0s« . 

(a — 



inithin da a' — = b', die Fläche: 

eh' jt/»i<*, /" ^ / a e «>, \ 

— T, - -habor*! «y= V —tif^]- 

2 a-i-eco*»! V r a e 2 y 

abis 

Setst man «t =;r, so eriiält man die halbe elliptische Fläche ss-^-» 

IV. Sey C (Fig. 22) dor Mittelpunkt einer Hyperbel, deren reelle Halbaxe 
CA = a, imaginäre = b, deren Oleiehuag abo b'xf — a'y'sa'b' ist, und aey 
CM = Z| , so soll das Flächenstack AHN beiechnet werden. 
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Man hat, da ACsa, y=— Vx«— a*: 
Naoh §. 3a, Formel (b) ist aber 

J 2 2y^p-si 

a* a* 

welche GrOMe für x = ani — yl(a) — '^l(2)wifd. 




«od die fragliche Fl&ohe = ~ ~"^) . 

lit Mli = y». 80 Ut Vx7-*' = X» »tauch 

mithin da CMN = \ y, . «o ist CAN = y ' (v b") * 

V. Sey AN ein I'arabelbogen (Rg. 28), A der Scheitel der 
Parabel, deren Gleichung y's= 2 px iey, AM=SX|, so ist y = 
V2p^, also die Fliehe 

oder wenn lfN=7,, VSpx^Äj,: 




2 
3 



Da A1[MB=X( . lo lat AHN s |- AMNR. ANR= y AHN, ein Mhoa%<m 
limedea geftindener Sats. 

Wollte man die Flacbe ilNTQ haben, ao wäre sie = APQ — - AMN = ■J- Xf 

"8* »i/t. AP=x,. PQssj,, AM=Xt, 1IN=7,. NatOrlich wir» aaeh 
nnmitlelbar: 

t '''' 

12.» 
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Bttqptolt. 





r 




i 


If 6 



VI. Siy ANB ('■ 'g- 24) t'ine Zykloide, deren 
chUDgeu sind x — x (o) — *jn o») , j = r (1 — co» cü), 
und %ßy »1 der lirerth too o) , der dem Punkt N ^nt- 
aprioht, M ut wenn AM s= : 



AIIK = / j8«=/ y ^- 8.(|.42,IV) = 

r(l— «M«)r(l'~«M«)&<»^r'/ (l->CM»}'8«s:r*/ (1 — 2«0t<»+eM'«)8«. 
0 •/ • •/ 0 

Aber (§. 34): 

y 



„ . . - . tinmcotn 1 3 „ . . «hi2» 

(1— 2«0««'4-eM*«)b«»s«— 2m*-i = h-=-« = -s-«»— 2#m«»H j — , 

8 Z Z V 



3 r'«Ai2 0 

also die Fläche AMN — ^ r ' Wj — 2 *m üJj H j — - , Ist MN.= jTi , so i.nt ct>« a»i 

= und es liegt «i^ swischen 0 und ir, wenn IfN in der enten B&lfte der Zy- 

kleide, xwisehen n und 2ir, wenn HM in dw iweiten Hälfte liegt. Fflr o», =jr hnt 

3 , 

man die halbe 1- lache der Zykloide = '2' t n, so das« die ganze Flache Aliii.A — 
3 ;r ist. 

3 

Da AC=:r;r. AP = C£ = 2r. so ist AC£D = 2r^}r, also da ACEsy r'n, so 
itl A£D s: :^r' «r, d. h. A£D =: y AEC . 

Fig. 25, VII. Stelle AHC (Fig. 25) eine Lcniniscate vor, 

2[ deren I'olurgkicljung r' = a'co*2a) ist, wenn A der 
Pol, AB diu ^'nlaraxe und AB = a ist, so ist fllr RAM 
= <»! , die Fliebe det AnsxAinitts 

1 1 /*•» 1 

7( 1 

Für ^u^= — hat man die Flache über AB = — a\ so dass die ganxe ron der 
Lemniioate umsohlossene (zweitheilige) FlAoiie = a' ist. 

VUL Sey BCBX'B dieErolute einer Ellipse (Fig. 2»\ 

deren Gleichung also (^^riT^i^ ^^i~r|J«) = 1 ist, 

so ist , wenn 





a» — b» a' — b* 

und wo AB = , AC = — g — 

»'-b» = e»: 



also fttr AM =: X( , die fliehe 
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Man setze nun x — z^, uo ist 

/[>-ao'j-=/[-(r)'']'-- 

Aber iiMh 33 ist, wenn man naeh einander die dortigen Formeln (e), (b) 
anwendet: 

6« 24a 16a 16 «7 V^T^V» 



_ «(1— g»*)^ «d-aiy «(!-« 

6« a4a 16a l6aVa 



16a 



Setat man mir Abkarzung Vax = a, V^o * = V a* — b* ä.« , so iet a = -^i 
«=x' = -j-, «Ä»=^.x'Ä-jf, V«=y. 80 das« 

y L^HW J üTT--^ 8at — ieir-^i?i'"*L"*-7> 

mithin da für x=0 auch u=0, und iUr z|=Z| :«:= Vas« ==a|, und '^ = -g-: 

ijiKc= - ■» <••--■ '>>'H "'-:» '^v ^-- - '>'''-^^«. (»u= ■ 

2ab Sab I6ab 16ab v 

a' — b* e» 

Für = — ~ — = — = — iit = * , alüo hat mau für die Fläche 

3e* « .. , 3**« 3c»« 8(a»— bV« 

^^^ = ieibT' '»"^"^••^8*""*^'**^'=8ab=8^b='"iin; — • 



IX. Sej yssa-f-bx-hex* die Gleiehung einer Kurre 
(Flg. 27) und die Abszissen von A:X||, TOn C:Xo + 2h,. wo 
AK = £C =h, so ist die Fliehe 

Ji 



ACDB 



/ 



= 2 a h 4- Y b (4 «0 b + 4 h »> -h y 0 (6 X, ' b -M 2 «, h ' + 8 b ») 



«= 1 6 a -H 6 Xt b 6 b h 4- 6 1« * c H- 1 2 lo b c 8 h • c J 
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1S2 Die Simpson '»cbe Kiheniogsforiuel. ' 

= ^ b«» 4- c V b («, h) H- •(«,-*- h)«J H- ft-h b ah) + c (i, 2h)»| . 

btnun ABs7q«£F=7,, CD=y,. so ist = » + bx, -f-ca,* y, =Ä-h 
b(xoH-h)+G(x»H-h). 7«=:a-l-b<z« + 2h)-ho(zoH-2]l)*, »bo' 

# 

welohe GMehung audi' dadorob all ricbtig erkannt wird, daM man in X 

(yo +4yi -^yi) <l>e Werthe von jot yi« yj einsetzt, und thatsichlich den Torber 
gefundenen Werth ron ACDB erbält. (Vergl. XI). 

X. Auf dfpso Formel pröndet sich die Simpson'sche 
Formel für die naherunghweise liercchnuiig eines Fliichen- 
raumcs ABCD (Fig. 28). Man theile nämlich AD in 2n 

AD 

gleiche Theile, jeden — h , so das« also b = ^ ; errichte 

zn 

in den Theilpunkten Ordinalen yo, yi , yj i • • • . y»«. wo also 
^ ^ AI3 — Vo , CD — y,„, und lejje nun durch je drei Punkte, 

etwa B, F>, F eine Kurve, deren Gleichunu die Form y = a -4- bx -h cx' hat, 
was iinim r möglich ist, da die drei Grössen a, h, c bestimmt werden können, 
wenn man die Bedingungen anschreibt, dass die Kurve durch die drei Punkte 
gehen soll. Je naher nun die Punkte an einander liegen, desto mehr wird 
auch, innerhalb derselben, die so gezogene Kurve mit der eigentlichen zu- 
Bommenfalteii, and man nird also flir du FUtebenstack «wiBchen der ersten 
nnd dritten Ordinate baben : 

h 




Eben so für das zwischen der dritten und fünften: ^ (y, -f- 4 y, 4- y^) 
u. 8, w., 90 dass die ganze Fläche nahezu = 4- [y» + 4 + + + 4y, 



+ y» + y« 4ys + + 4y t.-i + yt .1 



= y [y« yt. -t- * (yi -H y, + H- . . . 4- yto-i) + 2 (y, 4- y^ h- . . . yt«-»)Ji ' 



ist. 



XI. Die in DL erhaltene Formel gilt übrigen« andi, wenn die Gleichung der 
Klirre ist y=: A+BxH-Cz' -h Dx». wo A, 9, C, D Konstanten. 

Denn dann ist die Fläche 

B (J 

^ (A -I- Bs C E» D 1» j ö 1 SS A . 2h + -g-(4h io+ 4b») -h ^ (dh I,* 4- 12h»», 8b») 

= 2h|A4-B(i,H-h) + |-(8so»4-6h»,+4h«)4-D(»,»+8hio»-h4h»i„-H2h«)|. 
Femer 
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47t=4A+4B(B«-t-b)+4C(sQ*+2i,h+h*)+4D(s,*-h8s«<b+3i«h*+h'). - 
r, = A+B(«.+2b)+C(i,'-«-4i«h4-4h*)H-D(x«*+<lBo'b+12x.b*-h8h*), 

wonnt 

7« -t- 4Tt -hTt » 6 A-h B (6 s« + 6 h) + p (6«« >+ 12seb + 8b>) 
+D(6s.*H- 18s,*li+24sob'+ 12b*)* 

^*"*"^^^"*"^* b=2b{A-f.B(»o4-h)H-C(«,«-t-2»»b-t- jh») 

= / (AH-Bx-I-Cx»+D«*)8x, 
wodnreb der SftU erwieten 

♦ 

MittlflTOr W«rlb der OHinato. 

XII. Nach §. 39, IV ist der mittlere Werth von y fOrdie Punkte zwischen 

M und (Fig. 16, §.46, 1) gleich ^~^J* y dl. lieisst dieser mittlere 
Wertii T, 80 ist also die Piache 

f=(b-s)Y, 

d. h. gleich einem Rechtecke, dessen Grondlinie MM' and dessen 
Böhe die mittlere Ordinate ist. 

Ist eben so in §. 46, III: der mittlere Werth des Quadrats des Fahr- 

r^dw = («0, — o>,) U^ also jener Anschnitt — * Z^' — 

= •^R(«, — W| ),-wo R(«0| — «( ) ein mit dem Halbmesser R xwischen den 

Seiten OB, OG 'beschriebener Kreisbogen ist Der Ansscbnitt BOG ist also 
gleich dem Kreisansschnitt, der von dem eben genannten Kreisbogen be- 
grinst ist. [Dabei ist aber su beachten, dass R jiicht der mittler^ Werth 

des Fahr&trahls r ist, da uichiy^ r üw — (w, - w^)!!.] • 

. §.47. 
• ttektü^katioQ ebeoor Kumii. 

I. Soll man die Länge des Bogens KN' (Fig. 29) berechnen,* dessen 
Bndpnnkten die Abssissen OM = a, OM' = b zugehören,* so sey Air 



• Vun der I./lnpe cirnT geraden Linie haben wir einen rttllkominrn klrirnn I?ri,frifl": 
der Lauge einer knimmen Linie kann uiau »eben eher Anstand finden. Will uian iu diesem 
Falle leisten auf erstere zurückführen , so denke man sich einen biegsamen Fadan Aber die 
bfOMiie Lfad« fsspaiiBt» den ms» dsiui rar garsdm Uni« tttsstreekt Uebrigani bvirsdhteii 
vir die krumme Linie selbst als die Orflnze, der sich ein einge^^chricbener geradliniger TJnien- 
lug (Vieleck) ufihert. wenn Roino Seitenanzalil immer grösser wird. Von diesem Standpunkt 
aus ergibt sich dann ein klarer Begriff der Linge einer krummen Linie . da sie die Gr&nzc dtr 
der PoljrgoiiMfteB iit. (T«igl. f. 82.) 
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OP = x, die Länge vonNQ = 8, ond man hat 
r p (§.20. ni): 

8 



woriu das obere Zeichen ^i!t, wenn s wächst mit 
wachsendem x, das untere im cnt^egeiigesetzteu 
Falle. Daraus folgt, dass für PP = Jjt, QQ' = 
^8, niau Ijabe : 



worin « unendlicli almiiumt mit unendlich abnehmendem 1\. Gesetzt nun, 
wie in unserer Fi;^ur, es wachse der zu berechnende liegen in seiner ganzen 
Ausdehnung mit wachsendem x, so folgt hieraus ganz wie in §.45, liass die 
Länge von >kM' gleich sey der (i ranze, der sich die Summe der Werthe, die 

mao erbält, wenn man in y^l~^(^^Q der Grösse z alle Werthe von 

x=:a bis an z = b beilegt, mit unendlich abnehmendem nähert, wi^also 
der Unterschied der anf einander folgenden Werthe von z ist Daraus 
ergibt sich anmittelbar, dass 



DieMibe Foimd linft lidi «bnilUb in fDl|«od«r Wei«» findmu Et ist* treuB B«s«ii 
Mj'=:0. lieber 

«/ 0 

sIm v«iui ana die Vciliideilidi« x eialBliit, wo daoD |^ '^V^^'^(^^3 ' 

indem für i = 0 auch'x = a, fürs = o:x — b ist. 

Würde der Dogen abnehmen mit wachsendem x (wenn man z. IJ. seinen. 
Anfangspunkt in N' gewählt hätte) , s>o wiire 



Füj 'HO. 




h d' 



II. Würde innerhalb der Gränzen des Integrals 
der Bogen bald wachsen mit wachsendem x, bald ab- 
nehmen, so wiirden diese l'orraeln nicht mehr gelten 
und man miisste den ganzen Bogen in einz -Ine Theile 
abtrennen. So z.B. Fig. 30, wenn Oa — a, Üb=-/?, 
O c — y , 0 d = d, wiire : 
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Bugen CD =/^yi+(|l)%,. 



wobei jeweils Ar y diejenige Funktion von z mü wihlen wftre, die dem be- 
treffenden BogeostOck entspricht. 

III. Wollte man für Polarkoordinaten die botrefffiide Formol hcrstellpn, 
so wäre y = r«/iöj, x — rcoso), d i^is wenn r als Kunktiun von (o, gegeben 
durch die Polargleichung der Kur\e, augesehen wird, ist (§.21, JV): 

87 9m 8z 8r . dy 8r . . 

8« 

Also wenn m^, die Werthe von » sind, die den Endponkten entsprechen 
und der Bogen nur wächst mit wachsenden m (§. 42, IV), dieser Bogen = 




Wir wollen nun diese Formeln ebenfalls auf einige Beispiele anwenden. 



* 'Streng geoomroen soilte man hier die tUWe unterscheiden , da -- positiv oder oegatir 



irt. lü mndieh - 

0 



i<«. ...v/,.i§,-.-v^(-)vc:)' 

Allein wenn l-^<CO, so oimmt x ab mit wachsendem o (§. 20, 1): setzt man aber roraus, es 
wadiM d«r Begeii t nik waehtoidmi «». ao tot P->0, abo r^<0, vie astflilidi. 

da jetst s wAchst mit abnelunendem x. Demnach ist ^ — — y ^~^\ßxJ ' 8«^ 

8i /^f yA' 

So lange also « wuchst trit wMb««iide« w gilt dfe-Fomel — s=y Vfoiy ' 

also auch die Formel des Textrs , in der natürlich ]> w„ soyn rouss. Aehnliobe Betrach- 
tungen werden in allen künftigen ähnlichen Fällen maa&sgebend seyn. 
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§. 48. 
Beispiele su $, 47. 

I. Mm toll den Pambelbogvn AN (Fig. 28) beraduMD, wenn AM=Xi. 
Man setae nun — = s% x^^i^Tg* 8i~"~(r=-2p' 

1 /^»-t-V2\l pz p ./^ «-t-m ^Py X 

V'2\.t-V2jj t*-2'^ 2V2\Jt-V2j 2xH-p 



mithin 



Wie man NQ(= AQ -r- AN) hieraus finden kann, iet wohl klar. 

II. F&T den ZjMoidenbogen AN (Fig. 24) Ut (§.46, VI): (§. 21) =. 

8^ 



1 — cot CO * 



C CD 



* Man darf nur daao aVb= Va-b Mtsea. ,«enB a poiltiT itk; §Eu\ < 0 int 
a V b = — V a' b . In vnBerem Falle* ht aber 0, da i wichi« mit « (f. 20. 1) ; also Itt 
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Für t»|=ir. 4m*-|-s=«m<^s=Y. isi Mi: also = 4r, AEBsSr. 

Für eine Epixykloide, deren Gnindkreis R zum Hrilbmes«« hat, «ilmiid r dar Halb- 
^ dü fonmdra KrsbM itt, so dass deren Gleich 



X = (B 4- r) • — r «oi 



•lad. «Bdttnaii eben so ab LMmgp «inM gaosra VadMfc (Mr d«i d«r obm Wartli von • s 
J die GrtH« ^ 



8 r 

nL Für die tfeUnediselie Spirale tat r=a<D, g^ = a. also der von a> = 0 
bia o = «4 Bich entfedLende Bogen : .. 

lal r, die Länge des letzten FahrstrahU, so Ut = ao>| , == ~ , 

FOr die logarithmisohe Spirale iat r s a* |^ s: a* ^a) , alao die Bogealteg« 
Too •= 0 Bis «> = «, : 

Va'«+a*«/(a)« d • ^ V^l+TW* 8 • * 1^^^^' (*••-!). 

i'ür die Lemmiscate (Fig. 25) i8tT' = a^tfM 2 r |^s= — a'etn2a», 

2« ^ ,_ aW2»-4-aW2» _ a' a« 

alao iat 

yi— 2*5?« y « Vi ^2««i>« 

welehea Integral hier nieht weiter bettinunt werden kann. (Yergl. 1. 160, 1). 

Parallete Karren. 

IV. Seyen (Fig. 31, siehe nächste Seite) AC Qod BD zwei parallele 
Knnreii, deren Abstand AB = CD = a sey; seyeo ferner M and H' zwei nn- 
endlicli nahe Ftonkte des Bogens AC; OM, OM' die in denselben gezogenen 
Normalen, die sielt also im Krttmmnngsmittelponkte O scheiden; eben so 
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Fiff» 91, Seyen N,N' zwei benachbarte Punkte des Bo- 

gens T5D, ON der Krümmungshalbmesser 
(§. 5G, III) fnr BD im l»iinkte N. Sey also 
GM =^ ^> , mithin ON = 4- a, so ist, da MÄl' 
als Kreisbogen vom Ilalbmesser q und dem 
Winkel MOH' = « angesehen werden kann: 

and da, venn n der Winkel ut^ den OM mit 
. der ersten Normale AE macbt, m + wie 

man sich leicht Qberzengt, der Winkel seyn wird, den OM' mit AE macht, 
80 folgt hieraus, dass wenn o), der Winkel AEC der ersten und letzten Nor- 
male (4£ und CE) ist, man haben werde (voransgesetct, dase der Bogen 
immer wacbae mit wachsendem ») : 




AC 



/••H /•»» /•»! 

= / (»8»,BD = / (^-»-a)8c» = / p8«»H-m/ 8«» = AC + «a>4. 

J 9 J • J % J 9 



Nun ist a die Länge eines mit dem Halbmesser EF — a zwischen den 
Seiten des Winkels AEG beschriebenen Kreisbogens FG, so dass also 

BD s ACH- FG. 

Der Kreisaassehnitt MOM' ist eben w ]r{{^doi, KON'=: ^((^+a)Vo>, 

also NMM'N' = NON' - MOM' [2a« + a«J <i» = a« rf« + ~ rf«, 
mithin ist die Fläche des Streifens 

ABCD = / hfbm^ J -^bm^Bj *8«4- ^«»j = a. AC + -j-^ , 
Qud da nun — die Fläche des Ausschnitts EEG ist, so hat man 

ABDC = a. AC-f-DFG, 

WO a . AC das Rechteck ist, das äber der Grundlinie AC mit der Höhe a er- 
richtet ist. 

§. 49. 

Inhalte too RoUUioiukOrpeni aud KotatiooB^Scheu. 

I. Dreht sieh die Linie NN' (Fig. 32) nm die Axe derx, so erxengt 
die Fläche MM'NN' ehien Körper, dessen Inhalt man nach §. 20, Y, 

in genau derselben Weise, wie in §. 46 finden 
wird gleich 



Fiff. 32. 




wenn a und b die Abszissen von N nnd N' (d. h. 
OM und OMO und y (nU Funktion von x) die 
Ordinate der Kurve NN' ist 
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II. Ganz eben so Ut die von NN' eirzeagte Fläche, gem&as §.20, VI: 



wobei wir voransaetten wollen, dass der Bogen NN' immer wachse mit 
wachsendem x. * • . 

m. Will man die in §. 47, III gebrauchten PoIarkoordinaCen(x=r(re>««», 
y = r«naj) anwenden, immerhin aber den durch MM'NN' (Fig. 32) ent- 
standenen Körper oder die durch NN' entstandene Fläche berechnen, so wird 
man am besten anf §,20 jsor&okgehen, wo in der dortigen Y und VI jetzt: 



wenn für die letzte Forinei vorausgesetzt wird, es wachse z luit od, wobei 
auch r«Äta» immer > 0 aeyn mnss. Darabs eigibt sich dann, statt der 
Formel in I: 



wo r ans der Polargleichang derKurre za ziehen ist. Dabei moss, wean 
«1 der Ausdruck unter dem Integralzeichen innerhalb der ganzen Aus- 
dehnung dei Integrals positiv seyn; negativ dagegen, wenn «>« <e^. 

Fflr die Formel in II ergibt sich eben so . 



wo r «ma> 0 und (ü^ > (o^^ ^eyu muss. Für a>| < (u^ hätte man das — Zeichen 
vorzusetzen. 



* DivM BedioguDg ht nnerilaslich, wenn obige FtmiidB glitM lollen* Sie Mtet vonuu, 
(Um b — a ]>0 My • nnd das« 7 potHtv ffuummtB wgrd«, wm Inmet goiiil^iid sajm wM« 
Für den Fall der Figur 30 (§. 47) wünic man zur ßereohoang dei TOD AD ttUtitSlldmeii 
KOfpers oder der eoUtandenen Oberflücbe die Formeln 



1>>1mb, WD , y, . y, die Ordtoateo für die Stücke AB , CD, CD tiod. Wie nwB In andwn 
FIU0D IQ TtiflÄriii hatte, wird aus diaiam Baiapiala klar gamg barrafgahaii. 
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IV. Dreht sich die Figur MM'N'N (Fig. 17 in §. 4ß) um die Axe der x, 
so ist der entstandene Uotationsivörper seinem Inhalte nach (§. 45, II) : 

wobei jedoch wesentlich voi aiis<j;esetzt ist , dass die beiden Kurven auf der- 
selben Seite der Abszissenavr liefren. Im andern Falle würde + an die 
Stelle von — treten, wenn man dann überhaupt noch nach dem Inhalte 
fragen will. 

Fig,33. V. Gesetzt die Flache MNN'M' (Fig. 33) 

rotire um die Axe OB, so ist der lohalt des er- 
zeugten Körpers gleich 




wobei OB als Abszissenaxe angenoiiiinen ist; y die 
Ordinaten der Kurve y, die von MM' be- 

deuten, und OA = a, OB = b ist. 
Rotirt nun ab* r dieselbe Flüche um die Axe O'B', die parallel mit OB 
in der Entfernung 00' — m L'ezogcn ist, so dass OH /. \\ i s i- h c ii OH' und der 
Fläche MIS'K'M' liegt (wobei keine der beiden Axen diese Fläche schneidet), 
so ist der Inhalt des eotstaodeDeo Körpers eben lo: 

Heisst also K der Körperinhalt des durch Umdrehung um OB entstan- 
denen Körpers, K' der Inhalt des Körpers, der bei der Drehung: um OB' ent- 
steht; ist femer F die Fläche der Figur» die nach §. 45, Ii gleich^ (y'~y«) 
iil, 10 bat man: 

K' = K-+-2iu«F, 

mittelst welches Satzes man leicht den einen Körper aus dem andern be- 
rechnen kann. ' 

VL Dreht sieh die Knnre NN' (Fig/SS) nm d ie Axe OB, so ist nach U 
der Inhalt der enengten OberflAche = 2 nj y -|- ^ ^ > wobei die 

Bedeutung der einzelnen Grössen aus II klar ist. 

Dreht sich nun dieselbe Kurve nm die Axe O'B', die parallel mit OB 
in der Entfernung 00' — m gezogen ist, so dass QW zwischen <)'H' und der 
Kurve liegt, so erhalt man den Inhalt der entstandenen Rotation&lläche, 
weuo man in der vorgehenden Formel y + m för y setzt. Dadurch wird sie 

Verglichen mit §. 47, 1 folgt hieraus nachstehender Satz: 
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Ist F der Inhalt der durch Drehung von KN' um OB entstamlenen Fläche, 
P* der Inhalt derjenigen Fläche, welche durch Dreijung derselben Kurve um 
OB' eotfttaht, S die Länge des Bogens NN, 80 ist 

• F'8sF'4-2in«S. • 

Vn. Ist T' der mittlere Werth des Qnadrttts der Ordinate zwischen a 
nAd b (^39, IV), M> ist der Inhalt des in I betrachteten Kfltpers gleich 

«0»-a)T«. 

also gleich einem Zylinder vom Halbmesser T, and der Höhe (b — a). 

Wir haben im Vorstehenden lanmr BDgenemmen , die Kam madM ein« foOstladifa 

Umdrehung. Geschieht dips'; nicht , so erhalt man das Körper- oder FlAchenstflek» dsi M 
einem Drebungawinkel ton a Grad beeduieben wurde, unmittelbar aas der OlelelmBg 

wo 6 das bei einer Rolattoa ten 800* (wie vir ob« ?enwigeMtit) beeehriebeoe Siftek, T ise 
b«i einer RototioD Ton a* beeduriebem itl. 

§.50. . 
Beii^ele «11.49. 

L Dreht sieh (Figur 20) die FUUshe CFGH um CF, so ist j' = ^(a*— z*), 

i/TTTeyV 1 — . b" 

V ^'^KjbiJ ~ V ^ « =TIi~5 ^ »rt der tob dieser Fliehe eri 
soQgte KArper fttr CF= z« : 

«b» , «bV . x*'\ 

Für z = a erhUt man den too CHB ersengten KOrpers:^^-^, also den 

4 

durch Rotation der Jiüipse um AB erzeugten Körper ~ -r- ab'fr. 

Die TOD HG erzeugte riüehe ist, wenn a'> b', also die Ellipse sieh um ihn 

grosse Axe dreht: 



2b 

a 



Für xssa hat man die toh HB eneugte FlAehe = b « Va» — ««a*-h**'^ 

«re(e»~«) = jr H — — arc («m = a), also die von der Ellipse erzeugte lläciie 

Dreht sich die iUlipse tun ihn kleine Axe, so ist b'> a', also '^^'^(^) 

V a«(a*-E*) "^""^ b'~a' = a'^»: V ^"*"l.8y V 1?=^ ' 

also die roa- HG eraeogte FUtohe (wo nun AB die kleine Axe der Ellipse) : 



Digitized by Google 



192 Beitpiele. 

' Dm hier TorkMumeiule laiegnü wird naeh §. 88 bMtimnrtk ond nuuf flndstT* 
Alfo i«t die FUehe= 

• p . fr ft 



Fflr Z| =: a erhllt man die iMlbe Botationsfläche , und da dann + ^ = 
a'-f-b' — a' = b'. so iit dieMlbes 



VI ^»'>«,/'-. ^»^ - Vb' — a« 
b»«-H_/(^+-), ^ 

II. Der Zykloidt nbogen AN drehe sich um AB (Fig. 24). Aisdaun ist (§. 48, II) : 
und wenn man hier o» = 2 ^ setzt : 

also die von AN erzeugte Flache, weun o>, der xu N gehörig Werth Ton m ist: 
FQr o, =ijf hat mul die Ton A£ cnengte FIlohe = also die Ton AEB 

64r'-r 

erzeugte = — s — . 

y • * 

Für den durch Botation von ANM ensengten KAiper findet man eben so : 



^ Für Ol, =jr erhftlt man den dnreh Botation ron ACE um AB eneugten KOiper 

= ~"2 • ^ '^''^ erzeugte Körper = 5 r^jr*. 
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III. Der Kreis FE (Fig. 34 ) dreht sich um die Gerade AB. J^* 
(Jie uussorlialb dcsst-Ihcti liegt; man .soll den K<")rpcrinhnlt 
tindcM, dco derselbe be.schreil)t , so wie den Inhalt der Ober- 
fläche, die von dem Krei^uiiifang-e erzeugt wird. 

Sej C der Mittelpunkt des Kreises , CA aenkrccht auf 
AB ttod die LAnge ron CA=a, r der HalbmeMer des Krdies. 
WAblen wir A als Anfiugipiuikjb der Koordinateii • AB ali 
AbesiMenaxe (wae wir mfissen , c}a die Rotationsaxc immer 
Abaaisae&axe scjil niBM)t.M> ist die Gleichung des Kreises: 

a)* + X» = r', y = a + Y?^~x\ 
Von den zwei Zeichen gilt das obere Tür die Hälfte DED', das untere für DFl)', 
wenn DD' parallel mit AB gezoged ist. Man rouss also diese beidea Halbkreise 

nun scheiden. 




a) 



Halbkre.. D£ü' y = a^^r-.- |l = - . l ^ (LQ = 1 



Dil Gränzen des Integrals sind — CD' und -h CD, d. h. — riUid-4-r, ao dass 
also der Inhalt des Ton der Fläche GDED'fr' erzeugten &0rper8 = 

«y^(a-hVr'~«V8«=« y^^V+2aV7=?-f.r>-x»)8i. 
UDd die Ton DED' eraeugte Oberfläche =: 



mithin iit der Inhalt des von der Fläche GDFD'G' erzeugten KOrpers = 

« y**'(a —Yf*—xy 8 X = * (a" - 2a Vt'*^-h r» ~ a«) ©i. 
Qttd der Inhalt der von DFD' erzeugten Fläche =s 

Hieraus ergibt sich nun: 
Inhalt des wva DFD'£D eneqglen Kaipen — n V-»-2a V^r* — x» + r* x*) e s — 

n y '(a'— 2aVr*— x*+r»— x*)Öx=« ' 4 a V^r- — = 4a«y^ V'' — »^^x 

= 4a^y-*(|.4e.ll) = 2ar»«» 
hahall der fem Kielt «niengien Fliehe =2 r^y ^^.^^^ + 1^8x + 
2r«/ ( . -l)8x=2rff/ — _ . 8x=4raii/ -74===4ra«ii=4ar«». * 



blaar*') DURMtattel^a. laMgllUBsehBaaf. 2. AnfL 



18 
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Wirl a=:r, >o ist GG' Tangoute an den Kreit, and man erbAU alio, wenn ein Kreis 
TO« HalkntiMr r mn MiM Tluigtale miit: 

« dtr Fiftche ss4r'rrV 

Da der Inhalt da» KreliM = r'«. Min Umfang =2r«, to «rgeben sich naeh |. 48. V nnd VI 
hieraus : 

Inhalt des KOrpers durch lloiation um Oü' — 2 r'ir* H- r-«2 (a — r) »e = 2 ar*«\ 



der Fläche 



Fig. SS. 
£ 




„ „ ::=4r*if" + «r«2(a — r)« = 4ar««. 

IV. Scy DEF (Fig. 35) eine Kvrr«, deren Gleichung 
7=:AH-Bx-(-Cx*(§.46. IX), und sey AB=BCs=1i, AD 

= CF = a, BE = b (b > a), wobei B der Anfangspunkt der 
rechtwinkligen Koordinaten , BC die Abszissonaxe ist. Der 
Ton dieser Kurre bei ihrer Drt'hunp' um AC beschriebene 
Körper stellt alsdann ein gewöhnliches Fass ror, in dem a 
der Halbmesser des Bodens, b die halbe Spuntcntiefe and 2 h 
die Hohe iit. 



Da die Kurve durch D, F gehen soll, so muM 

a = A— Bh-f-Ch'.bsA, a = AH-Bh + Ch* 

b — a 

seyn, woraus A b, B = U, C = folgt» so dass die Gleichung der Kujre ist: 



] 



Der Inhalt des ron der Fläche ADFC betehriebenen Körpers ist also 

Wie OMD leiehi lielit, folgt bierMU die Begel : «Der Kubikiabalt eiaa 

1 2 
isl gleich des Aber dem Boden errichteten Zylinders, dazu addirt-g des über dem 

2 

SdinitCe dnrnh die DiMnitle erriditetett, nnd Ten der Sunine tnlilrBiiirt dee Zy- 

lindere, deesen Gmndfliohe den Untendiied der Dnrduneiser der genannten beiden 
Zylinder zum DnnluiMiMr hat» wenn alle diese Zylinder dieeelbe H0he wie das 

IkM haben." 

Lambert in seinen „BeitrAgen" I, S. 225, %. 21 beachtet Tiur die z-wei ersten Glieder 
dieser FoimeL Letztere selbst rdbrt von Ornnert her, der in seinem »Ärcbiv" XX, S. 813 
ito noch noch ans der Annahme gefhnden , DF sey ein Kreisbogen. 



Fiff. 36. 




V. Der Kreis G£G' rotirt um die Axe AB, die 
ihn durebeehneidet; man loU den Inhalt dee TenOKG' 
enengten Kttpen und Obeiflidhe bereehneo (Flg. 86). 

Sey wieder CA senkreebt anf AB, CA = a, r der 

Halbmesser des Kreises, AB Axe der x, A Anfangs- 
punkt, so ist die Gleichung des Kreises: (y — a)'-f- 
x^ = r^, y = a4;\/r* — X', wo das obere Zeichen für 
FKjF', das untere für FG und F'G' gilt, wenn F'F 
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parallel AB. Um die Koordiaaten ron G und G' zu finden, hat nuui jsO «II MtMB 
und findet x = ± V ^* AbssiMen dieser Ptuikte. Da nun 

•o üi der Inluül der ron 



wo die zwei letsteren GrOuen einander gleich sind. Demnadi ist die 

Oberfläche : 

««»»(^«<»«l^^^)-r4-V^r^^»|=4r«[a«H-V'H^^ 

Für a = 0 findet man 4r';r für die Oberfläche einer Kugel. 
Ferner iai der körperliche Inbrnlt de« tob 

BFEF'D erteogten Körper» = «y (a -I- Vr»— x*;' hx—ZnJ (a Vf»— x'>» 8 x . 
BFO , , (a-V^*^*8«. 

W0 «iader di« swei ieteton gleieb liBd. MMIub bt der ron QEG'enmigtoKarper =s 
^'L/e V'»^-^' Ö*-y^»^V'^--^' 8xj = 2 « [a» r 4- r » - y a r» -| - 
»• f -I- - r» H- r • V^^^H- y - (Vr'~*0* _ ^TZiv -»- •r»y - 



l$e 
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VI. Dreht tiob die LemniscAie (Fig. 25, S. 180) nnidicfAxe AB, so ist dvr durob 

Rotation tod AHB entstehende KOrperinbalt, da jetst r'ssa'eM2«), r^^ = ^ 
a'«m2a», und die Bedingungen in §.49, lU eH&IIt sind: 



• r •'mV 



9 VeetS « 

« IT 



(SM» 2 » CO« » 



n 



« ^ * (3 f»n ^ « — 4 *!«* «) «in w V cos 2 <u c « (§. 6 , IV). 

Da 0m2«»=: 1 — 2«n'<0, so letce man 1-^2 «Ni'tt»=s', wo die Grihuen Ton i «070 

werden: I.ü; und hat — 4 «in wco^w^^^ - 2z, ««(»^f=-2jJ?;"^yt^^r^ 



— . — f- — «tVo>s= SO das» der Inhalts 

d. h. der durch Kotation der gaiu< n Lcmoiscatc enUtandene Körper bat zum Inhalte : 

Vn. SeyrsaVeMtt» die Polaigleiehung einer Karre, wo n die poaitira 

ganze Zahl und a > 0 ist. so wird w nur von Ü bis ^und ü ~ gehen 

können, da amist Vcotm negatiT oder imagioir wAre. 



DeflUMh irt der donh Rotation dieser Kwre um ihre Axe entstandaBe KMper- 
üihalt gleieh 

n 

•—nj r'«m*«(0o««|^ — rfw»«)8t» 
ye ^6» 

- ra — 

= «/ a'«of"«*<a*oij^ rot »cot • •stnsH-aeo«''tt«msij6« 



Aus %, 34 Formel (b) folgt aber 

^ i * a 

y'T — 2 n /*T — 

0 3(Q-hl>yo 



Digitized by Google 



BenduMiDg M MmuHmd Inbah puaUdlcr Schnitte. 



197 



Ferner (§. 2K) 



8 



coi 



II + » 

n 



7.' 



CM °««tnar«>=: — j 

11 + 8 



demoftch 



9 

J7 



« 3 

a 8(a+1)(n+3) 



und der KOrperinhalt: 



. oH-1 



2a*o>r 



8(Q-hl)(n+8) S(b-»-8) ■ 

(Dasä der Ausdruck unter dem Integralzeichen ron ü>=:0 bi« <u = positiv ist, 

wird unnjittcn itr klar spyn). 

Vllr renroisen <icn F.pscr, der weitere Beispiele dieser Art kennen tu U riit ii wüiisclil. 
namentUeb solche, die tür die techniicbeo Anweudungeu vou Wicbtii^keit sind, auf die 
Sdulft: »Dto GaeawUto 4w K8f^. POr O^veriMseboleB und tnni Selbitnotenridite von 
Dr. Zthae. IsciMm, 1850." 

§. 61. 

Bwhnnig von Rffiper- nnd Flinhflninhnflen b«i htkunten Inhahen pnraBeltr Sduiitte. 

In manchen Fällen kann man die Boreclinnm; eines Körperinhalts odt r 
einer ObeiHäclie dadurch iriuügliclien , dass man im Stande ist, die (Itstalt 
nod den Inhalt eines ebenen Schnitts, der einer gewissen Ebene |.iarallel ist, 
tu endttela. Legt man DKmlicli nrei sehr nnbe parallele solche Schnitte, 
80 wild man das dazwischen liegende Köfpersttick als zyh'odriscb oder pris- 
matisch ansDsehea desto mehr das Recht haben, je nAher die Schnitte sind» 
so dass man bei unendlich nahen Schnitten, d. h. wenn man zu den Grftnz- 
werthen flbergeht, den Körper als eine Summe von solchen zylindrischen 
Körpertheiten anselipn knnn. (Vergl. |. 6, III.) Eben so wird man das 
zwischen zwei solchen Schnitten liegende Flacheustöck als eben ansehen 
und darnach berechnen d&rfen. Einige Beispiele mögen dies Verfahren 
wieder erläutern. 

L Denken wir uns zwei Ellipsen, die denselben Mittelpunkt haben und deren 
Ebenen auf einander seukrocht stehen, so gelegt, dass ihre einen Ilikuptaxen 2e 
zusaninienralltn . wahrend die andern 2 a und 21) aufein- 
ander benkrecht »leben; denken uns ferner eine dritte 
bewegliche Ellipse, dereu Ebcue immer senkrecht ist zu 
der gemeinsehalUiehen Hauptaze 2 c und deren End- 
punkte der Hauptnxen immer in den zwei genannten 
Ellipsen liegen, «o beschreibt diosv bewegliclie Ellipse das 
dre!a.vig<' Ellipsuid, wovon die eine Ilälftf in Figur 'M 
abgebildet ist. Dort sind AliC , Et l> die halbe n fi sten 
Ellipsen, AEHÜ ist eine Lage der beweglichen Ellipse, 
MP eine andere« 
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SejtouBQNsx. w irt NHsa-j- Vc»^, NF=s-j- Ve^x*. to dMs abo 

die BalbAxea der Ellipse IIP bekannt lind. Die Riehe denelbeD Iii ($.46, II) alte 
ab(e* x«) 

T. Denkt man sich nun eine zweite Lage der beweglichen Ellipse in der 

Entfernung x Jx von AB, so wird man das zwischen den beiden Ebenen liegende 
KOrperstück mehr uud mehr (d. h. mit abnehiueudem ^x) als einen Zylinder an- 
sehen können , detsen Inhalt aUo = ff ^ x iet, so dass der Inhalt des 
Körpers ABC =s 

ist (refgl. §. 46). Der Inhalt des gaiiien KAfpers itt also -|- abe ff . 

98, U. in dem Sekpnnkte C des Dreieeks ABC (l ig. 38) sey 

p eine Seokreehte CD auf die Ebene det Dfeieeke erriehtet In 

der Ebene ACD «ehe amn eine Yiertelsellipee-, deren Halb- 

axen AC und CD sejen, eben so in der Ebene BCD eine, deren 
Halbaxon BC und CD sind; endlich lasse man eine Gerade 
parallel mit AB »ich so ln wegen, dass ihre Endpunkte immer 
\ in den Ellipsen AD , BD sich befinden , so beschreibt sie die 
OberflSehe des elUptisehen KlostergewOlbes. 

Dnreh den Punkt e der Oeraden CD lege man die Ebene 
' acb parallel ACB» so ist ab eine der Lagen der erzeugenden 

Geraden und das Dreieck abc ist äbnliob ACB. Ist nun d die Fliehe det Dreieeke 
ABC , d die Ton abc, so hat man 

h' __ ae' A 

Da aber AD oinc Ellipse ist, so hat man, wenn Cp = h, Cc = x: 

Ac«"*-i?"=*- Äc'-*"?'* ^-^v^i^y^ 

Legt man einen zweiten Schnitt parallel aeh und in der Entfornong dx Ten 
demselben, so vird man, bei nnendlieh kleinem <lx, das awisehenliegende K8rper^ 

stück als prismatisch, vom Inhalte ^ — -^^^ J .dx ansehen können, so dass also 
der Inhalt des Kürpers ABCD =: 

- 0 i- "> = I -'l- = 3-*BC.CI». 

"Will man den Inhalt der Fläche ABD haben, so verfährt man in ähnlicher 
Weise. Das zwischen den swei parallelen Schnitten gelegene Fl&chenstuckchen 
kann ab ein ebenes Parallelogramm angesehen werden, dessen Grundlinie ab und 
dessen Höbe die (auf der Fliehe gemessene) EntAvnnng der beiden PniaUelen itt. 

Um nun letztere zu finden , wollen vir durch die auf AB senkrecht stehende Gerade 

CE und durch CD eine Ebene legen, welche die Fläche in DE schneiden soll; diese 
Kurve DE wird nun auf ab, so wie auf allen mit AB parallelen Cieraden senkrecht 
stehen. Was dieselbe anbelangt, so ist sie eine Ellipse. Denn es ist, wenn cc 
parallel EC : 
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also auob 



11. 
£C' 



ac* a c 



— — =1 



ec" 



1. 



. EC» " CD* 

beweist, dau ED eine Ell^e i«t, deren Hnlbaxen C£ und CD »iad. Die Höhe 
des PMUelepnaoM ist «Im ein Stfidc dietet elliptiMhen Begnit, das som Aaten- 

• -1 /^h* (h * — a') X* 

•töck <<x gehört, mithin (§. 50, 1) gleich y — h*(h*^^^*) — gesetzt werden knnn, 

wenn (dx unendlteh klein , und) C£ = n ist. Also ist, da ab : AB= ae: AC, and 

' »e' Oc»_ *c»_ X» a«_,t/, i^_ab ._.„-t/; i* 
iC^"*'CD*~** AC«~*~h»' AC^V- ""F^AB**^"^"!^ 

wen man AB dueh b beteiehnet, die FUehe jenet PanllelegnUBuns an aetien : 

a) h»>a» und dann h*— a*=h«««, io irt Vb'-(b*-a*)x« = \ V^h"-a»a». 

aUo die Fläche : 

# bh 

Ab 

wo-^ = =der fltebe det Dreieeke ABC itt. 

b) <a^ — a • = — /^'h', »o ist die Fläche — 

III. Bei der gewöhnlichen Pyramide rcrhalten sich die Dimensionen (Seiten) 
der mit der Grundfläche parallelen Schnitte wie die Entfernung derselben von der 
. Bpitie, to daaa man aagen kann, e« entstehe dieselbe» indem 
eine ebene Figur sieh parallel mit sieh selbst bewegt» und da- 
bei ihre Dimensionen proportional dem durchlanfenen Wege 
vergrössert. Gesetzt nun aber, die bewegte Figur vergrOsserc 
ihre Dimensionen im Verhältniss der Quadratwurzel der Ent- 
fernung Ton der Spitze, so entsteht eine Pyramide, deren Kan- 
ten statt gerader Linien Pavabehs sind (Fig. 39). Ist am h 
die Hohe der F^yrramide, d. h. die Entfbnnng der Spitse £ reo 
ABCb, X der Abstand des Schnitts abed Ten F, O der Inhalt 




der Gmndflaefae, so ist der Inhalt des 
gannen i'jramide =■ 



«bedssG-j^, so dass derlriialtder 



■8x: 



« 1 b' 1 ^ 
:0.^-j^ = -Gh. 
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Hfti iBAD eine abgekürzte Tyramido dieser Art nmi ist g dereo obere Flttohc, b 
die H9be, x die (nnbduuinte) EnlifemuDg der oberen Fliehe von der Spitie, lo ist . 

g X g tl 

aleo die abgekürste I^jrrMiude: 

-iü(b^x)-ygl=:-^ (G-t-g)h. 

Um diese Resultate zu erhalten bedarf es der Annahme, ea heyx'ti die parallelen 
Schnitte ahnlich, nicht, sondorn es genügt, dass die Flächen dtr paralleien Soboitte 
«ioli verhalten, wie ihre EntferouDg^o von der Spitze der Pyramide. 

IV. Gesetzt ein Körper sey so beschaü'en, dass wenn man (ebeoe) 
Schoitte durch deuselbcn, par.ilM c iiier festen Eljcne, legt, die Fläche eines 
solchen Schnitts, der in dem Abstand x von der tei>tcn Ebene sich befindet, 
durch den Ausdruck A + lix -h C x' -H Dx* gegeben sey, wo A, H, C, D von 
X nicht abhäirgen, so ist der Inhalt eines Stuck des Körpers, das zwischen 
2wei mit der testen Ebene parallelen Sciinitteu liegt, die iu den Eatfernangen 
a und b (b > a) von derselben gezogen sind, gleich 

Sey nun h\ der Inhalt des Schnitts in der Entfernung a {Grundfläche), F, 

der lühalt des Schnitts in der Entfernung b (obere Fläche), F, der Inhalt 
des Schnitts in der Entfernung { (a4-b), d.h. des Schnitts in dir Mitte 
zwischen beiden, so i^t, wenn man b — a — 2h, also b = a 4- 2h, \ (a-hb) 
= a H- h setzt, in §. 40, XI (ür bloss a, für y^, y» , y, aber F,, F,, F, zu 
setzen; demnach 

y \a -H B X V C -H D x") *» X a= (F, 4 F, -I- F») . 

Ist also h die Höhe eines von parallelen Grundliiichen begränzten 
Körpers, sind ferner die mit diesen Grundflächen parallel geführten Schnitte 
so be^chaft'en, dass die Flächen derselben durch A 4- B x -K C x' 4- D x * 
gegeben sind, wo A, D, C, I) Konstanten und x der Abstaiui eines Schnitte 
von der Giundllächo (allgemein vou einer mit der Gruudüacbe parallelen 
testen Ebene), so ist der Inhalt desselben 

|-(gH-47 + 0), 

wo g, G die Inhalte der beiden (Grundflächen, y die Fläche des Mittelscbnitts 
(iu der halbi n Hohe durch den Körper gelegten Schnittes) ist. 

Iliclier gehören die sämratlichfn Körper, welche die elementare Stereometrie 
betrachtet, so wie die so gcnanuteu Obcliskcii ; * die ia 1 — XU hier betrachteten werden 

* Man pflegt itotsr Obelisk einen ROiper zu versieben, dessen obere nnd untere Flicbr 
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iK iifiills nach derselben Fornu ! Ix rechnet werden künnon , eben so eine Menge 
liutütionskürper u. s. w. — Daas einige der Konstanten A, B, C, D auch Null «eyn 
künnen , verstfht sich von selbst. 

V. l;ii'se Formel läöst sich zur Aufstellung eiuer Näherungsfürinei bc- 
nätzcD. Gesetzt nämlich, man habe einen von zwei parallelen Flächen be- 
gränzten Körper, dessen Höhe = h sey ; man theile letztere in 2n gleiche 
Theile und mache in den Theilpunkttn Schnitte durch den Korper parallel 
mit den Grundflächen. Die Flächeninhalte dieser Schnitte seyau : 

g, fi» Yt' r»..-i. G. 

Alsdann wird man das Kürperstück , das zwischen den Flächen g und 
Yt, y»» ...... Yt"-* ^ liegt, desto genauer als einen Körper ansehen 

können, der iiaoh uhiger Formel berechnet wird, je grüsser 2n ist. Daraus 
ergibt sich daun wie in §, 46, X als sehr genäherten Inhalt des Körpers: 

gjj Ig -I- G -I- 4 (r, H- 71 + . • . 4- yt + 2 (Ti + r* H- • • . + y» .-i)]. 

AllgtBielner Audmck. 

VI. Unter Beachtang voil §.39. IV kann nao den Inhalt eines hier 
Qberliaiipt betrachteten Körpers gleich setsen dem eines 
Priema*s von derselben Uöhe mit dem Körper, dessen Grund- 
riftehe aber der mittlere Werth alier Schnitte ist. — Dieser Aus- 
drudt eignet sieh f&r alte Rotationsltdrper, die ohnehin sämmtlich hieher 
gehören, und ersetzt §. 49, VII. 



parallele (aber atclkt ootliwetidig ftbDliche) Vielecke Ton gleicher SettemiisaU nd deiMD 
SeitenlUUlMitt (ebene) Panllettrqiete cind. Dabei kOnnon sogar einzelne Seifem im yumlleleii 

Flächen za Nall geworden seyn, so dafs die betrettenden Seitenflilchen Dreiecke sind. 

Pip bekanntest« Fomi ist der Ponton, dcjiM-ii obere und untere Fblclie Rechtccko sind 
Sind A, B die zwei renctiiedcnen Seiten des uoteru KechteciLs; a, b die mit ihnen parallelen 
des Obern; m iit 0«: AB , g = ab. Der llitteliehiiitt <it gleicbblk ein Beefateek, deiten 

(A^a)B-Hb) 

Seiten 5 ( A + e) , J (B 4- bj sind , .s-. dass dessen FlÄcbe = ist. Kach der an- 

geführten Formel Ut aUo der Inhalt des Pontons: 

[AB -1- (A + a) (B bj a bl |- , 

wo b die flöhe disselbon bedcatet. 

Man vergleiche hiemit meine „ebfiie I'olj-gouometrie'* S. 68, Note. Die dort geiOste 
Aufgabe geh'irt qflTenbar hieher und würde leicht nach der .ingfgebonen Weise gelOit werden 
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Neunter Abschnitt 

Die Theoreme von Taylor und Maclaarin, nebft deren 

Anwendungen. 

§. 62. 

I. Es Ut identisch (§. 26) 
SeUen wir hi«r (§.28) xsa-Hh — s, wo s aod h KonsUotea siad, so ist 

so daw Mcfa 

— (a-Hh — «)öi = f(tH-h — »)-»-C. 
yf ' (» H- h — i) e « = — f (» -t- h — z) - C . 

Dabei ist aber f (a + b—s) Dicht etwa der Differenttalqootieot von 
f (a + b ^ z) Dach s, soDdem der yon f (x) nach z, wenn z scUiesslicb dnreh 
ft+b^a eraetst wird. Katilrlich ist eben eo 



f (»H-h — x)8x= — f(ft + h — ») — C. 

worin P (a 4- h — x) = weuo n^g^i der Differentiation u = a -H h — x 

ou 

gesetzt wird. Ans dieser Gleichnnfriolgt (§.41) 

y^V(a)8x= - f (a) f (a -+- h) = f (a -h h) — f (a) , 

80 dass also 

f (sH-b) - f (a) r (u) 8«, (a) 

won = a + h — X endgiltig xn setzen ist. 

Auf das Integral der zweiten Seite der Gleichmig (a) wollen wir die 
Formel der theilweisen Integration (§. 27) anwenden. Wir setzen dabei 



y = f'(u) 



6 y 8 r (u) 8 u 
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to data 

f f(tt)8s=hf(a) + /"'sf*(«)ez(|.4S.V). . 

J n Ja 

Auf dieaM lotegnl ist wieder dieselbe Formel aonnreikteOf wobei 
«t/ \ As t 8f*(u)eu -t/ X X* . 

Unter fortwährender Anwendung der Sätze in §.27 und ^.42, V erhält 
man so: 

yTi-l 1,1 /*h j» 

■ • 

WO r(a) den Werth too fUr n s a [oder von T (x) flür z = aj bo- 

leiebiiet, und 2.3...n~l das Prodokt der ganaen ZaJilen von 2 bis n-*-!, 
2.3. .. n eben so das Produkt der gaosen Zahlen von 2 bis n. 

Setzt man diese Werthe in die Gleichung (a) ein, so erh&lt man nach 
einander : 

f (a+h) — f (a) «y^'f (tt) ö » 

= hr{a)-l-y^xf«(a)8» (b) 

= hf (a) -+- (a) f («) 6a 

• ' «hf(a)-H^f(a)4.J^f(a)H>y^^^(a)ei 

» » • • 

* 
■ 
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Daraus also 

f(a+b = f(a)+yf (a)-4^ j^2^<»>"^ rYl**^*'"^ " 

Diese Formel bildet den Taylor'scheu Satz. Sie betzt voraus, dass 
fUr alle angewandten bestimmten Integrale die Grössen unter dem Integral- 
y.eichen innerhalb der Integratiousgräozen endlich bind (§. i, §-41, I), 
dass also 

r(o). f»(«) f*»(tt). (o=a-l-b-«) 

von x = Obbz=:h,>d. h. von Q = a + h bis Q=:a endlich seyen. Nacli 
§. lOsindftberr (u). r- (u), f (n) stetig (also endUeli) wenn f"^* (a) 
endlieh ist, so dass diese letzte Bedingung genügt 

Setzt maa in der Formet (1) a = 0, so ist sie 

oder weou wir a statt b schreiben: 
f(a)=f(O)+-5.r<0Kj»'2f'(O)H.....+^-|^f-(O)+^^ (2) 

wo V ^ a — X. Diess ist Maclaurin'ü Satz. Kr verlangt, dass f""^' (v) 
endlich sey von v =i 0 bis v = a, wobei bekauutlich V (Ü) de« Werth von 
V (v) für V 0 bcdeatet. 

Der zweite Satz ergibt sich hiernach aus dem ersten» SO dass wir letztem, 
als den allgemeiDero, genauer untersuchen Möllen. 

R«ctgU»d. 

II. Ans (1) folgt, dass wenn man setzt 

f (a 4- h) = fta; + yr(a) + —f»(a^-l-...--+^ 1^1^ »"(»). t») 

man der zweiten Seite noch znznf&gen habe: * 

welche Grosse desshalb das Ergänznngs- oder Restglied heisst, das wir 
nun weiter betrachten wollen. Wir bemerken aber vorher, dass wenn man 
in (3) n = 0 setzen will, diess heisst, man sehreibe f (a + h) = f (a) ; als> 

dann ist (4), nach (b), gleich / f (u) iJx; setzt man n = I , so ist f(a-f-h) 
= I (a) j f (a) geseUt und (4) ist, ebenfalls nach fl \ f'(«)Bx. 

Wenden wii auf (4) den Satz (7) des §. 39 an,, in welchem a = 0 ge- 
wählt W4?rde, so dass 

■ 
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f. 



f.. 



p(x)8»=bp(eh), (c) 

BO ist F(z)=4-^ In <)ieser GWtoie ist sUtt z so seilen Oh, 

wodorch o = a + h — X go a + b->ah = a + (l — 6)h wird, so dass (c) 
gibt: 

8 ist dabei ein Achter positiver Bruch; setzen wir also @ = 1 — 0,, d. h. 
8, = I — 9, so ist aodi eia positiver lichter Brach. Dadurch wird 

^ f-« (o) 8s = ^' .^'^ „- f *• (»-i-e. h). 

i)l.^...n l.J...n 

oder, da9| eben eine zwischen 0 und 1 liegende Zahl bedeutet, was wir auch 
kurzweg mit 0 bezeichnen : 

r r4-z^"*Ua)ax«.^^^^~^f'H'»(a-+-eh), (d) 

J %* .2»«f Q i.s..a 

WO B swisebeo 0 imd 1. 

Wir können aber auf (4j auch den Satz (8) des §. 3!) anwenden, wenn 
wir dort F (x) = -r-^ — setzen , da diese Grösse ihr Zeichen nicht ändert, 

wenn x von 0 bis h geht (wo h positiv oder oegativ seyn kann). Alsdann 
ist bloss in [""'(u) für x zu setzen 0h, da das a in jenem Satze 0, b — a 
aber h ist. Dadurch wird f°*' (u) = f""' (a 4- h—x) za V^' [a (1 -0)h]. 
oder da auch I — B zwischen 0 und 1 liegt, wie so eben, zn f"*^* (a + 8b). 
Demnach auch 

Für n = 0 heissen die Formen (d) und (e) beide: 

yf(a-i-«b), 

« 

wie der Satz (c) unmittelbar gibt. 

§63. 

• Zweite Form der beiden SStze. 

I. Mittelst der Entwicklungen in §. 52, II (d) und (e) nimmt nun 
Taylor's Satz die folgenden zwei Formen au; 

f(a-l-li)=f(a)H-^f(a)+ ^f><a)H-.... 

' l'(a)4- ^'7t^''*'r' l''-^*(a-h»h), (ft) 



I.S..1I 1.S...B 

f (a+h) = f (t) -H y f (»)-+■ ~ f» (a) 4- ... . 

f'(a)-h . , f"-^'(a4-eh). m 



1.2..II ^ 1.2..DH-1 
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worin Oswiichpn 0 und 1 liegt, alle vorkoromeoden Grossen endlich seyn 
mfissen, nunentiich aber P*^' (z) endlich seyn mnss von x = a bis z=a+b. 

All apeiiene FonneD mflgea rageftgt werden : 
f(aH-b) = f(a) + hf(a-l-eh): 

f (a H- h) = f (a) 4- y P (a) -H ^i^^* f * (» 4- e 

f (• h) = f (a) -H y f (») H- f » (a 4- e h) , 

von denen die zwei letzten sieh aus (5) und (5') für n = I ohne Sohwierif- 
keit ergeben ; die erste f&r n = 0 daraus gefolgert werden kann» wenn man 
1 .2..n alsdann = 1 setzt. (Vergl. „Anhang"* unter H). 

II. Setzt man in (5) ond (5') a = 0, dann a Ar h» so erhält man: 

f (a) = f (0) 4- 1 r (0) + ~ f HO) + . . . . 4- f • (0) -H f (es). (6) 

worin wieder alle yorknmmenden Grössen endlioh sejn müssen, namentlich 
aber f** (x) endliche Werthe haben moss von z = 0 bis z = a. Als 
speziellen Fall kann man zuifigen: ' 

f(a)=f(0)+±f(es). 

Die hcrkluiimlichc Form der Sätze (5) und (6) verlangt, dass jl au die 
Stelle von a gesetzt ^ey, unter der wir sie auch anwenden wollen. 



ÜBSudUolM Rsihia» 




III. LAsst man in der Formel (3) des §. 52 die Zahl n wachsen , so 
nimmt die Zahl der Glieder der zweiten Seite zn. Ist nnn das Ergiazangs- 
glied (4) so besohaffro, dass dasselbe mit nnendltch wachsendem n mehr ond 
mehr gegen Nnll geht, d. h. ist 

wobei ör sich auf ein anendlich wachsendes n bezieht, so kann man die 
Beihe (3) in*s Unendliche gehen husen, also setzen: 

f(a+li)«f(a) + i.f(a)H.i^f«(a)4-j-^f«(i)-l- (B) 

wobei wir durch die Punkte, denen kein letztes Glied folgt, andeuten, man 
solle die angefangene Reihe nach dem iu den ersten Gliedern ausgesprochenen 
BUdungsgesetze onbegr&nzt fortföhren. 

Da wir (7) als bestehend ;iiisehen, so wird man, wenn man immer mehr 
und mehr Glieder von (8) zusainmeu nimmt, der Grösse f(a-f-h) immer 
n&her kommen. Desshalb nennt man f(a4-h) die Summe der unendlichen 
Reihe in (8). ( Vergl. §. 6, II nnd §. 60). 
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M«D kann dies« in schiürferer Form aoch schraibeo : 



*P(.)-.>r(.)-.....+^,.(.,] = ,(.+„. 

WO Gr sich auf unendlich wachsend« o bezieht, und wobei natllrlich (7) «]■ 
richtig vorausgesetzt ist. Benutzt man die in §.52, ü gegebenen Foimen 
des Restglieds, so hat man also : 

f ^ + b) = f « + 1 f ' (X) + ^ f (X) + ^ f . (,) H- (,o) 

wenn 

Eben so ans (6) : 

f« = f(0)-h^f(O)-f.^f(O)+j^l»(P)H. (11) 

wenn 

^ l.t...n ■ «= O; .*r ftr — f-(»x)=0. (. 1) 

UUfsmittel. am die Richtigkeit von (10') oder (11') sa prflfeo. 

IV. Sollen die Sätze (10) und (U) angewendet werden, ao hat man 
▼er Allem zu prüfen, ob die Gleichungen (10'} oder (11') erflUlt aind [oder 
auch (7)]. Diese geschieht entweder gaos nnmittelbar, oder mittehit des 
folgenden Satzes. 

Seyen u^, n,, ... , Q., ... .eine Reihe eiidlicher Grtssen so beschaffen, 
dasa fllr sehr grosse n immer 

~^<l, •obl<»ro.=0. (W) 

wobei das Gränzzeichen, wie in III, sich auf unendlich wachsende n bezieht. 
Drtbei beachten wir die Vorzeichen der Glieder obiger Reihe nicht, nehmen 
also alle kurzweg positiy. 

. Ist er eine Zahl kleiner als 1 (die nöthigea Falls beliebig nahe an 1 
liegen kann) , so wird man hiernach für ein sehr grosses (ganies, positives) 
m setzen können: 



-^<«. - — Z <a,,..., <o. 



Vm*t ^ _ Iii! ^ _ Qa-t-r 

Durch Multiplikation : 

<«', d.h. — <0't 



oder 

Da nun a„, wie alle Glieder, eDdlicli ist, so ist o' endlich und 
klein, da die Potenz in dieser Lage ist; u„^, bedentet das m-l-i'* 
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BiMoBg d«r nB«b4H«bca BdlMa. 



Glied der Reihe; i^t aho r sehr gross, so ist ein weit vom Anlang ab- 
stehendes. Da dasselbe als positiv augescheo wird, so hat mau also 

Nim Dfthert sich mit wachsendem r beliebig der Null, * also (§. 7, I) 
n&bert sich o.^, mit wachsendem r ebenfalls der Mail Diess ist in (12) 
aasgesprochen. 

Die Anwendung dieses Satzes für nnsem Fall ist leicht Soll man 
etwa untersochen» ob die zweite Qleichang (10') richtig ist, so ist jetzt 



man hat also £n sehen ob die Grösse 

.n-+-2 
l72. . n-+- 1 

für grosse n immer kleiner als 1 ist, und weiss dann, dass wenn diess der Fall 
ist, auch die fragliche Gleichung (10') sUttfindet. 

Wäre der Quotient — > 1, so würden die Glieder der Reihe n«, «t,... 

schliesslich wachsen , und die Gleichung Gr u„ = 0 könnte nicht bestehen. 



§. 54. 

Bildimg OMiidUeber BaihMi miUeUt obiger SiUe. 

Wir wollen von den Sätzen in §. 53, III und IV znnftehtt einige Aii- 
wendongen anf die Bildung unendlicher Reihen machen, werden jedoch die 
Beispiele nicht sehr zahlreich anffahr»n, da dieser Gegenstand von minderer 
Wiehtiglteit ist (Tergl. auch „Anhang" unter X). 

Die Binomislreihe. 

h Setst man la der Formel (10) des %, 63 f(z) sx"» so erhiH man (§. 18. ü): 

(xH- h)- = x- H- m X»-» 4- in(ai— 1) i»-» -H ^^-^ m (m- IJ (ni-2) x— ^ + . . . . 
d. h 

(iH.10^=x-+^x--»l»+5i^,--«h«-hS^^^^^h'H- (ISO ' 

1 l.S I.S.O 

welche Formel den allgemeinen biuumischen Satz ausdrückt (§. 5 und §. 18')' 
Darin ist m eine beliebige konstante Zahl. — Die Reihe (18) ist endlich, wenn m 
eine pesitire ganie Zahl; in allen andern FAUen ist sie unendlieh. 



* Man ksan r irnmor gron genag nehmen, dsnit a'<j9, wo ß beliebig klein. Es 
geaflgt dasn dam r> . 
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Da jeUt r(x) = iii(m— l)...fm — n4- Dx"' f^' (») =m(m - 1) 

(n — ii)x""^. .«> it* dM ErglMungsglied, das in der enten Olaiebung (10') vor- 

-0.- 1) (.B-rt ^^^^^ 

j . ^. . . .n 

l III nun zu seilen , ob dasMlbe mit unendUobem n nenehwiiMiel, hai man nach 

<J. 53, IV den Quotienten : 

- 1) . (n, - u - i) 

(nH-i) _ m — n— 1 (1 — 0)h 

XU untacMHdmi. Denalbe ist aaeh 



Gm \ 1— e Ji^ 

und würd für wacbs^ode n gegen 



1-+-©" 

X 



z 

gahan (ohne Rflduiolit auf dai Yoraeieben). Diete GrOfte itt aon < 1 , wenn 
switeben — 1 and H- I liegt. Denn ist 

1) •7>0nnd <l/ioi«tl*H-e-^>l. 1— e<l, alw <lnBdfclg- 

^-+■e- 
lieb, da aaeb < 1. die OrOMe (a) JedenflOlt <t. Di«M ist «elbtt Ar 6 = 0 
der Fall, da dieselbe dann einfiMb ist. 

2) — <C 0 aber > — 1. Alsdann ist 1 -h © — <1 i und wenn wir — = — a 

setsea. vo «< 1» so ist 1 + 6-^^ 1 — 6«; aberea<e, also 1— ea>l— 6. 

und mithin 1*1170« '^'^ wieder die {&) kleiner als 1 ist. 
b 

Wlfe — 1, so kann man dasselbe nioht mehr erweisen. 

Demnach gilt die Formel (13), ausser bei positirem ganzem m* 

h h* 
wenn — swiscben — 1 und 4- 1 liegt» d. h. wenn l • 

So ftrxssl, h=a: 

IHe Rdlie ftr den natfliHsben LegarHhmos. 

II. Ist in derselben Gleichung (1U> i(x) =^(x), so crliait man (;§. 18, If): 

Oleaf er, IMIkMMiil« •. ISMti«l>KMbMmr* Avfl. 14 
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Der Quotient- in 53. IV ist 

(x + eh)""« (1 »)h_. 1— e ^ 

1 H-w— 



(x-f-Öh)"*' * --.--^ 

(•UM die OrOtte (») io I. D^noseli gilt (14) filr £r<l- 

Die Reibe Ar e^ . 

m. Sätst mu in (11) f(x) = «-, also C (z)sse'. r(0) = l. m iii 



* 1 



•• = i-*-T-^j-:ä^r2:ä-^-- 

dftmii dieee QrQiee mit uneodliebea n Tenohwlnde, musa nadb S8| IV der Quotient 



»■•^» 0x 

e 



1.2..n-t-2 



x"-^' ex n-h2 



I.2..n+1 

für sehr grosse n kleiner als 1 ist. Was auch x spyn mag, ist diess der Fftll, »o 
das« wegen der zweiten Cileicbung (IT) die (15; für alle x gilt. 

Die Reiben fUr Sinus and Cosinos. 

IV. Sottt man in (1 1) f (z) smsx. m efgibt sieh: 
X x" X» x' 



1 1.2.8 1.2.8.4.6 1.2.. 7 

Jetxt ist 



Dn nun immer eAi(6z'4-^'^)r) swiiehon — 1 nnd + 1 , so Tenehimidet dieoa 

Grösse , wenn - ^ . ■ i mit unendUohom n Torsehwindet. Filr diese letstere ist 



(|. 63. IV)i 



l«2».iH'8_ X 



1.2..a4*l 

wie in UI. Demnaeh gilt (16) fflr alle iL 
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Dasselbe crhiilt mau, wenn luan , indem in (11) ({x)^coax gesetzt wird, 
die Reih« 

. = 1 - 4- j-^'^-^ - , .2.. 6 • 

uateriiucht. 

V. Au» III. folgt leicht, dass 

ax . a'x- a'x» 



1 1.2 i.2.8 

und w enn man hier a = i ^ V — 1 tetst und beaohtei, daee — J, i*=->i, 
••=-4-l : 

1 _ r^^~.,., - -f ^^^^ . ) = .eitH-li*., . 

woraus 

(epf H-i «■« i)" — (e ' •)■ = e" " = cot (n x) -l- i tin (n x) : (cot x — i *in x)" — co$ (n x) — i tin (u x). 
Diese ResuJtate bafaen wir ta §. 4, so wie in 9 ««hon näher betrachtet. 

§.56. 

bHlMalnnf «ia«r FeUMgiiose. 

IMe Formdii des §. 53 dieneo dqo noch so etnem anden wiehtigcfi 
Zwecke. Man iet nlialicii nrittelat denelben im Stande, die Fehle rgränse 
an bestioiinen, wenn man die ^ortlgenr Reihen bei einem l>estimmten Gliede 
abbricht. Setzt man nimlich 

f(« + b) = f(x| + yf(i)4-j^r(x> + ....H-j-j^f-(x). (a) 

80 ist der begangene Fehler = — — v"^ ®*^)' * ""^ wenn man den 

grösstmöglichen Werth dieser letzteren Grösse ermittelt, oder überhaupt 
einen Werth, der grösser ist als dieselbe, so ist der begaugene Fehler sicher- 
lich kleiner als diese so erhaltene Grösse. Aehtilicli verhält es sich mit 

^-^i^f-(©x). wenn man 

f(x) = f (0) + y f (0) -4- ^ r' (0) . . . . + i7^f(0) (b) 
setst. Wir wollen diees an einigen Beispielen erlfiotero. 

FehlecgrSoM beim Binom. 

L Sej in der Formel (a) f(x)=x", also Pix) = m(ni— l)...(m— n-l-l)x*^, 
r**(«->-öh) = m(ni-- l)...(m — n)(x-hek)— so ist wenn 



Mn^e, d.h. «von naa f(x+h)s:r(s) setit, im der Febler hr(x"h0M); «r 
d.h. «eBnf(K-hh)n: 
a«e f. I fofsil herteifaht. 



■=l,d.h.«eBnf(K-hh)n:r(i)^-hr(s}. M dinier Fehlers j f (xH-eh)r vie diesi 



14 
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Mtst, der begangene Fehler gleich 

in(m-l)...(m-D) , _ ni(m-l)...(m-p) . . ^ j,.. f ^ ' 

In jedem eiDielnen Fküle wird ee leidbt t»jn^ Grinxeo f&r dieae letatvre Grlhwe 
MUttgeben. 

Seys B. n = — I, ns], alte 

1 _ 1 h 
H-h~» 

1 / h X» h« 
ist der b«gaiigene Fehler = vä+^hy ~ (»-f-Oh)* * *° ****** * 

h* 

h poeitiT tind , derielbe aieherlioh kleiner alt ist. Sind dagegen x nnd b von 

rerschiedcnen Zeichen , aber der Wertl» von h geringer als der von x , so ist der 

h' 

begangene Fehler kleiner als Für x = l und h]>0 ist der begangene 

Fehler also kleiner als hS d. h. wenn man * 

1+h 

setzt, so fehlt man nicht ttm h'. (£• wird tob diefam Saise namentiidi TielfiMhe 
Anwendung gemacht.) 

n. Sej m = n = 1 , so ttt wenn man setsk 

vrrh=vxH — ■ 

der begangene Fehler gleieh 

ist nun X soTTohl als h positir, M ist dieae Grösse (ihrem absoluten Werthe 

. r— 1 h' 

nach) geringer als -^-r 7 , ao daaa man alao nieht mn dieaen Werth fehlt; 

h 

iat aher ~ < 0 » jedoeh aeiaem Werthe naoh unter 1, ao iat der Fehler geringer ala 
r-1 h' 

Filr x= 1, h>0 ist also * 

r— 1 h 
und der dabei begangene Fehler, ist kleiner als ^ , h' (wo übrigens 1 -f- ~ tu 

z r t 

groaa Ut). FBr ras 2 iat 1^(1 •hh) = 1 H-Ih und der Fehler kleiner ala Daraua 

fblgt bekanntUoh die Hegel, daaa wenn naa aua einer Zahl, die mit 1 ala Game 
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«linikgt und dann halb so viele Nullen enthält, alt naa Dezimal »tollen in der Wurzel 
haboii will, die Quadratwurzel aufzuziehen hat, niui tie nach der obigen JBeg«! finden 
kann. So ist z. H. auf 8 Dcziiualstelleu genau: 

Vr00007346= l 0 00007346= l 00003673. 
Dms der hiebei begangene Fehler ist kleiner als 

8 ** <-8~<riÖi* ' 

und da diess kleiner als ^ , ao ist also der Fehler kleiner als eine Einbeit der aehten 

Dezimalu (in unserem Falle kleiner als eine Einheit der neunten Dezimale). 



Fttr r = 3 ist Vl+Ji=lH-jb und der begangene Fehler kleiner als h^ 

Daraus folgt dieselbe Regel, wie so eben. So ist auf 6 Desimalen genaii 

» 1 

' V 1 O0OÖ27 = I-H — 0000627 = 1 000200 , 

3 

denn der begangene Fehler ist kleiner als -^0*000627* d. h. < CfoO ^ 9 10" 
<1 IQ« • 80 laj>sen sich sehr leicht die folgenden nütaltdieu Regeln beweisen : 

Oanlherte Wusdansiishwig. 

in. Behält man von einer ganzen Zahl mehr als die Hftlfte der enten Zlttnn 

und ersetzt die übrigen durch Nullen, so wird die Quadratwurzel aur letsterer Zahl 
nicht um 1 verschieden seyn von der Quadratwurzel der erstem. 

Ganz' dieselbe Hegel gilt, wenn mau «UalAe** und „Quadratwurzel'* durdi 
„Drittel** und „Kubik.wur/.el'^ ersetzt. 

Ist a die erste Zahl, « die zweite, so ist a=.tt-t-(^a — a) und wenn man in (c) 
x=:«t, h=a— a setzt, ferner m = n = 0, so ist für Viks=.Va der begangene 

Fehler gleich | [« H- © (a - «)] [„ ^ « - ~ VÜ^^] ' ^' ^' ^ 

1 a — a 

a — a > 0, dieser Fehler ist kleiner als -g" "yr^ - Da nun a — a nicht die Hälfte 

a — ° 

der Zittern von a, d. Ii. auch von u enthält, i>o ist immer ^'^^^^ ^ ' unsere 

Behauptung rechtfertigt (da t. B. sTföÖOOOÖÖÖ^ 

> * I .» 

Für den Fall der Kubikwurzel ist bei V'a=V « der Fehler gleich ^ [«-t-Öt»— a)]^ 

, ~- — r ~ — * * , also kleiner als 4- \ — - und da a — « nicht 2 

Drittel der ^ifliBm TOD a oder a enthält, so ist diese UrOsse unter 1 <zum Beispiel 

mm _ ^ * 

3^10000000- 

So werden V8.35472532 und V 835470000 nicht um 1; V»2ö'734Ö2ö und 
V 325'730000 nicht um 0 001 Tersohiedcu seyn u. «. w. * 



13 18 
* Daraus folgt, dass wenn man V ^ aUf 5 Desimalen genau babsn will, man Ues 
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n 

IV. Uesetzt mau su\U' Va. mit m Zifleru genau ausziehen uud wäJilea — ufura, 

•o mfluen al«o Vtk und Va— 'U in den m «raien Ziffern abereinstimnens dasn ge- 

/a^V(a-a) ^ 1 ^ . " I a 

nagt es, dass ; < sey. Nun ist V a— « — V& — ~ , to 

Va '"^ 'V(«-««)-» 

daie also 

- L f! <JL 



nV(»-»«)— *V» V»V(*-»«)— * 

a ^ n 

»©jn muss. Macht man „ '^iS»» *° dieser Bedingung gc- 

V(a-a)/(a-a)"-' 

nBgt, so dass also jzhi^iöi» '^< jyl!^p » K«« i»tn> 2, n < lO", also 
lO^-t-n-^ iÖ * ^ 10"" ^' ^ i^» ***** braucht bloss ^<i^ *« »«yn. wer- 

ans dann folgt ^ '^iO" * *® * — ^ n ersten ZiWern 

\f 37S300 

sosanunenstimmett mflwen. * SoU s. B. 1/ — - — aaf 2 Desimabtellea entwiekelt 



■I Y 875900 . 

werden, so aiilüsen uläo, da y — j^— jedenfalls zwei Ziffern vor dem Kinbeitspunkt 

376300 

bat, 4 ZUBMrn dieser Zahl genau werden, so dass — — auf 5 Ziflbrn genau sejn 

^ . 375300 376300 375300 a 

muss. Nimmt man nun jr + a für», so hat man — r — = — r ^ >« » 

w*T*a IS \W^rw«/ 



auf 5 Dezimalsa so sniiriekshi biauche, und die übrigen dwch Nnllen eiselieB ktane; dass 

i 263 263 
«n V-x- saf 5 Deslmalen sa eifaalten, msa —s- bloss Us auf 4 Desfanalen sa eotwiokeln 

brauche u. s. w. 

A~B 1 

* Sind swei ganse Zsblen A uud B (A>fi) so beschaffen, dass ^ ^i^» 

müssen iiie m ersten Ziffern z.usaminenstiminen. Denn stimmen nor die SB <— 1 ersten zo- 
«inmtnen, so wird A — B nur m — 1 Ziffern weniger haben nls A; die DiThioii von A — B 
durch A gibt also nach dem £inheit<ipunkt noch m — 2 Nullen, die m — 1" Stelle kann Null 
•eyn, muss aber aidit. die m** Stelle ist JedeBfiüIs nieht Kall. Denmaeh vire gans besHaait 
A~~B 1 

— - — - r> ~r 1 weuu nur dio in 1 ersten ZilFern zusajuiucnstimraen (d. h. dieselben sind). 
A 10" 

— Man wird sich Ton der Kicbtigkeit dieser Behaaptaog am besten durch Zublenbet&piele 
überzeagen. 

Y U I 

Soll also '—j^ — jedenfalls <C so genügt es nicht, die m ersten Ziflern in A und B 

bloss ^^leich anzunehmen (sie müssen es jedenfalls sein ); denn wenn bloss die m ersten ZiHem 
gleich sind, so kann, wie wir eben gesehen (wenn man nur m sutt ra — 1 spricht), mftgUchsr 
Weise bei der OiTision Ton A — B durch A die m" Stelle nieht Null seyn . wo dann also 

^ — ^^2> — - wÄre. Sind aber die m-h 1 ersten Ziffern in A und B dieselben, so ist iedea- 
A lO» 

falls die m** Stelle nach dem Eiolieitspunitt Nall, und unsere Bedingung also sielier erlQUi. 
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87Afl00a 

to dMt der Fehler < — ^ — bi; da nun 5 Stellen richtig sejn tollen,« so mnn 
•ho der Fehler < 1 wejn (da — - — ioeh« Steliea tot dea Einheitspunkt hnt); da- 

T* I 

XU genügt « <375^* ^ löoööö' weaniBMi «^=3 14160 letet» 

die Zahl 3/141011 in ihren 6 ertlen Ziffern die TerlaogCea gibt 

V. Will luau nach diesen Formeln genäherte Werthe berechnen, so ist diess 

s 

sehr Jeieht. Soll s. B. V25 hereehaet werden, so softne man io (o) z s27. h= — 2, 
a = y , und hat 

-s«—- -l — A * __A ^ 

~ 3 0 8*243 81 6601* 

1 12 5 8 

«iliread der begaagene Fehler (a = n=:8» x=27, h = — 2) gleich — q ' 12 

V x 2 \ * 1 2 ft 8 

V27— ^0 (^IZTSb) * aegatir ist; derselbe ist sicher kleiner als 5 g 9 

V 27 . =u 000006. Nun ist 

■j. |- = 007407407 

^ 2^3= 0*00182828 8 — 0 07S27831 ä 2*9240217 , wAhread 

5 8 * 

0 00007526 V25 = 2*9240177, Diüerens = 0 000004 < 0 000006. 

CrÖ7597881 

Logsrithmea. 

VI. Sey in der Formel (a) i{x):=^logx, wo wir nater dem Zelohea log 4io 
Logarithaea für die Grondxabl 10 Torttehea wollen. Alsdann ist (§. 12, UI) f (x) 

äI^o-j-, f'(x)Ä — 1^0^, . , . f'(x)=s + ''^"^' ^^ Isye, sodass also, wenn 

foeotst wird, der begaqgane Fehler = +loy o ' ^y ^ eh)»»« 
dea IUI aatOrlieber Logarithaea ist 

mit dem Fehler + 7 — , ,^ . ^. v ,: : ? • ^'i" wollen zunächst darthun, in welcher 
(n 4- l; i i-i-wn) 

\Vet»e mittelst dieser Formeln die Genauigkeit der gewöhnlichen Interpolation 



Digitized by Google 



216 B«ra«limuif dtr MlOilkditii LognHhBMD. 

bewiesen werden kaan. Seiet jdm x = ft und oimmt h^l, so fi»lgt ms (d) 

für n = 1 : 

(.-H l)- = Av.i-- -^j^igjr . 

wo G und @| zwischen 0 und I sind. Ist nun a eine ganze Zahl, so geben die Tafeln 
sowohl lofftk lüs Ai|r(aH-I)i «Iso aooh doioii Diffsreiii=^{ db Dilbronsls9(aH-h) 
— IptfP ASS dindet sieh sodMin, wenn auui d=hJ seCsl, ▼oraosgosotst, dassnan 
das gewöhnliche Verlhhren aawendot. Nun ist aber 

, , h /o<7 c h* , ^ . h log e h 

also 

. . . /.'^ e r h h" 1 

*"*'''-"2- L (•+.«,)• -(a+eh)0- 

Die eiugekianuuerte (jirüsse, da h <C 1 und ^ U , ist sicher kleiner als -j^, und 
und da/09e<-^» so ist also 0"-h^<^i ist milhin a> 10,000. soistd--b^ 

■<C 000 000 • **** ***** • män d = h J setzt , man nicht um ^Qgjj^jl^pÖQ fe^*!'» 

was bei Tsielligen Tafein ToUkomaHm scharf genug ist. 

VIL Sey in (d'), h= 1 ,'x=:2s-f-l, wo z> 0, und für n gesetzt 2n: 

1 11. 



/(2«4-2)i=i(2«-M)-t- 



2«-Hl 2 (2s-*-l)>^" * 
I I 1 



2n — 1 (2sH-l>»»-« 2n(2t-l-l)*>* 

mit devi Fehler= H- (2.+ l)<2sV 1 -t-O)«-^* * 

Ehen so für z = 2B-f- I , h = — 1: 

1 I 1 



U2«) = U2H-1> 



2«4-l 2eBs4-l)* 

1 1 11 



mit dem Fehler — 



2n — 1 <2sH-l)«— » 2n(2s4-l)*** 



(2a-M) (2s + 1 — ^ <2n + 1) (2s -f- 1 — «,)•"*' " 

&ibtrabirt man beide Resultate, so ist: 

i^2s-t-2\ r 1 1 1 1 1 1 

V 2b V~" Us-M 8 (2s-t-l)»"^ •"*"2n-l (2s-M)«— * J* 

(2n+l)(2/+H.e)«-t + (2«+l)(2sVl-»,)— ' • 
Fehler ist jedenfUls kleiner als 

1 1 _1 r l J 1 

(2n-M)(2« + i/«"*'^ (2n4- 1)(2»/»-« 2n-*-lL(2s-M)«"-'' (2i)«-^' J* 
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Ab«r — =- — = — , no dft&s also aueb 

^2ii — 1 (2H-1)«— »J* 
wobei der Fehler kleiner als * 

1 r 1 1 \ 

2n+l V(2H-1)«»*« (2i)«"^» 

•der nooh kleiaer ab 

Setzt man nun hier z = 1 , so ist- 
W = 2(^^-Hygy4.ygy + .... + j^gn=i;.F.htor<j^p^. - 

1 2 1 .1 

Soll der Fehler etwa < ^ eejii, eo buim "^^^i §u7I hOohiteDe=^ , d. h. ee 

(2 B -f- 1 ) 2** mindetteiia = 10^ leyn. 
Dann filr x = 2 : 



a. s. w. 



IHe EipoBentSUbaktion. TVigoBooietrlMhe Fmklioina. 
VIU. Sej in {h) ({x) = e' , so w ird also wenn 



X X« 



der begaqgeae Fehler = ^ ^ bh-I IJ>iM9 Gntese iai heS poHtivwi x kleiner 

alt p2 — • **** negativem x dagegen kleinw alt | £ a-n • So ist filr x = 1 : 



lud der befangene Fehler kleiner als 



e 



1 .2 .n-f-1 * 



Da wir c jedoch in 8 bereits berechnet, so wollen wir darauf nicht wieder 



'Curuckkonmien ' 



IX. Sej f<z) = «tfNX, so ist «IS (b), wenn man 2b f&r n letzi: 



§m% « -r* — . ^ ^ -h + 



1 i.2.d l.a...2n— 1 

Digitized by Google 



218 »«MC AMfciik ■! rfa>. I»»), . . . 



Bit dem Fehler ^ ^ gn -nl ^* G**«»* ümi» kleiner 



gl «tat wird, der Fehler kleiner nli ^ — 2n+2' ^V'*^^ Bandbueh 
der ebenen and •phiriMben TMgonoinetrie, erste AbHi. f . 1^) 

§.Ö6. * 

Weitere ▲nvendungen des Taylor'scheo äaUe«. 

L Sey f(z) eineFonktion todz, die fllr die Werthe von x, dietwischen 
anod b liegen, endlich sey; eben eo sollen deren Differentialqnotienten in 
derselben Lage seyn. In so ferne nun aar Werthe von x betrachtet werden, 
welche diese Gritasen nicht Obenehreiten, hat man (§.11): 



Weiter ist (§.53): 



a 



f(«-+-2Jx)=f(x) + -p-f'(x)-+--j-2^f(x)-+- p^P. 

2fOl-f.ifi)=2f(x)+2^r(i)-»-2^r'(x)-h . 
f(x) = f(x), ' 

«0 P und P| endliche Grössen sind. Daraus folft': 

f (z 4- 2 Jxi — 2f (z-i- ili) -h f<z) = Jz*r (s) + ^z*Q. 
wo Q ebenfalls endlich. Ans dieser Gleiehang ergibt sich sofort, daas 

Eben so 

Sf(x^ j^=3f(x)-h^f'(x)4-^r(.)4-|^l«(.)H- i^P.. 
f(x)=:f(x), 

woran» 

f (x H- 8 Jx) - 3f (x -I- 2 Jx) + 3 r(x + Jx) — f (x) = f*(x) Jx* + Q Jx*. 

mithin 

^^ f (X 4-3 Jx) - 3 f <x + 2^Ji) -^-af (x ->- J«) - f («) ^^^^^ 
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Allgemein erhält mftD m>: 

n(n— 



Qt = ^ -j^ s=f-(x). (18) 

Dei> Beweis dieses SatMs kAaBM wir 4vMh dm SdüoM «OD B aof o+l (|. 16) !■ 

folgeoder Weibe führen. 

OeseUt die (18) sey richtig, so war also 

f(z-HnJx) — •Y-f(x-l-ii^^x)4- 

+ f (x) — f"(x) Jx" 4- af"^' (x) Jx"-^' -I- bf"^«(x) Jx»^« + .... 

wo b, . . . bestimmte Z&bleo siod, die immer dieselben sind, was aaob f (x) sey. 
(Hmi tadi* dioao Form, vtmi aum bot dor Entwicklung den Taylor'Mbon Stti ttbor dM 
Ofied nit hinausfuhrt.) Eben dessbalb lassen sich a , b , . . . üa 
flotH BSB «Iva f (>) = •■ »id d&vidirt boidocsoitig dnroh o* , ao hafci 



d.li. 



(o^* — !)■ = Jx" a Jx"^*-hbJx"-^*4-..., 



oder nach 54. III: 

(t il j +•••}'= + + * 

BitraMlinnMalwdIoD** Pblou Too— -hj-^ + idontfoeh 

Jx»+»Jx •-*-« + .,.. 

Da iBt Uo« dor WiitbTOB» taloroMift, ao oBOlMtf wirio dioitrPoleu den 
voa^x"'*'*. Aborooiife 

Ax Jx* Jx« ^ . r,_._^*^^«V , 

T T:2 Häls ••• = ^ * 2" 278 • 

00 d—a wir ia(l -h^r ^ KooB h io a U a naAxMu wuAm haboii. Nu hol bmui: 
00 doaa dor HLooffisioot von Jx i«t and also allgemein : 



f(xH-nJx)— -f(x-+-n— lJx) + 

+ f(x) = f-(x)4x"+~f»*«(»)Jx-^«-+-bf»+»(x)Jx-*« + ... . {*) 

Sotit mn blor X -4- ilx xWtt X uad boMlitot , dua (|. A3) : 

f»(x-4- Jx) = l'(»)4-/ixf'*»{x) f"'w4- 

1 • ^ 



woloho Aoiho man ioaoMr mit oiaoni boliobigoii (Hiodo abbrooboa kana, ao ofhAlt maa : 
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• 

f (» + »TT — y f (X -t- n /Ix) + 

±f (x Jx) = f(x) Jk"+-|- '"^^ («) + bf"+*(x) + . . . 

-f- f (x) Jx -h -2- f (x) Jx . . . 

m 

+ 

«0 41« wtffftlmiitn Gltod«r bBtan Poteasen f«n Js ab 41« ■+ 1** twtiialtan. 
DaitM ibigft: 

. f(xH-ii-<-l J%) j-f(x + o Jx)-h... 

± f (» + Jx) = f * (x) J X» + f (x) Jx + K. J X "^^« -h . . . 
SaMnUit man btoron ^a (4)» ao iife 



f(x-*- n4- 1 Jx) f (xH- n zf x) -f- y-g^ f (x -t- n— iJx) — . . . . + f (x) 

= f»^» (x) Jx"^> + J^x»+«-h.... 
«a K, J aodUafaa Oitaan alad. Daraas folgt loiioffl: 

f <x 4- B+T ^x) — f Ca H- n Ja) -I- . . . + f (x) 
<?r L_j = f <a) , 

nad da diäte Gldehimg ans (18) herrorgebt , vaa« man ■ + 1 itatt n letat, lo ut (18) eban 



n. Man kanii den Sau (18) auch in etwas anderer Form daratellen. 
Ist f (x) = y, und beieiolmet man f (z + Jx), f (z + 2^x) , . . . , f (x + n ^x) 
dnreh y^, yi»-*** yn* bildet femer die Diferenienrenien nach folgendem 
Schema: 



• Man kauii daraus, dass in I (x n /Jm) j- f (x -r n— 1 /Ii) -f- . . . . + f (x), wenn 

man die «inselnen Glieder nach dem Tajior'scbea Satze eutvickeli, alle Üitfcrentialqaoüenten 
▼on f (x), bis lon n'*", wegfallen, der Koaffislent dea n**" abar Ja" Ut, folgern, dan: 

1 » . "(a-l) n(n^)(n-2) 4.,_ft 
n-^(n-l>^'^(n-^2)- °<"7y> (n-8)^...^n.l=0. 

Dagegen • • 

.•-■f(ii-i)..^!^;^'i(.-i)-- '<'7'['p'N .-»;--h...+..i.=i.g..... 

(In allgemeinerer Form finden sieb diese Satze in meinen „Gnmdaügen" S. (}3>. 
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1** DiffiH«» 






4**Diff. 




J 
Jl 


^7— 7i— 7 










Jm 


^71=7»— 7i 


^V=^7.-4f 








Jt 


^7i— 7»— 7» 










7« 


'^7f«7«— 7. 




^•7i=^«7,--rfV» 






7» 


^7««=7»— 74 


^Vi=47«~'^y3 








• 


• 


• 


• 
• 
• 


• 

* 


• 



SO findet man leicht: 

Jy^vj-y, ^•7 = ^7i— 'rf7 = 7t'— yi-(yi— 7) — 7t--2y, 

allgemein 



WO die Reihe mit abwechselnden Zeichen fcHrtechreiteC Da y = f (x) u. s. w.» 
eo ist also auch 

1 i •« 

ond der Sats (18) heisst auch : 



^ J" y 8»y ^ ^"fCx) , , 



Ans (19) folgt allgemein, dass 



^7 _»"y , „ 



(19) 



(20) 



gesetst werden kOmie, wo a mit noendlich abnehmendem Jz ebenfUls un- 
endlich abnimmt, so dass also €fra=0. Man kann diese G^ichong auch 
aehreiben: 

^7=g^(^«)*-h«(if^% 
WO wieder Ora = 0. So ist also 

Jf^ll^x'-i-^Jx, il»y=:^(Jx)« + «^(Js)», ....... 

wo örai=0. öra,=0, (§. ^ö, 1). 

I Krttnunungskreii. 

III. Legt man durch drei Punkte einer Kurve eineu Kreis und lägst 
dann diese drei Puniite immer näher rücken, ao wird der Kreiä beiiie Gestalt 
und Lage ändern, sich aber einem bestimmten Kreise mehr und mehr nähern. 



Dieser Sau l&ut »ich durch den ScbloM ?od o auf n + ] erweiseo. Man vergleiche 
8. 81. 
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222 Krümmnofftkreu. 

Dieser (letzte) Kreis, den man erhielte, wenn man die drei Punkte 
völlig an einander rücken würde, heisst der Kramnongskreis der Korn 
io dem fhigKcheo Koireopookt 

Sind X, y die Koordinaten des Kurvenpunktes, in dem man den Kröm- 
mangskreis bestimmen soll, so i^t y eine Funktion von gegeben durch die 
Gleichung der Ronre. Seyen x+iix, z+2^f x die AbitUten swnier anderer 
thnikte der Kirre, so werten die Ordinaten yi , y, denelben aoe y erhalten, 
wenn man in dieser Fnnlition x^Jx nnd x4-2Jx Ar z setst. — Sind 
weiter «r, ß die Koordinaten des Kreises, der dnrch die drei Ponkte geht, 
Q der HallnneBser, so moss : 

seyn. 

Aus diesen drei Gleichungen hat man a, ß, q zu bestimmen. Bezeichnet 
man ihre ersten Seiten mit Xi , X, , Xg , so kann man ans denselben leicht 
die folgenden drei bilden : 

X,=^*. X,— X4=0, Xi— 2X, + X|=0. 

d.b. 

(x-a)»-H(y-/J)»=-p'. 2 Jxfx-a)-Hy»»-y»-2(y, -y)i* = 0. 
2 J X • H- y» * - 2 y t * y ' — 2 (y, — 2 y, y) = 0 . 

Darans folgt 

2Jx»-hy, '-2y,»H-y' y,-y Tt'-T* 

2(y,-2yjH-y) Jx 2Jx " 

LäRst man abnehmen, so niliern sich die zwei andern Punkte dem 
ersten, der Kreis dem Krürnmungskreis; geht man also hier zu den Gränz- 
werthen über, so stellen dann ß die Koordinateu des Krünimungs- 
niittelpanktes vor. Aber 

^^y.'-2y '-f-y' ,^y ,'-2y '-hy» 

g y»-2yt4-y • »y.-2y,4-y 

Da y und y^ Funktionen von x ^ind, so ist nach (18): 

^^ y«'-2y>»+y» _ 8'(y') ^ y. - 2 y. -4- y _ 8»y 

SO dass also 

Bezeiclinet man mit «, ^ knnweg die Koordinaten des Krftmmnngs- 
mittelpnnktes, so ist also 
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WO das Doppelseioh«!! so so wlhlen ist, dass g positiv aosflUlt. 



Der hiedorch bestimmte Kreis niisst oflfenbar die Krämmuog der Kurve 
in dem betreffenden Punkte, und ts wird dieselbe desto bedeateoder seyu, je 
kleiner 4» ist. (VergL §.21, I u. IV; §.48. IV.) 

rir «iii« SUipse «tw» «in b* x' »'y' = b\ woim» b'x H- a'yl^ s 0, 

J -ha'j87» = 0, und also 

«f b»! P'y b»(a»y'-Hb'«») _ a'b*_ b* 

e«*~ a'y' öx»~ **y* *~ aV^ »V 

^= 

«•lobe Fonaftl (Ar jeden FmÜLi der EiUpee den JLxfimnangthalbflWHer gibt. Im 
SdMsldngroBsniAzeistxsft, yszQ, bIm inm q:=^; imSM^ldm^ 

nen Aze aber = b , x = Ot also^^-j^* 

ZsMti m f. SB «sA S8. 

IV. Föhren die Vorschriften des §. 23 zur Bestimmung des Wertheg der 

Formen-;^ nicht zum Ziele, so wird man geradezu zur Keiben-Entwicklung 

übergehen , wie dies« im Grooda ja aoch gleich aofiiogJicli geschehen ist. 
(Vargi J. 71.) 

Wtoe s. B. dar Werth Ten 

f&r X = a cu ermitteln, wm nach den früheren Methoden nicht wohl angienge, so 
MtM man x = a H- h , nehme sogleich — <^ 1 , und hat (§. 54, 1) : 



224 Iiit«gnti«B iiiltt«lak ontBdJiohy Baimi« 

1 h 1 h« . , 



flttfeüiMHk likf ksO, M aAili oMUi all WmIIi dai obigvo BrndiM lllr 



Es versteht sich ganz von selbst, dass man die Reihenentwicklung ganz 
unbedingt benützeo darf, gleichviel, ob die früheren Methoden zum Ziele 
flihren oder nicht. 

§. 67. 

Integration mittelst nnendlicher Reihen. 

Wir nennen eine nnendliche Reihe kooTergent, wenn sie eine be- 
stimmte, endliche Sum me hat, d. h. wenn, indem man mehr und mehr Glieder 
der Reihe von Aufaug her zusammen nimmt, man einer bestimmteo, endlichen 
Grösse sich anbegränzt nähert. (Vergl. §. 60, IV.) 

I. SeyoQD 

0| f Oj f Uri t • « • « 

eine (uoendliche) Reihe, deren Glieder Fnnktioneo vonxseyn sollen, S deren 
Snnune, nnd man aette 

Ssso^ -1-0,-1-.. .. + Va+Ba, (•) 

so moas die GfOsse desto mehr sich 0 nähern, je grosser n wird, so dasa 
<?r B. = 0, wo <?r aicb anf ein (unendliches) Wachsen Ton n besieht. 

Ans (a) folgt: 

/8dx= f %8»H- /* u,ax-l-...-«- /* Un8x-+- /* R.8i. 

^'ach §. 39, Ii i&t aber 

B«e» = (b — »)B'«, 

WO R'. ein Mitteiwerth von B. ist Da aber R. mit nnehdltchem n ver- 
schwindet, so verschwindet auch R'„, so dass auch Or R, 8 z = 0 . 

Nfthert sich also die ^amme 

u, -4-«sH- 4tr OftaeS, 

so o&hert sich 



f. 



/!• /»b /»b /'(» 

nitx-+-y u, 8x4- . ..-t- y On X der GrÖÄse y SÖx.. 
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Man pflegt diesB aach so uMudrackAOt dass min sagt, ans der 

Gleicboog 

S = -h u, + u, -t- ....... . (h) 

folge 

S8x= / u^Qx-f- J Oj8x4-/ 0,8x4- , (c> 

« 

WO die Beiheo in's Uneadliche gehen, and nnr Toraosgesetzt ist, das« die 
erste konvergent ist (fBr alle z zwischen ä nnd b). 

II. Jedes unbestimmte Integral kauu als ein bestimmtem augesehcn 
werden. So ist 

y*f(m)8x= J f(x)8x-t-C, 
WO a beliebig (aber konstant). Denn ist 

yi(x) »X = F (x) , 10 lity^ ' £(x) 8x = F (x) - F (•) 

(nach§.41); also y*V(x)dx-l- C=F(x)-4-C-F(a), oder weil F(a) kon- ' 
stant: ^ f(x)ax = F W -i- C. 

Demnach gilt der in I. erwiesene Satz »och ffir nnbestimnite 
Integrale, nnr moss die anendliche Reibe fflr alles, die man braoohen 
will, konvergent seyn, and man hat anf der zweiten Seite in (c) eine wiU> 
kürUche Konstante sozofllgen. 

III. Hierauf gründet sich die Methode der Integration mittelst unend- 
licher Bethen. Soll man nämlich das Integral yb dz bestimmen nnd ist im 

Stande, U in eine konvergente anendliche Reihe ,za entwickeln, so erhält man; . 
wenn n^ H- u, 4- u, H- . ... = U: 

yü8x=yui 8x-+-yu, 8x4-yo, 8x -t- . . . . 4- C. 

Die Entwicklung selbst kann in beliebiger Weise geschehen, etwa nadi 
dem Ifac-Laorin'schen Satze (§. 53, III), oder in anderer Art Es lässt sich 
übrigens aoch eine anmittelbare Formel aofstellen. 

Man hat nämlicb, wenn man in der Oleichong (5') des §. 53 setzt: 
f(ii)s:yn8x, a=x. h=t — x, f(0) = C: 

/■ X X tu 8»tt . (— l)"x»8^-|o (-l)»^»x°^'ai 

C-y«8x-ya + p^g^-y-^j^i + ..,H-Y^— . 

c" u 

wo Ot gleich ist dem Wertbe von wenn man nach der üiffereozirung an 

Dicaf «r, SiSdiniliil- «. laMfciMUcJMUff. 9. Aaffl. 1^ 
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die Stelle von x setzt (1 ~ 6)x oder 6z, da auch 1 — e zwischen 0 and 1 
liegt. Daraas folgt 

Beispi«]«. 

IV. 1. Man 8oU • • 

bMiimmeiL Da (§. 54. 1) Ar e* < 1 : 



VT 



wo nun die noch Torkommenden Integrale nach §. 34 emiltoli werden« 
i*y l— e*x* 

2. Um y ■ — ■ 8»TObMtiimnen,wenBe*<l nndx*dbemo<l,liatMaa; 
yi-ea-l-^ei ^^^e i 2.4.6** 



sin 



1.1.8 , /• »«ex 

Was nun die hier vorkommenden Integrale anbelangt, so ist in §. 33 (e): 

1 /'x«-8x X*— 'Vl^ 
s=2n, r=-^. n = 2. a=-l, b= 1. alwy yj:::^,« ^ -H 

- J y.^=ss^, vefiaOfe weloher Bedaktionafimnel jedes dieser Integrals 



bsstinunt wwden kann 



Man erhält allgemein: 

/'x«°8x _ y- i p«— ' 2n— 1 X«"-» 2o — 3 2n— 1 x'— * 

yi:::x* * L 2n 2n 2n— 2 2n— 2 2n 2n — 4"*" 

^ 2».2n-2...4 TJ^ 2ttCBn-^...2 •"<«•-«)-^■C. 



* SeUt man in der Formel (6') dei §. 58 f (x) (x) 8x, f(0) = C , le eriiSlt asa: 

/F(x)8x = CH--f F(0>-t-^r'(0>-h -t-r^F-'(Qj-t- , F°(ex). 

•/ X i.a i...n i..*a'r'i 
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y* 8 X 
-/ «tt bestimmen, wenn x t> 1 , setze man 

und hat jeUt 

Vx^' y»' 27 X» •^2.47 X«- 
^» ^p-< 1« die Reihe konTergent itl (§. 54^ IX 

Eben so für x > 1 : 

^ nun die einiselnen Integrale naoh der Fonnel 

lii. = A~^ax= ^ x"^~^ *- 



Belhea für «^«(«m'as urf ar«(i^s i^. 

V. Da ßr x',< 1 (§. 54, i) 

:=sl4--s-«'+ ^X* + 



•ois4 




•0 ist »lio 

wo die willkürliche Konstante sogleich weggelassen wurde, indem sowohl are(«A|Sz) 
ab auch die unendliche Reihe Null geben für x = 0 , also C = 0 aejn mut. * 

Dieeelbe Beihe hätte man aaoh au« 1. 18", V ableiten können. Besetohnei niHi 
BiBilichdoKh7o, y«'.7«", ...dieWerthe'Tony, g^. gp, . . . ArxssO» aoist, 

y««= (n - 2)'yo°-'. To = 0 . yo' = 1 . 7«" = 0. 
Daraus folgt dann, dass jo*. Jo*. • • • Null; ferner: 

aUo da (§. 53) 

•*<^=»)~y«+y*'-f-+y»"^-»-y.«j^H- 

16 • 
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/. X «^»'^1-3»'^ i.8...(2ii-i) i»-^* 

VI. Ganz eben so findet uian 

wornu 

ore (/^ = x) s= X — . ,y -H » x*<l' 

Dieselbe Reihe könnte man ttis %. 18', VI in der <o eben angegebenen Weisv 
ableiten, indem dort: 

y,-=-(n-2)(n-l)y,-*. y. = 0, 7»'=1. y»"=» 

Zusatz zu ^. 48. 

Vn. lUrdeneUiptiiclwBBogenHG (Fig. 20. S.177), »rdenCf =at,i»ta'y'-hb»»* 
— ■ ° ' * y ex ' a» y a y»>_x* ^^^^ 

d.h.«»=^(»>b),iotatyT^^)=V^j;r7^ «i»* 

Man setze hier, da x < a : x — a*mq? , »o iit 

aUo 

i»i hier z, =a, 9i ='|'» m» i»fc die Länge des werten Theüa der EUipse = 

Der Werth dieses Integrals lässt sich hier nur durch Entwicklung in ttneildliotba 
Eeüieii üuden (§. 160, I). Man hat: 



also 

ff 



y* Vi^*^ ® * === T " T Iii" 7 . * » ^ * • • 

« 1,1« l.l.l 3.1 « /. 40V ' 
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Für a~b ut die Ellipse ein Kiels. a=0, «lao der Viertelkreis sy. wie 
bekunt. 

§. 68. 

SummifOPg endlici^er Beiben mitteilt dieser Methode. 

» 

DasB mBn aaeh endliclie Reihen mittelst des obigen VerMreas 
sommiren k«an, ist irobl klar nnd es mögen einige Beispiele xar Erlftotening 
dienen. 

L Sey 

<»4-nb)(e4-Bd)...<pH-nq)x"« (a) 

das aUgemeiDe Glied einer Beihe, deren einzelae Glieder erhalten werden, wenn 
man n =: 0 , 1 , 2, . . . . setat; beseiehne tesaaf j die Somme dn n-hl ersten 
'Cllieder, so ist 

^ (a + Db) (c-j-nd ) . (P±n^^a*rt- 1 _|. Q. 

Ö a -4- t 1 

Bestimmt man nun (■? und y so, diiss für jedes n ; 

was immer mflglioh ist, so ist 

ß y'yxydx«e..px''*'H-(e+d)..(pH^q)x"*y"^V...-+-(c-t nd)..(p4-iiq)x*"+y*'. (»') 



Gesetat maa könne- die kier Torkomaiende Belke smumirea and sejr z deren 
Somme» so ist 

wodurch y gi't'undcn wird. Was aber die Reihe z aubeiaagt, so hat, iUtgoseheu roa 

dem ifaktorx' ihr aUgemeines (;iied die Form 

'^-t-nd)...(p-i-nq)x°«. . (b) 

d. h. wie das Glied (n), nur fehlt ein Faktur im Koeffizienten. So wie man ron (a) 
auf (a') gelangt, kommt mao jetzt toq (b) auf 

^fyi,y'dx«e..px»"'V(eH-l)-.(p+f)x"*'''*l+...4-(e4-aO...^ 

• ,_ cc — d 

^*-T* ^ d~~' 

so daää , die Summe der bleibenden Ueihe = u gesetzt , mau hat 

1 Öa 



X = 
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Wie xtfBn hior weiter geht, ist klar. ScbliessUch hat man die Reihe 
sa tiiiBBiireii. bi • dfo Samnie, lo liai man iibeiiiuüe 

trenn 

4 q 

und dann 



e«L a«-l J- 



IL In ähnlicher Weise kann eine Reihe , deren allgemeines Glied 

5 • (e) 

(a 4- n b) (c H- u d) . . . (p 4- n q) 

ist, aut eine andere zurückgeführt werden, in der das allgemeine Glied einen Faktor 
weniger im Nenner hat. Ist nämlich y die Summe der n + 1 ersten Glieder der 
Beihe (c) , so hat nuui 

^ dx ac.,p (a-t- (.c-t-d;... (p+q) *** (a4-nb) (c4-nd)... (p-Hnq; ' 
und wenn nun 



•o ist 



d(yx^ _ y-«r 1 X« x"« -] 

itx ~ Lc.p^ (o+d)...(pH-q)^"*"^(c-hnd)...(p+nq)J' 

md wenn man diese Beihe summiren. kuii; so ist (ihre Summe s t gesetit) : 

Da fttr x=: 0 immeilttn y — , so kann die «{ntretende wiUkfhrliohe Kon- 
stante leicht bestimmt werden. Durch mehrfache Anwendung desselben Verfahrens 
gelangt man sohliesslieb zur BeÜMi: 

1 x*i x*' 



P P"t~9 P+2q pH-»4* 
Ar welehe sieh ergabt (wenn • deren Sumiiie): 

rfx L x"— 1 J 

Torausgesetzt, es 107 

a q 

sodass i = ,ixf 'I — - — - — I8x. 

gtjfj L X«— 1 J 
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IIL Die Reibe, denn allgemeines GliM 

(>H-nb) (cH-nd)....(p-haq) 

llMt aidi daroh Anweadiiiig beider obigen VerfidiruiigsTmiien auf eine andere ledu- 
siren, in der in Zähler und Nenner ein Fakter ansgefldlen ist. Heilst nimlieh y 
die 8anune der nH- 1 ersten Glieder der Reihe (d) 90 bekommt naa: 

V o(»'-l-BV)(«'H-Bd)...(p'-4-nq') 
wenn wir dnreh ITdie Summe der Glieder bexmelfkien, die man erbftlt, wenn man 

o 

n = 0, 1 «... n seUt, vorausgesetzt es scjen ß und y bestimmt durch die GleicbuDgOB 



Ist ferner 



so ist 



V (c-Hnd)...(p-4-ttq) 
0 (*'-l-Bb')...(p'-4-aq'> 



d(zxM_^. (c + nd)...(p 4-nq) 
*^ dx 0 (c'4-nd,)...(p'-i-nq'> * ^' 



ferner ist dann- 



0 ij%'dx^*r .«Isoyas- ^ i, • 



während die Ermittlung von z möglich ist, wenn man die Summe (d') bestimmt. Es 
ist leicht, diese Betrachtungen zum Schlüsse zu Aihren, was "wir dem Leser über- 
iasseu wollen. 

IV. Gesetzt mau kenne die Summen der beiden Reihen 

A + Bx 4- Cx» s= X, 

X x' 

WO X und X' Funktioueo von x sind , so erhält man , indem man beide muitiplizirt, 
eine Reihe, in der Glieder mit negativen und mit positiven Potenzen von x vorkommen, 
•o ww eine Anaahl Glieder, die kein z enthalten. Dieie letsteren sind oflbnbar 

AA'H-BB'M-CC'-+- 

a 

während dio rrsteren die Form die zweiten pfx." haben, wo n = 1 , 2, . . . . ist. 
Man bat also 

Jüt' = AA-I- BB' H- CC H- ^ H- »^x- , 

wo die S die Stunmen der Glieder erster nnd aweiter Art beadehnen. Man setie 
mm hier 

z = eo«s-)-i«lRS aads=«ofs — 

wo^ferdi »1 Z und Z* wwde, lo ist wegen 

1 ... ^ • 

; t . , — r- = CO« n X f i D £ , (eo$ z + i #in »)" = cot n » i i #m n » : 

(«0fB±l«Mls)* ' \ - / — 
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Z = AA' + BB' + . . . -H («MB i — i«A»iis) + Z^(0MB s + 1 «Ain s) . 
Z'= AA' + BB' H- . . + Sa(«Mii't +1 J^Bs) + Sfi(e»$nu — l«A»Bt)» 

slao 

ZH-Z' = 2(AA' + BB'4-..) + 22a0MnB + 22i^eMnt» 
und Mglieli da 

AA' H- BB' + CO' + . . . . = ^ y (Z -I- ZO 8 • p 

vermittelst welcher Gleicliung die Summe der (endliclion oder (mendlichen) Keihe 
erster Seite getUndeu wird. 



Zehnter Absctinitt. 
Die Sfltze von Bfimiaim und Lagrange. 

BttrmaiiB's SaU. 

L Ans §. 53, III schliessen wir, dass in so ferne die dortige Gleichimg 
(ir) erföUt ist, man setzen dOrfe 

f(0)-+-^r(0)-^ j^^r(0)-t- -f(i). (•) 

Wir werden diess einfach dadurch ausdrücken, dass wir so sagen: so lange 
die Beibe erster Seite lionvergent ist (§. 57), sey ihre Summe = f (s). Dabei 
wollen wir bei nnsern jetzigen Untersuchungen die Bedingungen, unter denen 
di<> (c) konvergent ist, nicht näher angeben, da es für onsere Absicht dieser 
mühsamea Arbeit nicht lohnen würde. 

Wir wollen nun in (o) s = ^^J^- setzen und annehmen, es sey 9 (a) nicht 

Null, so dass für z — 0 nothwendig x = a ist; wir wollen weiter voraussetzeu, 

es sey von x = a bis x = b die Grösse immer endlich, so dass also tp (x) 

niemals Is ull werde innerhalb dieser Gränzen. Damit endlich an jedem be- 
stimmten Werthe von z aach ein einziger bestimmter Werth von z gehöre, 

soll von X = a bis z = b beständig wachsen oder beständig abnehmen. 

Alsdann kann man &ageu : 
Ist die Reihe 
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konvergeDt von xs=ftbUx = b, ao ist ihre Summe = f • * 

Die Bedingungen, die wir oben ao gaben, bestehen darin, dass f/> (x) nicht 



X — a 



Null werde, und beständig wachse oder abnehme. Letztere Bedingong 
aber ist eritollt» wono^ immer von demselben Zeichen ist (§. 20, I). 
Diese Grösse ist aber = 9>(x)~(i —^) y (x) immer dasselbe Zeichen 

haben, wenn (z) — (z — a) 9' (z) in derselben Lage ist, so dass wir also 
sagen wollen, letztere Grösse dürfe ihr Zeichen nicht wechseln 
▼on z=a bis z=:b. 

n. Wir wollen nun (Q^^j^^ = F(x) setzen und unter dieser Vorans- 

setrang f(0), f (0),.... zu bestimmen snchen. Es sind dabei f (0) , P (o)» 

die Werthe von f(z), f (2) illrz = 0, d.h. z=:a. Somit ist 

sonftcbst 

f(0> = F(a}. 

Allgemein ist aber nach (c'): 

9>{x) V9(x)y 1.2 V»(x)y 1..H— 1 

, /x — f"fO) /-x — a'N"-^' f"^' (0) 
\9,(x} y 1 . . . n \q>{ji) y 1 . . n 'i- 1 

mnltiplizirt man diese Gleichung beiderseitig mit (a)]" und nimmt die n*"* 
Difiereotialquotienten, so bat man 

^^f,(.,.«.,=.(»if-.t.<^]-.T;r.[;w'«-]*- 

- r^: a^. [(7^>)''H - k^^t v., ^ 

Setzt man hier z = a, so erhalt man nach üieichuog (20) in 
§. 18': 



* Die SDgegebenea BedlagvitMi tiad nolhwiadlg* tiiefli sber daiia aneh sdieo 
bsUin, dan wir msaiMtmi , die Btibe sey koBTOgral^ 4. b. habe eine Saanpt. 8o ksaa 

— — - onmSglidi oo w«rd«a, da somt etat SrnrnM aiclit ugslilMr wBra ; sbokuni fi(x) nldit 

Noll werden. Zu einem bestimmten Wertho Ton x kann anch nar ein einxiger WwUl VOB 

^ — - ffebören dürfen* da mau sonst in die Unmöglichkeit der Entscheidung, welcher W'ertb 

zn wählen tey , gelangen würde. Jedenfalls aber überheben nni die gesetzten Bedingungen 
allen ScbwierigkeiUn, und vir lawea unenuchieden , ob nicht die ein« oder andere za eng 
getogm s«7. 
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,^[r«*WJ.=»(0) [^.^M-l + f f (0) [^,««]^ + 

welche Gleichang vollkommen richtig ist, da die JEieibe zweiter Seite eine 
endliche ist. * Mao kaun sie auch schreibeo : 

Ganz eben so erhält man, wenn man die Gleichung (21) in §. 18' 

beachtet : 

Sabtrahirt man beide Besnltate, so ergibt sich 

Nun ist aber 



* Man küm Utr alleffdUags di« FMg« aofwerfen. ob die DifferenxtniBg «iow aoendlicben 

Rpiho kurzwpp pestattet sey. Ohne »ins Iti allpompincre rntorsuchunp einzulassen , be- 
merkeo wir , dau die BeaDtvortong dieser Frage hier amgaogeD verdeu kazin. Seist mao 
alnüleh 

F(,)..f(o;+^--+ —n-^KT^j ^ 

aadi 1. 58. 1, m iit Jedmftna 

^„ IF (x) ^ (x)" ] = f (0) [ ^ (x)n ] H- . . . . + 

r.,n «x« LC^«) ' J ^ 

Aas %. IV ftdgfc abar, mm aar B nad «i<x) ai«hi QOaind IQf z=a. dan für xs=a jedenfaUa 
g^;, [B l> (a) (a — a)"+^] MoB itfc. ao daw irir aatel daa n^agabfaaa Warth 

^LF(x)^(x)"]. erhalteo. 



Digitized by Google 



Dtt Site VW Lagrange. 23 6 

Danuw folgt abo dass allgemein 

ist FQr n = 1 wttide man eben so finden 

f(P)=[»(«)r«l.. 

Man bfttte nSinliob 

was gans vnmittelbar die angegebene Fotmel gibt. Faaat man aUea Biaberige 
snsammen, so erbAlt man folgenden Sats: 

Konvergirt die onendlicbe Reibe 

yon X = a bis z = b, so ist ibre Somme = F (x). 

Dabei darf nicht g3(a) = 0 seyn, oder es muss ^^^NuUseyn fürx=a, 

and (f (x) — (x — a) (f ' (x) darf das Zeichen nicht wechseln (innerhalb der 
angegebenen Gräozeu). 

III. S«»rt «« = V< (X). » hrt B». weh folg«»l» St. ! 

KonTorgirt die onendlicbe Reibe 

TOD xssa bis x=sb, so ist ihre Somme = F(x). Dabei mnss ^ (x) nur 
vaebsen oder nnr abnehmen von x=a bis x=;b; femer mii8syr(a)s;0, aber 

f für X = a einen bestimmten Werth haben. Was diesen letzteren an- 

belangt* so ergibt er sieb ans §. 22, 1 gleich so dass^ (a) nicht Null 

seyn darf. Ueberbaopt darf x^)' (x) sein Zeichen nicht wecbsefai von x = a 
Us X b. 

Die Reihe (22') pflegt die B 0 r m a n n *sche Reihe m heissen. Fllr ans 
ist die Formel (22) jedoch die bequemere. 

§. 60. 

Ableitung des Satzes von Lagrange. 

I. Gesetzt es gebe innerhalb der Gränzeii , für welche die Summe der 
Reihe (22) gleich F(x) ist, einen Werth a von x» lUr den 
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•0 ist llir deoAelbeo die Summe 

■^rb(/x^K>*<'>1X^--- w 

gleich F(a). Maa kann also sagen : Konvergirt die unendliche Reihe (23), 
80 ist ihre Soinme = F(a), wo a so beschaffen ist» dass ^ 1 , a = « 

9 W 

+ 9) (a), d. h; a ist eine Wurzel der Gleichung x = a H- 9 (z). 

Was (( selbst betrifft, so ergibt sich diese Grösse aus (23}, wenn 
F(x) = X gesetzt wird, so dass 

-=•+•(•> + ö (r.' «0. + (^.' w). ^ 

(wenn die unendliche Reihe überhaupt eine Summe hat). Dabei aber muss 
^ (a) nicht Null «eyn, und (x) — (x — n) ^' (x) darf von x — a bis x = a 
das Zeichen nicht wechseln. 

Fasst man das Gesagte zusammen, so kaaa man die letzten Sätze auch 
so aussprechen: ist die unendliche Reihe 

•+'W+n2Gx*w).^ri:5(in?'«').-^-- 

konvergent und « ihre Summe, so ist die Summe der unendlichen Reihe (23), 
in so ferne diese Reihe konvergent ist, gleich F(a). Dabei aber rauss vor- 
ausgesetzt werden , dass nicht (f (x) Null oder seyn könne von x = a bis 
z = a, also dass auch nicht 9» (a) = 0 ; femer dass g> (x) — (x — a) (f>' (x) 
immer dasselbe Zeichen habe von z = a bis z = a (was der Fall seyn wird, 
wenn diese GrOsse nicht 0 oder od wird). Alsdann ist auch a eine 
Wurzel der Gleiehujig z ^ a + 9 (z). Diess ist der SaU von 
Lagrange. 

II. Nach den eben wiedtrholteu Bedingungen ist also — , Null für 

X = a und wächst von da an beständig, oder nimmt beständig ab, mit 
wachsendem x, wenn (p (x) — (x — a) y/ (.\) positiv oder negativ ist. 
Da für X =^ a letztere Grösse — y> (a) ist, so hat sie dasselbe Zeichen, 
wie <p (a). 

Ist also v(a)>'0, so muss ~t wachsen mit wachsendem x. Für 

X=-a ist diese GrOsse 0, für x = ie aber 1; sie ist mithin gewachsen. 
Dasn gehört dann, dass auch z gewachsen sey von z = abisz = a, d. h. 
dass a > a ist. 

Ist aber 9 (a) < 0, so ist gewachsen mit abnehmendem z. Da 
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aber, vie so eben gusSgt, Jedenfalb gewaobeen ist, so nrais also z 
abgenontmen haben, d. h. es moss er < a seyn. 

Zwischen a und « kann weiter keine Wnrzel der Gleichung }i — a-h(^ (\) 

mehr liegea , da sonst die Grösse zwischen x = a and x = a gleich 1 

werden könnte, was gegen die Voranssetsnog ist, es wachse diese QiOsse 
best&ndig von z = a bis x = «. 

Endlich ist er eine einfache Wonel von z = a + ^(z). Denn sonst 

mttsste die GrOsse ^ [a-1-9) (x) — x] = (x)— 1 Null seyn für * d. h. 

man müsste haben ^'(a) — 1 , und da a = a + ^(a), d. h. =1, so 

wäre (f ' («) ^^3^» y («) — (a — a) y ' (a) = 0 , gegen die Voranssetzung, 

dass (p (x) — (x — a)y^(x) von x = a bis x — « nie Null oder Qc wird. 

IJI. nierans ergibt sich, dass der mittelst der Gieiohong (24) besttnunte 
Werth Yon a eine einfache Wurzel der Gleichung 

x = Ä + 9,(i) (25) 

ist; dass zwisclien a und a keine weitere Wurzel dieser Gleichnng liegt, 
und dass a grösser oder kleiner als a ist, je nachdem g> (a) positiv oder 
negativ ist. Alles unter der Voraussetznng, ^ (x) sey nicht 0, 
und y (x) — (z — - a) y ' (x) weder 0 noch QC von z = a bis z = a. 

Bediagoog der £D(Uichkeit einer Beihensomme. 

t 

nr. Wir haben hier mehr&ch von unendlichen Bethen Gebranch gemadht, und 
dabei je Torausges^tsi, dass die betreffende Reihe eine bestimmte endliche 

Summe habe. 

Es lässt sich nun im Allgcmoiiu n ent>clieidou, ob die Summe einer unendlichen 
Reihe endlich »ey, oder ob sie unendlich sejr. Diess geschieht mittelst des 
feigenden Satzes: 

Istjdic unendliche Reibe 

0» H- u, -h u, -i- (d) 



* Ist Überhaupt f (x> = 0 eine Gleichung und es ist i = a eine Wurzel derselben , d. h. 
f (a) =0, so Ist allgMMiB (%. 68) 

f (a+h) = h f (a) 4- r (a) 4- . . . H- f- («) + 
alwwennh = s — «: 

COi)=Cx - «)f («) + + 

Ist noo nicht i' (a) = 0, so lässt sich die zweite Seite, mithin auch die erste bloss darch z— a 

dtfidiieai ist dagegen f (a)=0 , darch (z— 10 dau f (z) im entm Falle den Fsktor 

a— «. im Kweliea(s— «)*».... «othlli, d. fa. x=aist einfsch«, swcilMhe . . . Wonel. 
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Das K«pl«r'Mlit PnUin. 



•0 bichftftii, dan der Qootitiit bet Mhv gronem n inaMr kldiMr alt 1 ist, tm. 

Ha 



rnnas die Reibe eine endlidie Snmme liaben. 

Ave dieicT Bediagung Mglnimlieh (}. 63» IV), data n.^ < tf i^, wa n gron 
and a < 1. Demnach iet 

+n« + *■ l« ■*■«' + «*•*■••••] * 

Aber (§. 6, II): a -(- tt' -+-.... = so dass aUo die Summo der unendlichen 

Beiha (d) kleiner als iit 4-...<4-nM4-^^^, aleo jedeniUls niebt tinendlieliiai. — 

Dabei deakan wir ans die aiountlieben Glieder der Beihe pesitir, was jedenlUIs der 
nqgflnstigata Fall ist. 

Sind aber alle Glieder der Beilia (d) positir, und ist die geaannte Bedingong 

erfUlt, so muss die Summe nothwendig eine endliche und bestiuUBte sejn. — Un- 
endlich ist sie nämlich nicht; es könnte also nur der Fall tintreten, dass ninn , je 
nachdem man die Reihe schliesst, verschiedene endliche \N iTthe als Sumijien er- 
hielte. Da aber bei dem fortwahrenden Zufügen ron poaitiTeu ü Uedem die Summe 
immer wiehst , so kann ein soldies Sehwaaken unmDgÜoh stattfinden. Demnach 
hat (d) eine bestimmte Summe, die einsig ist. Aber aneh in dem FaUe , da 
einzelne Glieder negativ, andere positiv sind, ergibt sich Daiseibe. Nimmt man 
nftmlioh die positirea allein, und eben so die negatiren Glieder, so sind beide Bethen 

filr sieh so besohaibn, dass sie der Bedingung <| 1 genflgen, * wie man leieht 

sidit; also haben beide bestimmte Summen, mithin aneh ihre Dtübrens. 

Cnendliche Reiben, welche bestimiute Suromen haben, heissen konvergent 
(f. 57), und es ist die oben gegebene Bedingung also die, womaoh sieh die 
KonTeigena entsoheiden Usst. (Siehe aneh §. 164, in n. T). 

All Bei^iela der Anwendung wollen wir die naehstehenden wfthlen. 

§. 61. 

Das Kepler'sche Problem. 

I. Die Planeten bewegen sich in Ellipsen, in deren einem Brennpunkte S (Fig. 40) 
sich die Sonne befindet. Sejr AB die grosse Axe der Ellipse i= 2 a, S und S' ihre 

Brennpunkte , CS =^ CS' = e , wenn C der Mittel- 
punkt. Alsdann ist A das Perihelium (Sonnennähe), 
B das Apheliun (Sonnenferne). Der Planet salbet 
bewegt sieh nnglmehfofmig um die Sonne, sehneller 
in der Nähe des Periheliunis, langsamer in der des 
Apheliuras. Immerhin ist die« Hewpgnng jedoch so, 
dass er die Hälfte von A bis B in derselben Zeit 
zurücklegt als die zweite. Um nun die hieher 




* . In der nnprUagUcbsn Reibe ist Ja auch < 1. 
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gehörigen Bestimmungen leichter durchführen zu können , denkt man sich einen 
(eingebildeten) Planeten, der mit dem wahren in demselben Augonldicke von A 
ausgebt, und in derselben Zeit nach B gelaugt, als letzterer, jedoch mit gleich- 
ftnniger Qvsebwindigkeii den ftber AB beadiriebenea Ballikreis dnreliUliill. G«Miit 
sim, der wahre Planet aey ia II» der Mheinbare in N{ nuHi liehe HR «enkreoht auf 
AB, welche Linie den Kreis in P treffe; man siehe femer CM, GP, CN, S&l, SP, so 
ist der Winkel ACN = 1/; die mittlere Anomalie, ACP = x die e^c zentrische 
Anomalie, ASM — v die wahre Anomalie, während SM — r der J alirstrahl ist. 
Kennt man v und r, so kennt man offenbar die Lage des Planeten vollständig. Sey 
nun T die Umlaufszeit des Planeten; t die Zeit, welche verfliesst bis er in M ist, so 
it( aneh f 'die Ualanftiett des eingebUdeten Plaaeton und man hat alte 

wednrch ^ bekannt ist. 

Nun lässt sich ganz elementar beweisen, dass die Fläche des elliptischen Aus- 
schnitts AJUI Stt der des Kreisausschnitts APH sich rerhalt, wie die kleine Axc der 
Ellipse zur g^rossen, d. h. wie V^a' — e' zu a. • Ferner verhalten sich die Dreiecke 
RSM und RSP wie BM xn RF» d. h. wie Va»— e» : a, also aneh ASM : ASP 

Nadi einem Oesetae dsr Bewgung muss die Toro FahrstraU besehnebene Fliehe 
der 2eit proportional scjn, d. h. da » Va*— e*« die Fliehe dsr Ellipse ist: * 

ABM:aVa"-e«if«t:«, ASM^a Va»-e»«-j-, 

und da auch 

ACN:a*« = t:t, ACN=:a»«-^, 

so folgt 

ASM:ACN = Va» — e*:a. 
nnd da weiter . 

ASM:ASP=ya* — e':a, 

so ist 

ACN= ASP, nitUn da AGN» AOP— NCP, ASP= ACP - SCP, ist ansh NCPbSCP. (s) 
Ferner ist 

HCP»lKP.CN=iaOi— t)a=)a*Ci— SOP = i8C.PB=:|eat«»(180*— i) 

=|aes&iSi 

so dass ans (a) folgt: 

a(«— ♦)a=es&««, x=i|fH- —-fmx. ' (b) . 

Ams dieser OleiohQag hat man ac doreh rp an finden. Kennt man dann z, so 
ergeben sieh v nnd r. Es ist nftmltoh 



* Sind mr, m'r' zwei unendlich nahe Ordinalen der Ellipse; mn, m'n' des Kreises, so 
snss (§. 20, II) mmVr sowohl als mm'n'n als Rechteck betrachtet werden. Die Flachen 
▼erhalten sich dann wie mr zu mn und da diese sich wie V^a' — e* zu a verhalten , so rer- 
halten sich auch die FlAcben eben so. Durch Sumnürung Ihnlicher Elemente entstehen die 
gsasanten AnssshBÜts, so dass dsr 8ata beviessn ist. (Tsifl. f. 46, B.) 



Digitized by Google 



240 . Kepler'scb« Problem. 



BifO 

Dann 



IIB Va' — fitt X 



ST? a roj x — e rin v 

V = 



SM « a — eco«x äM a — eco«x l+co$v 



e* «inx 



a — • 1 + OMz 

d. h. 

I>to Gleiehong (b) g«h5rt nun m den in $.60 geVMm. In der 

e 

üleichung (25) üt a = , ^(^) — ^ ^ « dass die Summe von 

den betreffenden Werth von x liefert. 

Die Bedingnngen sind: ^mz nicht Null ron x — »? U< im ilera betreffenden Werthe : 
dasn gehflrt, dau 0 oder 180^ nicht iwischen diesen Werthen liegt. Da für = 0 auch 
X =0, fOatipss 180* meb x s= 180*, lo werden wir nni alw aaf ip iwiieheo 0 md 180*, was 

0 p 

genügt , eiaschränken. — Femer darf nicht — siu x — (x — ^; — eotx = 0 sejm , d. b. oicbt 

• a a 

^xs=z— ^. DlM iltebenfiJli niditnid^Bali» dai)Mii*weg«iO>)«^«<»s = 4rs, ilM 
cotx — — wäre, wa» wegen — p> 1 nicht angeht. 



Beachtet man diete Bedingungen weiter nicht, berechnet Tielmehr die Snmine 
der Reihe (c) , so kann man endgUtjg immer leioht sich überxengen, ob der so ge- 
ftindene Werth der (b) genägt* 

IL Waa die in (e) TOfliaadeiien Diflbrentialqnotienten betrilRk so ia(: 
a (n — 1) «Ai^ «0f * ^ n sA»" fr , 



= n »M»"~* ^ cos tf/. 



g^7^=n(n — 1) (n^Q«wi*-*ff«M*fr— n(8n~2)«Ai""*^eMt. 

ii^^sn<n— 1) (n— 2)(n— 8)«j«>-^«r«et««~2n(n— 1) (Sn-'4) 
+ a(8n~S)«in*^, n.t. w.. lodan 

— = 2«m ^ co# V;, "ß^i " **" V-3 «»V» =24«» H> 40«n>X 
«MV* ~^|^ = 180«H»^Mi*^~440m'4;e<>«'^ + 65#tn^4>, , mitbin endlteh 
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Anden Bmtitaamg dm INAmtitl^mtiMilMi. 24 1 

UL Uta kann aa«h in anderer Webe awdvOekeo. OeniM $. 64. Y bt 
alaiBeh «"»«otk+iWiix, also anoh e~~'* = M«z — 1«m»z« worau 2«i«s = - 

t 

=i<e-*«— e")t da y = -p- = — i ? ond 2e0»x = e»* H- e~«». Danas folgt fllr ein poiltiTea 
ganse« ni : 

<2mx)«"Ä(e-»«— •»•)«"i»^ = (l^(e-«"»» — y!e-it-^i» 

+ ^=^f^^-<--«< •.-....+.....) (I. «. 

Aber 0')'' = ( — 1)"« ferner sind io der Reibe die Koeffizienten von Anfang and Ende her 
gleich: also ift diese ReOw 

s=e»'""4-e-«'»'» — — [ei'^-'J"" H-e-(«»-«J'»J + [et«"" -»J «»-he- 

^ 2in(2m— 1)...(ni-H) „ „ .,2m . ., 2m (2m l) 
— ...X r"T"3 ~2eot2mx — 2 — eot {2m— 2) x-ri ~ co«(2m~i)x 

__2ni(2m- 1 ) ...(ni -<-2) _^_^ 2ni(2m - l).. ,(ni-|-l) 

• • +^ — LZ^i,^) ***** j^iT-^ • 

so dau alfo 

, (-l>.2.-i^V,=:<H>t2m«-^c^(2m-2)xH-.«.:F ^'" ' ' ' — ^^^x 

J_ 2m(2m- l)...(m+l) 
- 2 1.2...» 

Ferner ist 

(2*»«x>'»-^'=(i)'"+*(e-'"— e* = (i)*"*'ie-<'"+'^** ~ e~'•■- 
•Ol 

(-l)-2»-«Ai»-+« X = *Hi(2ni 4- 1) X - ^!?L±iHn(2in-l) x 4- ^^J^^ #m (2 m - 3) x 

. (2m+l ) 2 m ^m -t-2) 
1.2...m 



Daraus folgt nun nach §. 18: 

r/« . 2m — 1,^ . 2mf2m-l)..(m-h2^«,._. _^2m-l , 
«M ((2ni — 2) X H g— «] + . . ± 2 . . ^1 2« — » [2 X H ^ «J , 

DiCBfCr, ÜiJferantial' u. liit«KTal-Reolianaf. 2. A«i. - l6 
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242 Aiifl6nuagd«rOMflfaiU(gz=»H-bi^. 

* 

> r/« « 1^ ^ t2in-i- l) 2m...( m-t-2) . , _^2» - 

d. h. d»*otl«+^2y^«] = +m« — -|-irl ==»#<«— -|- ir) «Mm« = (— ir 

2m 

nn (a 4- — «) = w» (a 4- m Ji) = #m a co» m jr =: (— 1)™ tin a : 

' ?^^^-^|l^ = (2ii.)— •ffcil.l-?^ (2 m- 2j»— •|*i(8m-«>K + 

— 1.2...((n — \) 
I • 2 > • • in 

Btmiufolgfcnmi: 

+ 15 . 2»*Äi 2 , ^ J'^J- =^[7»*m7»— 7.ft«#»5V-».21.8»«i»3v' — H • • • 
woraus auch: 

-•<ii2»)4-j|j(^^y(126*m6«»-81jmÄv+2*mv) + jjQ(^ 

1 e \' * * 

+ 5 nn2 + "^ggö* ( X J ^^^^ *^ 1^— 15625 mh 5 ^+2187 m'aS y — 5nn^] + . . . 

AvfUtaiiDf dtr Gldahimg z = a + b x". - 
IV. Hab aoU di« GlaiebuBg 

X— a + bx" 

•adSMB. Bier t8t9(x) = bx'"» ^^Jj ■ = b»m(MB— l)«.<mn~ «■-^■»•*, 

alM ist die Somiiie der Reihe » -f- b »- -h ^ b' a«— » -h g'^~^^ b* aP— » -4- , 

-uiOiiii--i) . . . (a,o-«+2) 



2 n 



fttlls diese Beihe konrergent ist, die a am nftebsten liegende Wurzel Jener Oleiehung. 
bi ba* > 0, so isi diese Wurzel>a; ist ba^XO, so isi sie <a. Da 9' (x) 
zsmbx*-', also ^7 (x) - (x — a) qp' (x) = a m b a»-' -h b x" -.mbx" = b x— ' 
[am — (m — 1) zj , so darf nicht 0 zwischen a und der Wurzel liegen, und auoh nicht 

m a 

. Was die KouTorgenz der Reihe aabelMigt, so findet m^n als Quotienten 
zweier auf einander fblgender Glieder (§. 60, I\ ) 
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AnBfltinf dtrCHtklMnigxasa-hbx'. 243 

(ma -f- m) ( m n -I- m — 1) (mn -4- m — n -f- 1)^^^ ^ 

m n (m n -— 1; (m n — n -H 2) (n -+• 1) 

(m n -f- m) Cm n -t- m — 1) . . . . (m n -f- 2) (m n -4- 1) ^ ^ 

(mn — n ra) (di n — n -h m — 1) . . . . (mn— n+2) (n-M) * 



w»6 Ittra = ac zu _ ba»^' wifd. Somit iDiui±^—_j^i=i ba*"* < 1 «eyn. 



Y. pflr B s2 Iii die Beik« 



and es niD>s + 4ab<[l seyn. Dabei darf die SanuM diflMr Reilie nicht so tiefen» dlM 
svischeD ihr und a sich 0 oder 2 a befinden kann. 

DaliierdisQlAicilimgssa+bs'anfkahitMilst, lo fladat naa x=^+^ Vi— 4*b. 

Zb .2b 

Entwickelt naa nun naeb f. 54, 1 V 1 — 4ab, wo±4ab<l, eaiefc 

yi^>->=i-«>.-2,-b.-...- ;;»;»;;;g;;^ .4-^->.^->>^.- 

alw 

* 1 1/7— .-T ». l.3.6...(2n — 1) „ ' 

rnidda 

1.3..(2d-1) 1.3.5..(2n-l) 1.2...2 n (D+2)(n4-3)..2a 

2.4..(2nH-2)' * 1.2.8.. (a+l) 1.2., (a+l).2.4.. 2a 2...a 

so siclit man . da^^s die durch obige Reilie ausgedrückte Wurzel ~ — — 4ab ist. 

Man wird Bich nunmebr auch &berz«ag«n , dau alle Übrigen Bedingungen erfiOilt sind. Sej 
Btnilich : 

1) a>0, b>0, als« auch ba*>0, so ist 1 — 4 ab < 1 , also die Wur«el>0, aber 
auch > a und < 2 a. Denn für x = a ist i < a -h b x*. für x = 2 a aber a-h bx*=c a+4a'b 
= a (1 4-4ab)<2a, nithia a>a H-bx*, eo daii siriidMB a and 2 a «ia Warth Ton x liegt, 
fOr doa a s= a H- b x\ aad diaior ebea ist die betnffead« Wartel. 



2) a<0, b>0, aleo ba'>0, eo ist 1 — 4ab podttr und > 1 , also die W(frael<0, 
aber>a. Denn für x — 0 ist t> a • h^'. fQr x ::=a i»t a4- ba'sÄ-t-ba'^a« also ist 
x<^a-h bx', so dass eine Wurzel zwischen 0 und a liegt. 

3) a>n. b<0. alsoba*<0; 1 — 4 a b > I . die Wurzpl p. Mtiv. aber<.'i nnd>0. 
Denn für x = a : x ^> a + bx* ; für x = 0 : x •< a -r b x\ woraus die Behauptung folgt. 

4) a<0. b<0. alsoba*<0; 1 — 4 a b < 1, also die Wurzel nfgatir, jedoch und 
>2a. Denn für x = a : x> a-i- bx'; für x = 2a : a -i- bx' = a (l -t-4ab)>2a, alsox<a 
-+■ bx^ weiaat wieder nnaare Bebanptung folgt. 

16» 
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244 Aufltaug dn QUUbug f (i) = k. 



§. 62. 

AufiSraog d«r Glddrang f (i) as k. 

I. Setzt mao in der GleichuDg (24') des §. 60 ^ (xj — ^~[^» wu k eiue 
beliebig« Kooetante, so hat mao, da jettt - y (x)— (x— a}9'(z) 

= f (x), folgenden Satz : 

Ist die onendlicfae Reilie 

konvergent und a ihre Summe , so ist a eine einfache Wurzel von f (x) = k, 

vorausgesetzt, dass nicht IsuU oder ac ist von x = a bis x = «, und 

f (x) nicht sein Zeichen wechselt innerhalb derselben Uränzeo. — Zwischen 
a und a liegt daoa keine andere Wonel. |,f (a) muss Null seyn, sonst wäre 

^NnUf&rx = a; f(a) aber darf nicht NoU seyn]. 

U. Setzt man die (26) unter die Form 

a = a + Ai k-rA,k»-+- A, k»-l- ; («) 

setzt weiter in der Gleichung (22') des §.69 ^(x) = f(x), F(x) = x, so 
hat man, verglichen mit (26), aoch : 

zss»H-AtY(s>+Atf(s)' + '**' + A«f^>" + (^) 

worans wir nun A^, A,,..., bestimmen wollen. 

Znn&chst ist hieraos 

^f^ = + A, f (x) . . . . j 
da f (a) = 0 , so gibt diese Gleichung für x = a (§. 22, 1) : . 

Sodann ist 

^^'^ = A, A, f w 4- 

woraus fiu x = a: 

Da die Grösse erster Seite einen bestimmten Werth hat, so ist es auch 
so mit der auf der zweiten Seite; da aber der Nenner für x — a zu Null wird, 
SO mnss es anch der Zähler seyn, * wie man aucli uumitteibai- sieht. Aber 



* VefgUiche die Hot« ca |. 30, S. 118. 
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AnflOmig dar Glticboag f (x) = k. ,245 

^' = 2f(x)f (x)wtDOChOflirx=a, also miiss auch ^^'~*-^>^^>J = i 
-A, f (x) 68 seyo; duo i«t ^j^=2P(x)»-f.2f(x)f'(x), WMfttrz^a 

2u 2 f (a/ wird; eben so ^^x-a- a. f(x)j ^ _ 

_ A,r(a) 

AOgtmein itt niin 

f(s^ = A. + Ab^i f (i) -t- , 



woraus ffir x = a: 

Nun abei: fiudet sich: 

-^=: m f (x)»-' f (x) ; = m (ni - 1) f (x)"-» r (x)' -Mn f (x;--' f ' (x); 

= in (m-l) (ni~2)f(x>— «f (x)«H-8iB(in-l)f (x)— «f (x)r (x)H-iBf (i)— »f»(x); 
Ö*f(x)" 

-j^==m(m-l)(m-aO<i»-a)f(x)--«r(i)*+6iD(m-l)(iii--2)f(x)^f(«)»r<t) 

+ S tt (m — I) f (x>"-« r (x)« '-K 4 m (m- - 1) f (i) »-« r (x) f» (x) H- m f (x) —> f« (x) ; 

8'r(x}» 

= m (m - 1 ) (m - 2) m - 3) (m - 4) f (x>"-* T (x)» -MO m (m — 1) m — 2) (m — 3) 

f (x)"—« f ' (x ) ^ f" (.0 4- 1 5 m fm- 1 ) (m - 2) f (x)"-« P (x) f (x) » + 1 0 m (m- 1 ) (m-2) f (x)"— » 
r (x>' f ' (x) -M U m (m - l> f (^".--« f U) f (x) 4- fim (m - l) f (x)— » f (x) f« (x^ + m f (x)— » 



Darans ist eraiehtlieli, dass ^^^^^ mit dem Gliede m (m — l) 

(m — oH- 1) f (x)*~' f (x)' anlangt , wälirend alle aoderea Glieder höhere 
Potenzen von f (ä) enthalten. Demnach ist 

8"f(x)» 

^^=11(11- 1) . . . ir(x)-+ p, 

wo P Jedenfiills den Faktor f (x) enthilt, so dass für x =: a: 

8"r{x)" 

S^^=B(n-l)...lf'(»)- 

m 

ist. Wie ferner leicht ersichtlich, ▼erscbwioden alle Biffereotialqaotienteo 
▼on f (x)* bis xain n*** f&r x = a, so dass 



[A . 8"f(x)* e"f(x)"-'n 

1.2.9...Bf(«)» • 

Aus den obigen Entwicklungen ergibt sich aber leicht für x = a: 
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246 AalUltaaff dar tttieinnig ^ ^) =(K 

^^ = 6f'(»)r(a). ^^^^^=6r(a)»^-8r(»)f^•).^^ = 20r (a)f'(a>H-10f (a)f*(a). 

C X C X 0 E 

5^«24or(»)»r(«) 

Demoacb ist : 

. l . Vr'(^ _ ~AtfMa)-6 A,f (a)r(a) 

^»■~f(a)' »~ 1.2f (a)»' 1.2.3r'a)» 

_ — f* (a) - 2 r' (a) ^ ^ 4 C (a) f ^ (a)J - 36 A. f (a) ^ f ' (a) 
*~ 1.2.3.4l'(a)» ' • > (c) 



A^ f ' (a) - 1 0 A , [2 f ' (a) f H») ^- (a) < * (a) J - 30 A 3 f ' (a; [3 1" (a> ' H-2 f ' (a) f ^a) ] 
— 2*0A> r (a) » f ' (a) 



• 1. 2.8.4. Sf(a)* 

Q. 8. W. 

AnflOnng der Glefdntiig 9 (s) = 0. 

III. Will man nun mittelst dieses Verfahrens eine Wurzel einer vorge- 
legten^ Gleichung <f (\) - 0 berechnen, so muss man bereits einen ange- 
näherten W^erth a derselben kenne», so dass y (a) nahe an Null ist. 
Setzt man dann die Gleichung unter die Form if (x) — (f (a) = — y (a) und 
in (26) f(x)=^<fix) — (p{vL), k=-y (aj, so ist f(a) = 0, ond f (a) = (a), ' 

also "T^ = nicht Null. Eadlicb wird man immer annehmen dürfen, 
vf(x)y. v (a) 

PS sey 9'(x)[= f (x)] nicht Null von x=.a bis zur gesuchten Wurzel, da 
letztere nahe an a liegt und man immer a so finden kann, dass nicht r// (a) 
0. Da nun allgemein f*(x) = f/"(x), so wird min also hiernach die 
GrOsaeo A|, A^, .... mittelst (c) herstellen und dann gibt 

i = a-A,<p(a)-HA,f»(a)«-A,»(a)'-+- (27) 

die gesuchte Wanel. Die Koavergeni dieser Reihe wird sich im Allge- 
meinen nur schwer ermitteln lassen ; man wird daher getrost einige Glieder 
derselben berechnen und aus ihrem (etwaigen raschen) Abnehmen pchliessen, 
dieselbe knnvergire rasch, somit nur die etlichen ersten Glieder gelten lassen 
und schliesslich sehen, in wie weit das gefundene Kesaltat wirklich als Wurzel 
der Gleichung augesehen werden kann. 

IV. Einige Beispiele mögen das Verfahren erläutern : 

1. Die Gleichung x'— 60 4- 999 x — 3734 = 0 hat einp Wurzel nahe an 21.* 
FQt x = 21 ist tp{x)=-46, also schreibe mau die Gleichung auch 80 : 

X» — 60 x' 999 X — 3780 = — 46, 
und hat f(x)=: x'-r,0x'-f-999x — 3780, k = — qp (a) = — 46, a = 21,.r(a) 
= -198. r(a) = ß. fH») = 6. f*(a) = 0; (§.30. I); 

1 'a—^*®* _3205 158738 
^ i98'^'*id8»* IM»' ^•■~1Ö8'' SP" 
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also 

_ 4g 8.46* 216.46» . 8205.46* . 158788.46* . 
*~ "^IM^^löF"^ 196* 198' 1»8* 

r- 21 + 0 232323 + 6-000817 + 0*000069 + 0-000601 +0060000 

= 21-233210. 

welcher Werth auf fiiaf DezimalBiellen richtig ist. (Vergl. „Grundzüge** S. 178.) 

2. Maa ioU die GUicbuDg x = 24<nx auflösen. FOr z=l'8849566 (=: 108*) ' 
ist s — 2«mx = — 00171674, 

so daM maaiUe Gleichniig tehreibeb wird: z— 2«mz + 0 0171574 — 0*0171674. 
Dann ist 

f(x) = x— 2j'mx+00l7l674,-v(a)=O-0l7l574,a^l-8849566(=:l08*),f(a)=V6l8O34, 
r(a) = r9021l3, f»(a) = — 0(518034 , f*(a) = — r902113 



1 __ _ 0-951056 1 97->G78 

1*618034 *~" 1-618034»' iül8ü34'^' 

00171674 0-f)5105r». 00171574» 1-975078 . 00171674* 



1-618034 1618034^ ' 1618034» 

- 1-8849556 — 0 0 106038 — 0 0000661 + 0 0000009 ~ r8954.042, 

oder wenn man dicsf (Jrüsse in Winkohnnass ausdrückt; x— lOS^^O' 13'7"i(vergl. 
meiD „Haadbuch der ebenen und sphärischen Trigonemclric" ö. 100). 

§. 63. 

Das Fouriti^sdie NllMraiqpTmfsbrmi M Anfllfsiuig ? on Qleidintigen. 

Das in §.62 initgetheiite Verfaliren, die reellen Wurzeln einer Gleichung 
niiliL I uni:-^\voi>(' zu Itestiniinen, wird in vielen Fällen ausreichen. Wir wollen 
jedoch bei diesem Anlasse eine iweite Methode solcher Auflösangeii mit- 
theilen. 

I. Angenommen, die Gleicliung f(x) — 0 habe eine einzige reelle Wurzel 
zwischen x — a und x b, wo b ^ a sey. Diess ist ganz gewi&s der Fall, wenn f (x) 
TOB X = %i8 X = b tein Zeichen nicht -weehselt, was wir non ▼oranmetdEan woUmi. 

Sej nun a + flt der wahre Werth dieser Wurzel, wo also aber — a 

MjD muss, so ist demnach 

f (a + a) = 0 , d. h. f (a) + a f (» + Ö «) = 0 , a = - fs^^^^^^ (§• 53, 1). 

Irt nnn A der grüstte Werth, den f (x) erhAlt, wenn x ron a bis b geht (ohne 
Röcksicht auf das Zeichen), so ist jedenfhlli «>— ^» »<> dnss a — ^ noch un- 
ter der Wurzel ist. Da übrigens f (a + @a) und f (a) von Terschiedenem Zeichen 
«ad, eo iat ~- ^ gans gewiss positiT. 

S«j weiter b — /I die wahre Wurzel, wo /!> 0 und <b~ a, to ist eben so 
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und also nneh «o dan b — ^ noeb Qber der Wnriel itt. Demnach bat 

man als engere Gränaen der Wofael : 

II. Gesetzl nun, es sej auch f ' (x) immer ron demselben Zeieben, tqh x = a 
bis X = b, so wird also f (z) bloss waebsea oder bloss abnehmen ron a bis b; dabei 
haben f (a) und f (a) immer rersehiedenes 2eiehen. * Gesetet nun 

1) es segren f (a) und f (n) positir. Alsdann ist f (a)< 0 und da f (x) wAcbsfc, 
soistA = f(a): . 

2) es Seyen f (a) bnd f ' (a) negatir. Jetst ist f (a) > 0 und f (x) nimmt ab, also 
A=f(a); 

3) f(a)>0, f'(a)<0; also f(b)<0, r(b)<0; r(a) ist <0, f(x) nimmt 
ab. aisof (b) = Aj 

4) f(a)<0, f"(a)>0,alsof(b)>0,r(b)>Oj f(a)>0, f(x) wichst, also 

A=:f(b). 

Hierans fo]^ nun, wenn man Alles ausammealbsst, der naohstehende Sats; 

„ Ist von X = a bis X = b (b > a) f (x) von demselben Zeicben, wtthrend 
f (x) sein Zeichen wechselt, indem es dorcb Null gebt; ist A der (dem ab- 
solaten Werthe nach) grOsste Werth von f (x) zwischen diesen Grftnzen, so 
liegt eine Wurzel der Gleiebang f (x) = 0 zwischen a — ^ und b — — , 

und zwar ist die erste Grösse unter, die andere über der Wurzel. Ist ausser 
den vorigen Voraossetzangen auch noch f" (x) immer von demselben Zeichen 

zwischeo a uud bj so liegt die Wurzel zwischen a — und b — ~, wenn 

f(a) nnd r'(a) dasselbe Zeichen haben, oder zwischen a ^ ^ b — ^ 

wenn diess nicht der Fall ibt." 

Dass man mit diesen neuen Oränzen in derselben Weise weiter rechnen fc^wti^ 
wie mit a und b, ist ollenbar. 

III. Immer unter der Voraussetzung-, T (x) und f" (x) behalten ihr Zeichen un- 
verändert von a big b , sey nun b — a = d und wenn a', b' die neuen Üränxen der 
Wurzeln, so sey b' — a' = d'. Sey nun 

.1) f(a) undf'Ca) von demselben Zeichen. sUo a' = a — b' = b — d'=b— a— 

f (b)-f(a) f(a^d)-f(a) _. f(a)-f-dr(a)-h'l%-'(aH-ed)-f(a) 

f'(a> fU) 

__d^r(a4-^ 
2 r(a) * 

* Denn, wenn a a die wahre Würz. ! ht, muss o>0. aiso r(a-|- 0a) und f(a) Ton 
verschiedenem Zeichen seya ; d. h. da f (x) von x = a bis x = b sein Zeichen nicht wechselt, 
es ist immer f (a) und r(s)fen roisdiiedeaem, and mithin f (b) and f (x) von gleichem Zeichen. 
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2) f(») md f (a) tod vanebtedeiMB Zddien. tbo a'=a- ^-^^^^ b'=b-^^^^^, d'= 

w f(b)-f(a) _, f(b)^f(b-d) _^ ,(b)-^f(b).-hdf(b)-^ r (b^ed) 
* r(b) ~ PCb) f(b) 

_ f"(b— wd) 

~ 2 f (b> • 

bt Mmit K der grOsite Werth , den f ' (x) ron a bii b annimmt, ao ist sieher 

K ^ =- d- K 
*<"-'2f(a1*»^*'<2-r(b)' 

Ist letztere Grösse <Cd, so weiss man, dass die neuen Gränzeo enger sind, als 
a und b, tind bann ancb sofbri sagen, wie weit aie snsammensttmmen. 

AU Beispiel wollen wir die Gleichung x' — 100=: 0, d. Ii. x l (x) — l (iOO) ^ 0 auflösen. 
F0rx = 3irt3l(3) — / (tOO) < 0 . mr z = 4 aber 41(4) - ; (100) >0. eo dast eine Wnraet 
■flie h en 3 nad 4 liegt, f (x) nad t* (s) sind fameriialb dieser Grauten podtir, so dass a = 3* 

b SS 4 , d = 1 ist. r (a) nnd f (a) haben venddedenes Zeteh» , also a' =: a — ^^^^ . b'=b 

-.1^. Fer»erK=i-.^j^=jp^. welch. GfaM.<d ist. Aberjp:!^^ 

<0'1 und >0"01, 80 da^s d'<^01 und also die neuen Hrünzen nur bis zur ersten Dezimale 
SU entwickeln Mnd. Man hat a' = 3-54. b' = 3*61 , so dass, da f ^3 6) > 0. sicher die Wurzel 
zwischen 3'ö and 3'6 liept. Setzt man jetzt wieder a — 3 5 , b=-3'G, d = 01, so ist 
1 d* K 

^~S^* T f<^*^^'^^ ab«r>01KX>l, so dass die Recbnong auf 3 l>esimalen genttgt. 
IfVihat^ 

a'=:a— - - =3*5966. b'=b— — = 3*8973* 

so dass die Wurzel sicher zwischen 3*596 and 3*598 liegt Da aber f(3'597)<0, so Uegt 
Sit swischen 3*697 and 3*598. 

d» r(b— «d) 

Jetit ist a ^ 3-597 und b- 3-608, d:=^0-001. ferner als grOsstor Werth von — ^ 

ergibt sich ein Werth «wischen 0*0000001 und 0*00000001 , so dau 7 Desbnalen geoQgen. 
Maa findet 

a'=5a — p^ = 3-6d72860, b' = b—p^= 8*5972851, 
swiseheB walehea swri Wertben die Wursel Uegt (Vergl. „Omadsflge" S. 207.) 
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Elfter Abschnitt 
Käherungsweise Berechnung eines bestimmten Integrals. 

§. 64. 

£io jedes bestimmte lotegral 

J f(x)öx. ^ (a) 

in welcbem f (x) zwiscbeo z=: a und x = b eine stetige Funktion von x ist 

(wenigstens nur ondliclin ^^'e^tllezulässt), hat einen bestimmten, von a uudb 
abhängigen Werth, dessen Ennittlung dann immer leicht ist, wenn die unbe- 
stimmte Integration sich aosfUhren lääst. Ist Letzteres aber nicht der Fall, 
80 muss man mit Xäheruiigsmethoden sich behelfen. Zu solchen Hesse 
sich die IntegraLiun mittelst unendlicher Reihen (§. 57) zahlen, und es wird 
dieselbe in vielen Fällen von Nutzen seyn; eine weitere Näherungsmethode 
haben wir in §.46, X angedeutet, da das Integral (a) immer als Ausdruck 
für den Inhalt einer ebenen Flache angesehen wtrdt n kann. Wir werden auf 
die&e Methode nochmals zurückkommen. Alle diese Methoden haben aber 
den Kachtheil, dass man keine bestimmte Fehlergränze kennt, d. h. also, 
dasB man nieht weiss , in wie weit das Resoltat genan oder niebt genau ist. 
Frei von diesem Vorwurfe ist nun die nachstehende Hetbode, bei der nur 
Toransgesetzt ist, f (z) sey so beschaffen, dass man flkr Jeden beliebigen 
Werth von z den ihr zukommenden Werth berechnen kann. 

Ente NslieraDg. 

I. Aus §. 52 folgt • 
oder wenn man z — h — u setzt (§. 42); 

f^+h)~f(«)=hr(«)H-~r(«>-i-4y^Oi-ii)«f»(n-»oaa. o») 

Ganz eben so folgt ans §. 52 [wenn man dort V (z) statt f (z) setztj: ' 

f(,-l-h)-r(«)=hr(«)H-y|''(li-B)f»Ci4-p)8m. (e) 
Ans (b) und (c) zieht man sofort: 

f. (l4-b) - f (x) - ^ [f (x + b) - r<i)] h f (x) + 4y^l(h - n) ' - h (h - u)] f » (x4- u) e u, (d) 

wenn nur f ' (x + n) endliche Werthe hat von n = 0 bis n = h. 
Das in (d) vorkommende bestimmte Integral ist gleich 
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J*\0i - u) (h - n - b)] f ' (x 4- u) 8 tt = — y ^ (h - u) f » (1 + o) 8 D. 

Da die GrOsse q (b — a) von n = 0 bis a = h immer daaselbe Zeichen 
bebfttt, so ist (§. 39, III) dieses Integral gleich 

— f»(x Ö*»)y^ u (h — u) e u t= - 4h»f» (x-i- eh), 

SO dass 

f(x-+-h)-f(m) = hr(x)-l--|[r(«-hb)-r(x)l-*^f«(xH-Oh). (28) 

Setzen wir zur Abkürzuog f (x 4- h) — f(x) =/J((x), eben so f (x-Hhj 
— f (x) = Jf (x) u, e. w., 80 heisst die (28) auch 

ilf(x)=hf(x)+|^Jf(x)-^f»(x+eh). C2&) 

II. Gesetzt aber, es behalte f (z) dasselbe Zeichen von s = x bis 
z SS z + h » so ist aach (§. 39, III) » 

y^«(h-u)f»(x-hu)8«s=M y"'{'(x-Ha)8a=MJf"(?), 

WO M ein Mittelwerth von a(h — o) ist, wenn u von 0 bis h geht. 'Die 
Grosse u(h — u) ist aber für alle diese Werthe positiv (mag h positiv oder 

negativ seyn) and erreicht ihrei^ grdssten Werth für u = | h (§. 24), wo sie {h' 

0h* 

ist, so dass wir ganz wohl setzen können: M s= wo 6 zwischen 0 nnd 1 . 
Demnach ist 

J f (X) = h f ' (x; + J f (x) - J 1- (x) . 

Darana ergibt sich auch sofort: 

Jf(x) = hf'(xj + | Jr(x)-^Jf»(x)-+-(^^--|)h^j=f(x;. 

\ ff \ \ 11 

Aber t^ — ^ liegt zwischen und — ^ oder auch zwificheo und — , 

SO dass weuo man setzt 

die Grösse 6' zwischen — 1 und + 1 liegt 

Amrandvog« 

m. Setzen wir in (28) nach einander xs=a, a + h, a + 2h, . . . . , 

8 -f- (n — I)h, wo a + nh = b, also h = seyn soll (nnd etwa b > a); 

addiren sodano die sämmtlicbea so erhaltenen GleichaDgen, so ergibt sich 

* h Ph' 

f(b)-f(a)«h(f(i)-Hf(»-Mi) + ... + f<l»-WH-|-If(b)-f(»>]--j2 . 
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WO P= f»(a -f- 9, h) 4- f»(a -j- h -4- h) + H- f (b-h + ÖJi), uu4 

^, , . . . , f>„ sämmtlich zwischen 0 und 1 liegen. Ist nun G der grösstc 
Werth, ohne Rücksicht auf das Zeichen, den f*(z) annimmt, wenn z von a 
bis b geht, so ist jedenfalls P, ohne Rücksiebt aaf das Zeichen» kleiner als 
n G , 80 dass also, wenn 

f(b)-f(») = IiCr(a)-*-f<a-l-h)H-...H-f(b-b)]-^y[r(b)-f<t)] 
gesetzt wird.^der Fehler nicht ^nG beträgt 
Setzt man 

f(x)= J^Fix)6x, f(«) = F(i). f»(») = F»(j). f(b)-f(»)=yV(»)ex. 
SO erhält man hieraM den folgenden Satx: 



„Setzt man 

F(x)8x = h[r(a) + F(a-+-b; + F(a-+-2b)-+-...H-F(b-b)J-f- — lF(b)-F(a)l. (30) 



woh = ^-^, 80 ist der begangene Fehler geringer ids ^y2^ G, wo G der 

grösste Werth ist, den 1' (x) annimmt, wenn x von a bis b geht (immer ohne 
Rücksicht auF das Zeichen).** 

IV. Verfahren wir mit der Gleichung (29) ganz eben ao wie mit (28), 
•0 erhalten wir, wenn wir sogleich f(z) = Jf(jl)^x setzen: 

' F (z) 8 X = b (F (a) + F (a + h) H- r (a H- 2 h) 4- . . . 



H- F (b - h)J + - IF (b) - F (a)l - ^ ir (b) - F' (a)j . 

h* . . 

mit einem Fehler gleich multiplizirt mit 

©t'[F'(aH-h)— F'(a)l-*-e,'[r(a-h2h)-F'(a4-h)]H:....-l-9.'lF'(b)-F'(b— b)J. (4) 

wo <9, Q„' zwischen — 1 nnd -H 1 liegen. Da aber (x) von a bis b 

dasselbe Zeichen haben mnss (der Voraassetzung in II nach), so wächst F' (x) 

von a bis b, oderniramt immer ab; demnach habt n die in (d) vorkommenden 
Differenzen alle dasselbe Zeichen. Daraus folgt, d.iss die GrfKsso (d) ent- 
halten ist zwischen den zwei Werthen, die man erhält, wenn man in (d) alle 
Ö' gleich 4- 1, oder — 1 setzt. Diese sind aber 

F' (b) — F' (a) nnd — [F' (b) — F' (a)] , 

SO dass die (d) gleich ist & [F* (b) - Y* (a)J , wo B' zwischen — 1 und + 1. 
Man hat also den zweiten Satz: 

„Uat F' (x) von x = a bis x — b immer dasselbe Zeichen, und man 

setzt: 
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y F(»)8x = h(F(a) + F<Ä + h) + P(»-f2h)-t-...+F<b-h)]-f^|^[F(b)-P(t)] 

-^[F'(b)-F'(»)J, (31) 

WO h = so ist der begangene Fehler kleiner als das leUte Glied, 

d. h. kleiner aU ^ [F' (b) - F' (a)J." - 

Die Sätze (30) und (31) siod nun die gesuchten Näheruugfi- 
formelu. 

§.66. 
Zw«iie NihMnuig. 

L In derselben Weise, wie in §. 64 hat man: 

* 

Jfix) = ht' (x)-h^r(x)-H^f»(i)-h^f*(x)-h^y]'(h-u)*f*(x4-Q)«0, 
ilf(l)s* hf (x) -f- ^ f • W Y J - (X -H a) 8 u , 

Daraus ergibt sich : 



ifW-i Jf (X) + ^ Jf» d) =hf 
H-~y^[Oi-iO*-2hO»-»)'+h»(li-a»)II»(xH- «)8«. 



Aber (h - u> ^ ~ 2 h (h - u) » + (h - u) » h ' - (h - u) ' [f h - u) 2 (Ii - u) h 
-l-h'J"(h — o)'u', so dass das in (e) vorkoinmeDde bestimmte Integral 

gWiQh J ^ u'(h — u)'f'*(x + u)du ist. Da u'(h — u)' nar positiv ist, so 
hat mao wie in §. 64, 1; 

u» (h - ii)»t» (x -ha) da =: f» (x ÖWy^ (b-u)' a u = ^fHx + Öi»> , 

so daas 

jf(x)=hr(x)-»-|-jr(x)-^/<r(x)+^f'(*-t-©b). (32> 

wenn nur f * (z) endlich ist von z = x bis z = H- h. 

U. Behält aber f ' (z) dasselbe Zeichen von z = x bis z = x + h, so er- 
gibt aicb, wie in §. 64, Ii, wenn man beachtet» dass der gc^sste Werth von 

- h* 

B» (h — o)*-= [nfh — o)]* ftr o = 4h erhalten wird, wo er ist: 



V Ol - u) » f • (X -h u) 8 u = ~~ J f* (x) , 
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so dass 

2lf (X) = h f (X) -h -4 f (x) - ^ /ir ( «) -t- 4f* (x) . 

Mao kann hieraus wieder ziehen: 

jf(x)=hf(x)+|jr(x)-^jr(x)+^jf(i)-ii«(4-^)jf(x). 

^^^^ 755 ~ 16^ zwischen ^ — y also auch zwischen ^ 
~ 80 dass 

Jl(x)=:hf(x)4-|-^r(x)-^Jf(x) + ^Jl«(x)-H|^^f*(x), (33) 

wo Q' zwischen - 1 und -h 1 , aber f * (z) vou z — x bis* = x + h dasselbe 
Zeichen behalten moss. 



HI. Geoaa wie io §.64, III und IV ergeben sich aas den SAtzen (32) 
und (33) die folgenden : 

„Setzt man 



F (z) a X = h [F (•) + F (a + h) + . . . . 4- P (b — 101 

■ 

+ |-tF(b)-F(.)J-^[F'(b)-F'(»)], m 

WO h = — — , so ist der begangene Fehler kleiner als -^^^^i ^> wenn G den 
grössteo Werth bedeatet, den F*(x) erlangt» wenn x von a bis b gehf 
Sodann aus (33) : 

»Ist F*(x) von z ~ a bis z = b von demsetben Zeichen nnd man setzt: 



F <x) » X =s h [F (a)H- F (a -h h} H- F (a + 2 h) 4- . . . + F (b — h)H- ~ [F (b> - F (a)J 

- ^ (b) - F' (X)] ■+• ^ [F' (b) - F > Ca> j . (36) 



WO h = ^-^, so ist der begangene Fehler kleiner als das letzte Glied.*' 



Die ganze Zahl n ist in den Sätzen (30), (31), (34), (35) ganz be- 
liebig; je grösser man sie nimmt, desto kleiner wird h, und also auch der be- 
gangene Fehler, so dass man es in soiner Gewalt hat. diesen beliebig' klein 
zu machen. Eine vorläufige Untersuchung des Fehlers wird aach über den 
zu wählenden Werth von u entscheiden. 

« 

rV. Würde man in §. 46. X itatt durch drei Punkte der Kurve eine krumme Linie, deren 
Gleicbnng y — a-i- bx-f- c ist, zu legen, bloss eiuo Gerade durch zwei Punkte, also durch 
B and E, £ and F, o. •. w. legen . »o wOrde die Flikhe ABCD in Par&ileltrapeze zerlegt und 
flMafliidsIttriit: 



* 
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h—m AD 

vo h = -= — . Dmm GrOwe isfe aber s«nui«ia die GrOue 

HD • 

h [F (a) F(a -T- b) 4- .. . . -f-P(b - h)l -f- ^[F(b) - F (a)) . 

welche in obigen Tier Naberuugtforiiieln jeweils zuerst, in (30) alieia« erscheint. Demnach 
sind diese vier Formeln genauen Feitiledbageii der Oleiehnng 

*V(x)8« = hUF(»)-HF(»-t-h)-l-F(»+2b) + ...+r(l>— h)-hlP(b)J. (36) 



V. Die Anwendung der einen oder andern der vier Tsähormigsfornieln 
ist ziemlich einfach, so dass wir es füglich unterlassen küniifcii, ein Zahlen- 
beispiel zuzurügen. — Wir bemerken nur noch, dass selb&t in dem Falle, da 
b = CO ist, nnsero FormelD anwendbar sind; nur mnss dann die Reihe F (a), 

F(a + h), F(a + 2b) mdgUchst raseh Iconvergiren, so dass die 

spätem Glieder derselben nicht mehr m beachten sind. Wegen der Sch&tznng 
des Fehlers werden die Formeln (31) und (35) Jetst Torznziehen seyn. 

Verlangen diese beiden Formeln allerdings die Un?er&oderlichkeit des 
Zeichens in F'(z) oder F*(z), so wird ~ falls diese Bedingung nicht erföllt 
seyn sollte, doch der Anwendung Nichts entgegenstehen, indem man das 
Integral in mehrere einzelne theilen kann (§.42,11), welche einzeln nach 
diesen Sätzen berechnet werden lU)nnen. 

§. 66. 

Ber^ehDimf ei|Mi bütimmlan Infeegrab mllldit der inteipolalioiiiinntf . 

I. Die oben aus einander gesetzte Methode verlangt, dass in dem be- 
stimmten Integral ydx die Grösse y als Funktion von x gegeben ist. In. 

diesem Falle wird sie immer anwendbar seyn, da sie in allen Fällen eine 
Schätzung der Fehlergränze sulässt. Anders Terhäll sich jedoch die Sache, 
wenn y nicht als Funktion von x gegeben ist, sondern man nur für eine Reihe - 
Ton Wertben von x, die zwischen a und b liegen, die zugehörigen Werthe 
▼on y kennt. Sind in diesem Falle die Wertbe von x in gleichem Abstände 

h, mid ist h=:^-^, so kann man, wenn y«, y«, y»«.**» y. die Werthe von 

yfiirx = a,a-l-h,...,b sind, ungefähr setzen (§, 65, IV) : 

wobei man freilich keinen Maassstab fftr die Fehlergränze hat. Genaser wird 
übrigens die Formel des 46, X seyn, nach der 



y8x = ^[yo-+'4yj H-2y,-H4y,-f-2y4-h...2y!i.-t4-4ytn-t yi»]. (37) 



wobei h = voraaBgesetzt ist. (Siehe §. 67.) 
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II. Ist aber die Annahme, es seyen die Wertlie von x in gleichem Ab- 
stände, nicht zulässig, su kann man »ich in dio.ser W L'i>e nicht helfen. Ge- 
setzt nämlich, es seyen für x — a, a,, , . . . , a„_i, b, wo a <[a^ < < . . 

< «..-i < b die Werthe von y ; y'o . J'i » » y—i ' wisse 

sonst Kichts fiber y (als Funktion von x), so wird man, eben io dieser Uoge' 
wissheit, aonebmeD, y sey eine ganze Fooktioo von x, d. h. eine nach Po- 
teocen von x geordnete Faoktion, derart, daes y die obigen Werthe aonimmt, 
wenn z die angegebenen Werthe hat. Mao sieht leicht, dass alsdann 

y=g+gk «+gi +g«i" 
seyn mosa, wo nun gf gt f • • • > g« (der Anzahl nach n + I) so xn bestimmen 
sind, dass fftr x = a, «,,..., a.^, , b : y ^ yo , y, , . . . , y„-i , ist. 
Daraus folgen f&r g, g|,..., g. bestimmte Werthe, und es gibt eben dess- 
halb nur eine einzige ganze Funktion von x vom Grade n, welche diesen Be- 
dingungen genügt. Finden wir also irgendwie eine solche, so ist es die ver> 
langte. Als solche erscheint aber sofort : 

(t — rt ) <T — a,) . . . (x — a^i) (\ — b) 

■ W ^ — - * _ . y 

(a — aj (a — fflj) . . . (a — a„_i; — b) 

(LT ^) (« — «,)•.- (» — Ca - ,) (x — b) 

(«i — a> (Oj — «,") ... (o, — a«_i) (a» — b> ^* 


"•"(b-s) (b-«.)... (b-«._i)(b-«^,)'" 

welche sicher vom n"" Grade ist, und den obigen Bedingungen genügt. 
Setzt man 

(i— s)(x — «i) (« — a,)...(i — «.-i) (x — b) = fOi), 
so heisst diese Gleichung auch: 

^^M, f(x) /^x-«. 

'"x-a Vf(«) V. Vf(«) V«. 

WO die angehängten Zeiger andeuten, man solle in der eingeUammerten 
Grösse z = a, b setzen. Demnach ist 

^ /^x-a >v /"^fWfix /x-fl, A />f(i)8x /x-b \ r'f(x)8x 

Diese Formel ist genao richtig, wenn wirklich y eine ganze Funktion des 
Grades n ist; sie ist nur nähemngsweise richtig, wenn diess nicht der Fall 
ist. Sie gilt natfirlich auch, wenn a, «i, «i , . . . , o^i, b in gleichen Ab- 
standen sind. 

in. Die Grössen sind Produkte vonn Faktoren 

X— a X — o, X — b 

des ersten Grades, ihre Integrale lassen sich also immer unmittelbar er- 
mitteln. Zu dem Ende bemerken wir, dass: 
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(x - a, ) Cx n,) <x - 



(x — a,) (x a,) = x*— (a, + a,)x-Pi4a,, 

a,) — Ca, 82 aj)x' -t- (n, a, 4- a, a, -f- a, a,)x — a, a,, 
x' — {a^ a, a, a, ) • fa, a, -t- a, a,-4- a| aj-f-a, a,-J-«,«4+ 
- (*i •» + •» »a «4 -t^ »1 a, 84 a, a, ajx 4- a« a, a, a«, 



(i — a,) (x — a,) . . . (x — a,) = X" — C, x"-' -r C, x"-« — C, x»-»-h . . ± C„_, x + C„, 

wenn man mit C,, C, , . . . , C„ dio Summe der Combinationen zur ersten, 
zweiten , . . . , n"" Klasse aus den Elemeoteo a^, a|, . . . , a. (ohne Wieder- 
holungen) bezeichnet. 

Man kann fibrigeos such etwas 'ander« verfahren. Geaetst nftnilich, 
man habe irgend wie 

f (x) = A, H- A| X -I- A, X« H- . . . . + A.^.i x"-»^» 

gefunden, und aey x — k einer der Faktoren von f(x) ; ferner 



f(x ) 
X— k 



= B« •^ X + x*+ . . . -I- B.x'*, 



ao mnas identisch 

A» + A, X -I- A, X» + Am-i X"*« = (x — k) (Bo Bj X H- B. X") 
■eyn. "Darans folgt: 

k • 



B„-i — A 



A,= -B,k, 

A»-Bo-B,k, 
A,=:B.-B»k, 

A.=^B».i — B.k 
Aa4.| = Ba 

womach Bo> • * • I B« ans A^, A«, . . . , A.^i leicht gefunden werden. Ist 
nan 

yf(x)8x=A.xH-A,^+A,^ + ... + A.^ + A..i^. 

80 iit also 

y*f(x) X* x' x**' 

J:^8. = B.,+B.^ + B,3-... + B. — , 

wo 



B, = — y . B| 



, B»— A| „ B^-i — A« 
-'-k' k 



Wie man-sich noch weitere EileichteraAgen Terschaifen kann, iat wohl 
nicht schwer abinsehen. Das Gesagte mag aber genflgen. 

17 



Olaayat» 



a. taNffauaMhanf. S. AilL 
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258 AMillWfteFMMte in 1.69,1. 

§. 67. 

Uimltldbftft AUdtnag der to f. 68, 1 gedachten Nlhenu^feraieli. 

1. Seyen Vo, }\, . . y„ die gegebenen Werthe der (sonst nnbekannteo) 
Funktion y för x = 0, h, 2 h, .'. . , n h , und man bilde, wie in §.66, II die 
Difierenzcnreihen nach der dortigen Uebersicht, in der an die Stelle von 
y tritt. — Die Formel 

/=^.-^f^'.*T(i—)Ti-f (.) . 

hat nun die Eigenschaft, dass wenn =0, h, 2h , . . . . ist, mao für y findet 
y»* Vi* Yn ^ ""^ X = rh erhält man nämlich 

und es lässt sich leicht beweisen, dass der Werth der zweiten Seite dieser 
Gleichung gleich y, ist. * Man kann also die Formel (a) ganz wohl als all- 
gemeinen Aosdmck fttr y aU Funktion von x ansehen (§. 66, II). 

Multiplizirt man in (a) die Produkte aus, so ergibt sich: 

f ^T.-. - f ) f i'-c; - 3^ -.2 0 

welche Reihe »ich leicht wetter fBhxen liest. 

Settt man in der Fonnel (a) y, dorehweg an die Stelle von y«, io er- 
hält man 

n=.-r---K:-)i^-ra-oa-o.^- o 

welche Formel fiir x=:0, h, 2h, . . . liefert: y' = y,, y,^,, y,^,, , 

wie man sich leicht überzeugt, wenn man daa Schema des §.56, 11 mit y« 
statt yo beginnen lässt. 

Darens folgt, dass wenn man in (b) Ar y« eetct y« man ans dieser 

• Man bat aus §. 5ö, U: y, =yo Jy«; y, — 4- /ly^ -yo + ^Yo-^ ^To+^'y« 
= yo-^2 JroH-.4-yo ; yj^y, + J y, = y^+2 Jy, -f- y„ -i- J y, + /i'y,= y« +2 Jy» 

-1- J'yo^ /iy„4- J-yo-f J'yo-»- J»yo=yo-^3Jyo-t-3/l'yo-l- J*yo. ; iit dann 

y« =y# + y ^ft ^ g-^ ^* y» H- ^ y», so tot Ocäm eben eo y«+i = y, y Jyt 

-»-^X^^^'yi + .... + ^y.. d. y.-. = y«-t-Jyo-HyMyo-^^'yo)-H5^f~Ö 

(if»y,H-J»y^H-...-l-J-y,H->-^»y, = y,H-^Jy, + ^^^i^JVe + 
wedoraii der Salt Wwtoeaa tot (f. 18, Ip. 
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nnoen Fonnat [die (o) für r = 1] für z = 0 nad x = h duielbe «rliail, wie 
ans (a) fllr z=:]l ond 2 h; wenn man für i° (^) setzt y,, man ans 
dieser neaen Fonnel flir z = 0 oad h dasselbe erkäit» wie aos (b) förz=2h 
uod 3 h n. s. w. 

II. Aas (b) folgt 

Setzt man in (c) r = 1 und bestimmt dann daraus ^^^y' 3x, so ist 

dieser Werth derselbe, wie der ^^^J^ 7 dz aos (b) bestimmte a. s. w.* 
Diess kommt aber daravf biDans, in (d) statt za setzen y^ o. s. w. — So 
erhält man / .ydz,....,/ ydx ond dorcb Addition: 

y^%^>x~h[yo-i-yi + yi-+- h-j— iJ 

-*-Y^'äu-hAn-h^T»'i' + 4y^) 

d. b. da J yo -f- Jyt + . . . -f- Jy»^ = y« — y» i ^'y» + ^Vi + • • • ^*y«-4 
= ify, — Jy,,...: 



* El k«UBt AI« ianaf UiMtai, dau wenn man in (a) fOr y« setzt y, , man dasselbe 
erhält, als «loa Bun ffir sMiiix+rh. Man kana di«MB Sali lakht anraiNB. £• M 

nlmlicb 

+ |-My.+ T + ^y.+ . . . . .] 

d.li.(|.18MI)t 

= yc 4^ -y-^'* ^ — C"h VT« "^nrlT V C-h — V07S 

s 



a ^ 

IT 
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260 AbUlaag dtr FoomIb in f. 06, 1. 



yaaa=hÖy«-4-f,-*-y,-h,..H-y*-i-l-|y.J~(^y.-ifTt)-t-^(^y»-'^yo) 

Diess ist nan die Formel (36') des §. 66 mit weitem Ver- 
besserungen. 

III. Aus (b) folgt eben so: 
y["'y8x«2hy,-l-2bJy.-l-|^il«y.-^il*y. + ^J»y.-^^y, + .... . 

d.h.da jyo = yi -yo. ^'y. = y» - 2yi + y,; 



Setzt man hier y,, y,, y« fttr y«, y«, y,, so erh&lt m&nj*^^ ydx, o. e. w. 
Darms dann 

- ^ I^* yg + -4* yi ^* y4 -+- ^7*»-t] 

— gjgg [-^•yq+^^y» + ^'y« ^yi«-il + . . . . 
welehes die Foimel (37) des §. 66 ist 

Da man diese Fonnebi nnr dann anwenden wird, wenn y niebt als 
Fonkcion Ton z, sondern nnr in einzelnen Werthen gegeben ist, so genflgen 
die beiden Formen m (38) und (39), welcbe das bestimmte integrai bat, 

vollständig. Ist Dämlich ^y9x zur Ermittlung vorgelegt und es ist f&rx=a, 

a + h, «.., a + nh:y = y0, yi, y.i so ist die Aufgabe dieselbe, wie die: 

J^^ydzwa bestimmen, wenn 0lrx:=O, b nb die Wertbe von j 

yo » y» » • • » 
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Differentialrechnung für Funktionen mehrerer unab- 
häugig Veränderlichen. Vielfache Integrale und 

deren Anwendung. 
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Zwölfter Absclmitt. 

BilTerexitialquotieiiteii fttr Funktionen mehrerer unabhängig 
Yerftnderlicheii, Vertaaflohong dieser letzteren. 
AnalytiBohe Anwendungen. 

f. 6a 

Difliiliitialqaotiwttn. 

L So wie vir seither immer Torausgesettt haben, M sey nnr eine ein* 
zige tiDftbhftngig VerAaderliehe YorbMideo » kOnoen wir aoeb annebmen, eine 
Grösse n bänge von mebreren Grossen sl, y, z, . . . ab, welebä letztere gegen- 
•ettig ToUkommen anabbtagfg Yon einander sind. Man kann also eine jede 
beliebige dieser letzteren sieb ändern lassen, ebne dass dessbalb die andern 
sieb Andern mfissen. Eine Grösse, die von mehreren andern abhängt, 
also eine Funktion derselben ist, wirdäbolicb der Bezeichnung in §. 15 durch 
f(z,7, z,...) zu bezeichnen seyn, wo x, y, z, . .. diejenigen Grössen sind, 
von denen jene abhängt In diesem Falle werden nun, eben da jede der un- 
abhängig Veränderlichen sich ändern kann, ohne dass desshalb auch die 
übrigen eine Aenderung erleiden, wahre partielle Differentialquotienten 
(§. ib) auftreten, so dass also wenn u — f (x, y, z, . . .) man die Grössen 
8a 8a 8a 8*a ('n e*u i^w fe'u b'u 
8^' 8y' el eT«' ^by' ty*' ü7t^* Öy8*' öT» 

bilden knnn. Die Bildung derselben geschieht genau nach den früheren 
Regeln, ist also keinem Anstände unterworfen. Von den partiellen Differential- 
quotienten höherer Ordnung gilt natürlich das bereits in §. 1 9, II nachgewiesene 
Gesetz, dass die Ordnung der Differenzirung eine ganz willkürliche ist. 

II. Besteht zwiscben drei Veränderlichen z, y, z eine einzige Glcicbong 

f(x,y,») = 0, (a) 

SO ist vermöge derselben eine der drei eine Fonktion der zwei Übrigen, indem 
zwei Veränderliche iliren Werthen nach müssen gegeben seyn , ehe man den 
Werth der dritten vermöge der Gleichnng (a) zn ermitteln im Stande ist. 
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264 DiffereDtialqaotienten bei Fonktionea uMhreiir T«rliid«rliebea. 

Sey also z alt FnnUion von x ond y angeseben, so kano man x rieh ftndera 
lassen, ohne dass 7 sich ändert» ond y, ohne da$8 x eine Aendernng erleidet 
Mit anderen Worten, man wird die Gleichung (a) nach x diflfbrenxiren dürfen«, 
wobei Y konstant ist, nnd nach y, wobei x konstant ist. Daraus folgt 
(yergL§.l7): 

er bf dz ^ er er ^ 

ox Ol bx iiy £s by 

woraus ^ . ~ , d. h. die partiellen Diiferentialqnotienten von z nach x und 

y, folgen. Differenzlrt man diese Gleichungen wieder naeb x und y, so er- 
hält man (§. 19, IV): 

6»'f 8»f »« 8»f 8« Vfbtbt df »«t _ 
8x8y '*"8x8i ay'^'ayei 8e 8»»8x 87*^8» ex8y "" * 

b*t 8»f 8« g'f /^»«V, 9fVt_ 
8y' 8yÖi8y''"8i»Uy>^ "^8«8y»~ • 

woraus dann folgen, u. s.w. 

m. Bestehen allgemein xwisehen den n Veränderlichen X| , , , 

Xk die m Gleichungen 

9t ,X.) = 0, 

9t(^*Th ,X,) = 0, 

<b) 

Vm .X, , \ „; — 0, 

wo in<n, so sind in Folge dieser Gleichungen m der Veränderlichen ab- 
hängig von den n — m übrigen, welche letztere aber vollständig unabhängig 
von einander bind. Sind so z. B. Xj, Xj , . , , , a"„, abhängig von . . x„ 
SO darf man die Gleichoogen (b) nach jeder dieser letzteren. Veränderlichen 
diiferenziren, wenn man dabei beachtet, dass x« , . . . x. Funktionen derselben 
sind. Man erhält dann m(n — m) Diiferentialgleichongen der ersten Ord- 
nung zur Bestimmung der Differentialquotienteu ~; -ir-^» 

OXai+t OXa 0Xa4-l 

.... die in derselben Zahl sind. Biese Gleichungen haben die Form: 

6x, 8x, "^8xi8x,"^ ' '"^8^;8^'^8^:""* 

wenn man hier f&rr setzt: m + 1, m + 2,..., und für y dann yj, yj,..., y». 

Wie nmii vhvn so /.u hühereu Ordnungen aufsteigen kann, ist klar. Als Bei- 
spiel wollen wir die Gleichung 

betrachten. Man zieht aus ihr (r^ konstant): 
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«-»-•r- y-*-» ö" 1 + ( — ) -^ B " . = 0, , — 7 — ^ sssO. 1 + 1 r- ) 

8x 8y Vt'xy bx* cy cx dxby ' KtyJ 

"•"■ä?-*'' *858P"*"*8«»~''' *8i 878^"^ 8^ 8?'*"*8p8y"~ * 8 bx 8^ 

_L »*» /V «ei 6'x . 8»i - 

EDtvrkklung TOD j— f(a + ax, bH-j9Xf..). 

IV. Wenn aaeh m deo frfiheren Uotersochongen gehörig , mag doch, 
des sp&teren Gebraoebs wegen, hier ooeh die Entwicklung von 

^f(» + ax, b + ^i, o + yi, . . . .) 

gegeben werden, wo a, b, c, a, . Konstanten sind nndx die noab- 

häDgig Verandcnriielie. leta + az^sy, b+i9z = z, c + /x = n, , so 

i8t(§. 19): 

d u , 8f 8f df 



da = a, ^ — ^, ^ — y u. 8. w. Hieraas folgt : 

. , 8»f , 8»f e*f 8*f 8"f 

Man kann diess auch in folgender Jb'orm schreiben : . 

welche Bezeichnung wohl von selbst verständlicU seyn wird. * Allgemein ist 

. V /'S P V. 

j— «X. b-*-/?x, «-hyx,. . .)= I « t ^ T -yH- .... I t 

dx" voy cz ou J 

Gesetzt nämlich, dieser Satz gelte fUr n = r, so gilt ex auch n 

r -f- i. Deiiu ist 

f (a + .X. b + ) = (1 a -i- ,9 + . . . . )'f, 

(8 P P 8* 8* 

8y"-^ ö.^'^eu''-^ ^••**»"»°ö7»«'^2-rz«'' 

■*"^«^'-***87k"'-»"*87k^y"^l? Brt« »« htof fib«>aU iiMdif.. 

md iw nabn 8*. w bat nan giiiMi dm vorimgeheaden Werth. In diatam SlnM lai alio 



(88 \" 
— a^ I f, naa tolle aa^ge* 

«öbolicber Weüe die d** Fot«uz deä emgekiaauaerieii Ausdrucks bilden und nebw 8* QbfiaB 
aoeh r soistetB. 
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266 VertaaMhang der unahhingig T«tindecia«|iM. 

60 ist 

if"^' d l/^ b 8 \' i 

j55if(. + ... k+#......) = jjj(j-<.+j-,^ + ....J .) 

(8 8 V** 

wodurch nun unaere Behaoptaog bewiesen ist, da Ar r = 2 der Sats 
. gilt (§.18,11).' 

§. 69. 

VertantchoDg der un&bliaiigig YerladerUchen* 

In §. 21 haben \\ ir gesehen, in welcher Weise die Differentialqnotienten 
aaszodr&cken sind , falls man für die seitherige unabhängig VeränderHche 
eine andere wählt. Für den Fall mehrerer nnahh&ngig Veränderlichen liest 
sich diess eben so leicht na^weisen. 

I. Sey ranftchst x eine Fonktlon zweier nnabhAngig Veränderlichen x 
und y, and man führe für diese zwei andere n und v ein, die mit z und y 
znaammeDhängen durch die Gleichungen 

^(?fy»ü,») = o, ^(i,y,u,T)=0, (a) 

10 folgt aus (a), dass x und y Funktionen sind von n nnd wShrend letztere 
Ghrtfssen von einander unabhängig sind. Di^mnacb hat mad (§. 16): 

Die Werthe von ~ , ^ . — folgen (nach §. 68) aus den Gleichun- 
gen (a); setzt man sie in (b) ein, so kann man hieraus die Werthe von 
y • 1^. aasgedrflckt durch ^ finden. Differenzirt man die Gleichungen 

(b) wieder nach u und v, und beachtet dabei, dass^, ^ im Allgemeinen 

von X und y abhängen, welche Grössen Funktionen von u und v sind, so 
erhält man (§. 19) : 

8»K _8^x Qx 8x e'i /6x8y 8xby\ 8*i8y8y 8» 8'x 8« 8»y 
eu eT~Öx» eu 8T'^bx öy V8u 8t 8T8uy ay»8tt»T 8x8u8t 8y8tt8T* 

8'i_8U/'ex>i* 8»» 8x8y 8*« /iy^* . ?« 51; . 

8 T»*~8p V.8v/ 8a 8y 8v 8 »"""ay* V8t/ 8a 8v» 8y 8t»' 

, , 8«a 8»a 8«a 8*7 8»y 8»y , . . 
woraus, nachdem j^,, j^, noch aus (a) gezogen 
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•iiid. die Warthe TOD ip. nTi cp^^iis* ti^' |p enegedTttckt, folgen. 
Wie mtn hier eq hSheren OrdnosgeD anfkteigeii kenot ist klar. 

II. Es kann sich ereignen, dass wenn z eine Funktion der zwei unab- 
hängig Veränderlichen x, y ist, man für die drei Veränderlichen x, y, z drei 
andere r, g?, einfuhren will, wobei dann (f, \p als neue unabhängige, r als 
abhängige Ver&nderliche angesehen werden mass. Gewöhnlich kennt man 
dann x, y, z als Fnoktioneii yon r, 9, im aUgemeinsteo Falle bfttte man 
swiseheo r, 9», V', x, j, s drei Gleichungen: 

ri(r,9,^,x,7,s) = 0, fa(r,9. «.yt«)=0, f, (r, s, y, s) = 0, (c) 
8 1 ds 

vermöge welcher ^ • » • * • • durch Difierentialqaoitenten too r nach 9 ond 

t/ß ansndrflcken sbd. Differenairt man Jede der drei Gjeichangen (0) nach 
yond^ wobei_ beachtet wird, dass r eine Funktion von 9» and tff, dessgieiehen 

X nad y, ond dass t-'^t ^ -^t ^ = r" st ^ «^1» erhlltman 

89 Oxet» ciy 8x 8<p 8y 8^ 

sechs Gleichaugen, von denen die zwei ersten sind: 

8fj8r 8f. 8f»8x 8f, 8y 8f, i^8z8x 



r V8x 8»» cy ( <pj * 



Ör89> cq> 8x8(? 8y8v 8 

er 8^^ ei»» 8x e»>» 8y e^r et v8i ei^»"^ 8y t^y ~ * 

ond die vier anderen hieraus erhalten werden, wenn man fj, für fj setzt. 
Durch diese sechs Gleichongeu drttcktmaflj^, J^. ^. SiH+ljfJ • 
^ ^ ^ ! ' !~ durch die Übrigen Grossen ans, nnd kann dann ans den beiden 

8xof>8y87 ^ ' 

letzten Werthen ||» || finden. In dem gewöhnlicheren Falle» da 
bestimmt man aonächst nachl^r. 1 |^ durch <uid bildet dann 

ox 07 Oy 0fr 

diese letsteren mmiittelbar ans der dritten Gleicfanng. 

Man sieht hierans leicht, wie man sich tu benehmen habe, wenn Fnnk-» 
tionen Ton mehr als swei Verinderlichen gegeben sind. Wir wollen daher 
an efadgen Beispielen das Vetfhhren erlftntem. 



I. In den Gleichungen 

solleD X und y durch die neuea unabhiuigig Verändorhohen r und « «netxt werden, 

wobei 
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Hieraus folgt: 

6z 8x__ . a» . 8y_ 8»x _ . a»X 

6r ofl> or 0« or* tirc» «•* 

tt. t. w., mithia 

ds dz dz . 8z dz. 8z 

8»z 6'z , „ 8'* . , 

8»1 8»z . ^ 8'« , , . , • 8« . 

— — — = — ^—ittumBCoiCi-i-t —-^ (cof'ca — «ti»'«») 4- r— ir«n« eo«« — r— #•!»• 
dr8« 6x* dxOy Öy* 8x 

8'« 8»« , . , o 8'« 1 . . Ö'x , , 8x öz . 

8«* 8x^ 8z8y 8y' 8z 8y 

DemuMh: 

8l 8l 8z n'n» 8i 8z . ^ Qt eotm 

,8*«. 8*« ,/8*z i}'z\ rbz 8z . >v i/^8'z 8»x>v 8z 

' V 8-;r« = ' U X» ^ b7J " ' U • " " V = ' Cöx » ^ eT' J " Tr- 

ALk» ist 

8i_ 8«_8£ 8x ei_ 8z 8»^ — ^ -L J_ ^ 

*8y ^8x~8«' '8i"^^8y~'er' 8 z»"^8 y»"~öt» »» Ö.*"^ f ö r ' 

d. h. die drai Gleiehuiij^ (e) lind: 

8s Ä 8s ^ e'x 1 b»x , 1 8« ^ 
8-^'"<^''8-7=^'8T'^7^W-^T8-r = ^* - ■ 



2) Man soll die GrOsse ^ 1 + (^^.) umfonnen, indem ftlr die 



un- 



abhängig Veränderlichea x, j die neuen 9, tp eintreten und als abh&ngig Veränder- 
liche r erscheint, wobei 

t cos 9 co$ ^> , j = teat9»inii/, z — tiin^». 

Hieritt 

8x 8r 8x 8r 

8y 8r . . . 8y Br . 

8z bt . 8x 8r . 
8*=8V*"'* 8"^=8-^'^^ + '*^''- 

DenaMli wegen 

8^ 9x99 ^Bp* 8^""8xet 8y8^' 



Digitized by Google 



IMiplato. 



269 



?1 
89»' 



Hienns: 

8r . /er . \ 
VC 9 y 

ay~ /-er . \ • ' 

woraus folgt: 

■ • Vr^p'-of 



V 



cos 9 



9 COM 9 — r #m 9 J 



3) Sej 11 diM Fnnktioii d«r drei Vcrlndsrliehea y, f und ann toll in dar 
GleteliaDg 

8'u 8'a . 8*u - 

8r'^8?-^B;5=^ . « 

die drei QnftbMngig VeitodeilidieB z, 7, s durch drei amie r, 9» ^ enetoen, weoii 

Mau hat hier ^^z=.co9^co9\^t —reinifeoti^, ^i^Ot ^^^^=-- «m<l^co«\^, 
^ *^ = — «oe<|i><AMf> IL e. w. Femer 

8« 8u 8i 8u ey 8u t)z ea &u 8a. 

80 8u8x 8a8y 808« 8a . 8a . . . 8a 

8»> cx 8»! pycgt. <1 z t^T) 8a 8y ^ 8b 

8u 8a8x c'ufiy ruri, , 8u 

8^ 8x81^ 8yö^ czov^ 8x 8y 

8*a_/'8*a8a 8'a 8y 8*a 81% /^ 8*a 8x 8*a 8y 8»a 8«^ 
8?" V.8 a» 8r ■*"8x8y 8 r"^ 8x8» B ry l.8a8f ar "^8 y» 8 r"*"8y 8i B r>f 

. 6»a ex 8»u «y 8»u8r>v . 8»a , , . 8*« 1 • j 
UTT. 8 r -^äiii 8. -^87» 8;>'^ = 8?^'''*^"^^^^ 

8*a . . .« 8»u , ^ ^ 8'u . „ . 
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e,»7 V8x» 8,."^exey 89. öxö« e^y'******* ^^?*^i>«Bt^ ^^^^^ 
-^87» 8^-^e7r»8-J'*^***"*-e?'*^^*^^"^l8T8^8l,-^ö7I^8,» 

8'a 8x>v Ba . 

„ 8'tt , . . ö'u , . 8a 

8x8l ***** **** "~ ^yäi' **^**^*~äi 

(u . 6 u . 

— — rc<Mynnf> — — r<M9, 

e"n /^8»a8x 8*a 8y 8»u 8«N 8u 8»n 8s 

8*a8y 8*u 8x\ 8u 

8p öi 87ö^ di> ^ - ' ♦ 

woraus leicht folgt : ■ • 

8»u A 8*a 1 8»n 2 80 1 ou_8*a 8'a S'tt 
8t» "'"r« 8^» r»«MV 8t»"*" t 8r r»^*8»~8«»'^85*"*'8««' 

so dMS die Gleichung (f) ist 

8*n 2 8a 1 8»n 1 8'u A iS^o « 
81»"*" r 8r f» 8»»*^fWt r^^^e»"^ 
bMMhtet, dMt 

8^ a B«_ J_ 8*(ra) 
8r» r »r"" r 8r* ' 

r "äT""*"!» 8t«''"r«€«»t8t» i»**8t"" 



r» 

**— -oH=r:b^=r:— 

8 ,8a>v 8 /"Bu , ^ 1 8*u _ 

8 ,8uN 8 r,. ^ 8q1 1 8»u . 

Unter dieser Form wurde lit von La|^e fehnuMkl» und iaiin deatlben den Abwi 
naa meUtens beotttst. 
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4) Sind X, y, z die drei rechtwinkligen Koordinaten eiiiM beDebig»!! PlmkiM 
im Räume ; x', y', z' die ebenfalls rechtwinkligen KoordiaAton denelbeil Poilktat 
ftr andeire Axen; u eine Funktion ron x, a, so ist 

/euN» /8u-\» /BoN» rbn\* 

t)'o ci^a e^u _ e*Q ö*u 

Man hat niimlich bekanntlich : 

X = -+- a, X' ^ l'i y' -H c, z', aj ' +- • -t a, ' — i , a, a, -f b, b, H~ c, = 0 , 

y — ajX' ^b.y'-t^c, i', bj ' ^ b, ' -t- b, ' = 1 , a, bj b, -f- c, =0, 

t = y -t- a, x' ^ bj y' -f-c, 1'. c^' -t- c,' -r c,*= 1". », a, -+- b, b, -t- c, C, = 0. 

Hithin 

Ba eu^ eu^ . 8a. 8o 8n . 8v ca 
8F 8i Fy 8i • 87' 8^ 8^ 8 « ^ « 

8»tt__ ,8*0 ,8»a ,8»u 8»o B'a 8«a 

87"»-'' äT»'*'*' by»"*"*« 8i''t^'»*»87e^'^'^*»^'drei^'*'»*'87l9^* 

8»a ^ ,8»a , , 8»n ^,8»«.«,, 8»u 8*a 8»n 

e7i = ^'8p-^b.»-, + b.'--. + 2b.b.— 4-2b,b, — 4-2b.b,— 

e»o ,8»a ,8»n , ^ ö'a „ 8*a . 8»a 

b ^ er» F? c V. ««« •« ftt; .x^ ^*«» öTöli' 

woraua die Richtigkeit der angegebenen ^tze ganz unmittelbar folgt. 

§. 70. 



Sollen die Sätze des §.53 aafFuDktionen mehrerer Veränderlichen aas- 
gedehnt werden, so unterliegt diess keinerlei Schwierigkeit. 

Ist f (x, y, z, . . .) eine Funktiou der unabhängig Veränderlichen x, y, z, 
. . . , und man will f(x H- h , y -h k, z -h 1 , . . .) nach Potenzen und Produkten 
der Grössen h, k, I, . . . entwickeln, so setze man h — «h', k — ak', l = aP, 
. . . und betrachte f (x a h', y -f- otk', z -h al', . . .) als Funktion von a, die 
etwa mit F (a) bezeichnet werden möge. — ^iucU Formel (öj iu §. 53 
liat man 

F(a)=r(o)H.yr(0)H-^r*(0)H-... + j^r-(0)+j^|-jr-*«(ö«). . 

worin F(0), F'(0), F'(0),... die Werthe von F(a), , 

för a = 0 bezeichnen. 

GemiUs §. 68. IV ist aber, wenn x + « V = z', y + ak' = y', : 
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SeUt mao hier a = 0; so gehen z', y\ z\ . in x, y , s, . . . über; eben so 
ffeht der Werth von in den von u. s. w. Ober,* and dai- 

selbe gilt von den böhero Differentialqnotienten. Htn hat also 

F'f(0)=(g^h'H-f^k'4-f,r + ..)"l(x,y,^..). 

nnd 

( 8 8 8 \"» 

indoni man sieb leicht überzeugen wird, dass diese Art Multiplikation ge- 
stattet ist. 

Demnach : 

(40) 

WO Q der Werth von 



* BUdai nso die beiden Gröuson 

ef(x'.y' .t%...) ef(». y.g....) 

cx' Px 

so laateo >ie dorcbAus gleich , Dor stehen x% y', . . . in der einen an der Stelle von x, y» • • • • 
in der andeni. Link man die in dem «nten entwickelten Aiudnieke a=0, d. h. a'sx, 

y'sy trerden, ao ami er geaan m dem «erden , «a* der svelte AusdnMk oanltlel* 

1»ar gibt. 

Man kann, am sich die Sache Tollkommnn klar ixx machen, an einem Beispiele die Rich- 
tigkeit dieser Behauptungen uumiuolhar anschauen. Sey B. f(x, y, r) — x'y'i", also 

f (x', y', z') = x' » y ' und sey in ' [.^^V'; ' ^ ■«» « = 0. Ei ist aber 

oy OS 

8y'8i' ' * • 8y8s * * 



Demaadi Irtftr a s 0 : 



8y'8i' 



Vit mieUlieb, idsatfnb nte ^ ^ 

8yda 
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ist, wenn man nach geschehener Differenzirnng für x, y, z, ... setzt: xH-0h, 
y + 9h, z + OI, -., und & zwischen 0 und 1 liegt. 

Setzt man io (40) i = y=:z = ... =0» and statt h, k, I, ... : z,y,z,..., 
so erhält man : 

( 8 8 8 ^ 

sr-x + r-y-T-r-i-H... ) f(x,y.*.--.) 
6 X Ö y b E yo 

■* r 2 ((Tx ^ aV si •••)!'<••»'••• • 

(41) 

1 h '8 8 
l...nv8x 87 61 yt 

WO der angehängte Zeiger 0 bedeutet , dass man in den vorkommenden 
Differentialqnotienten (nacb geschehener Differenzirnng) x=0, y=0, z=0, ... 
ZQ setzen habe, nnd wo Q' der Werth der Grösse 

(8 8 8 , 

ist, wenn*man in den Differentialqootienten f&r x, y, z . . . setzt Bx, @y, @z, . . . 
Es versteht sich von seihst, dass die Formeb (40) und (41) in ähnlicher 
Weise gebrancht werden können, wie die Theoreme von Taylor und Mac- 
Lanrin , doch wollen wir uns dabei nicht weiter aufhalten und nnr einer An- 
wendung der Formel (40) gedenken. 

Sind nämlich die Grossen h, k, 1, ... so kleine dMS man ihre höheren 
Potenzen und Produkte vernachlässigen kann,' so ist 

8 f ö f 6 f 

f (x-Hb. J + k, »4-1, . ..) = f(x, y,«, . . g-h + ^k-H — H- . . .. 

Diese Formel wird namentlich dann angewendet^ wenn man die kleinen Aende- 

niDgen von Grössen berechnen will, ^^e]che von mehreren anderen sich um wenige 
ändernden abhängen: wie z B ! t i Jor Berechnung' des Einflusses der Bcobachtungs- 
fehler auf die Resultate in der Trigonometrie (vergl. mein „Flandbuoh der ebenen 
und sphärischen Trigonometrie", erste Abthciluag, 9. Abschnitt, /.weite Abtheilnng« 
7. Abschnitt). Die dortigen Formeln sind ganz naeh dm Obigen gebildet. Ans 

c = a cot B b eo» Ä 

folgt, wenn a, b, A , B um z/a, Jb, JA, JB zunehmen, und man diese Grössen 
klein genug annimmt, um ihre Produkte. SU nmaehllssigea, da 

g^=eo.B. g|; = ««A. ^^=-a*mB, ^ = -.b«i.A« 

e H- ^ c s= a CM B + b 00f A -f* CM B Ja -t- CM A Jb — a «A» B^B — b <fe A^A , 
Je s «M B Ja H- CM AJb fl «fo B JB — b «6» A Ja. 

(Das Weitere sehe man in dem angeführten Buche.) 
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§. 71. 

Anwoodm^ uf mibMiiiiiiDt« F«nn. 
Eine weitere AnweDdong der obigeo Formeln kann, Ähnlich wie m §.66 

IV, bei den Formen — für Funktionen mehrerer Veränderlichen vorkommen. 
Seyen Dämlich f(x,y),F(x,y) Funktionen von x, y, die für x^a, y=b zn 
Noll werden, so wird in dieiem Falle zn Setst man nnn sonächst 

F (x, y) .0 

zsa + h, y = b4-k, sowird • 

tif, {f. 8»f 8«f 9U , 

f(x,y) f(a-^ h.b + k) ^^^'^^-^t^^'-^cy^'^ Tx o y^'' ^ yM . 2 " " " 



F(«,y) F(aH-im»-f.k) tv IV c'K Ir g'F e'F k» 

F(a.b)H-^h + ^yk^— hk + — , — 4-... 

wenn man in den Diflferentialquotienten ftlr x und y Mtzt a nnd b. Da hier 
f(a,b) = 0, F(a, b) = 0, so fallen in Zähler und Nenner die ersten Glieder 
weg. In dem Bleibenden hat man dann h, k gleich Null zu setzen; man 

sioht jedoch, dass, ohne zwischen h and k eine Beziehunf; festzustellen, hier 
gar Nichts zu entscheiden ist. Sey also k = ah, so kann man dann Zähler 
nnd I^enner durch h dividiren, und wenn man nunmehr h = 0 setzt, so ist : 

f (>. b) _ei "^"ey 

F(»,b)^<3F. oF 

wo in den Differentialquotienten x = a, y = b gesetzt werden muss. Ist nic ht 
6 f 8 F 

= 0> ^ = 0 , so bleibt wegen des willkürlichen a diese Grösse immer noch 

8 f 8 F 

tmbestinimt; bestimmt wird sie aber aoeh» wenn „ = 0,^ = 0. WAren die 

' c y c y 

vier Differentialquoticnten erster Ordnung 0, so müsste mau zu denen der 
zweiten Ordnung gehen und hätte : 

f (a, b) _ e ««^*8«ey *^8 y'* 

i'<*.«^ö2F ilF^ b^F^/ 
e«»^ ax8y ^dy» 

0. a. w. Wie man bei mehr als swei Verftnderlichen TerOhit, ist hieraoa 
■dion klar. 

1) Z. B. die GhrSsw 

xH-2y— 3 

Wird ßrx=l.y=I. Hier irt ^ = - . ^^^r--. — = 1. p- =2; flirx = l, 

y = 1 sind diese Grössen 1, — 1, 1, 2, so dass der Werth des obigen Bruches = 

1-« . 
1 + 2« 
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* - 

min a gwu wiUkIrlieh isfe. Da diese letetore Gtöm« Ittr a=l Null ist , fflr 
' «= — ^ unendlich gro««, so kaoo also ^^^^^3 für x= I, y = l aUo mög- 
lichen Wertbe haben. 

2) DerBnicli^^, wird |- ttr x = 0, j = Oj Ar diese Wertho i»t ~ = 0. 

(nr=«' 87=^®* e7.=2. 5^=2, 1^=2, |J;=2. 

3, 0y = O, SO dass der Werth de« Bruches gleich 

24-4a4-2«* (iH-a)' 
24-2«« ~l+a'' • 

Diese Grosse kann offenbar nie negativ werden; ihr kleinster Werth ist 0 für 
"~ * 5 »fcW etwaigen ^rOssten Werth «tiaden» setze man ihren Diflerential- 
quetienten naeli a gleieli Nnll, and hat: 

0 -4-a) (1 -h«»)-«(l-|-«)«=o, U Ii. 1 + a=0 oder H-««-a(l + «) =0. 
a-M=:0gi1»ta= — 1« das Hiainiitin ; 1 H-«' — a(I + a) = 0 gibt 1 — « = 0. 

2* (x-f- v)* 

a— l, also daä Maximum, das mithin -g- = 2 ist» so dass^X;;^^^ fUr X = 0, y=0 

nicht anter 0 and nicht über 2 seyn ka nn. 

3) DerBmeh — wd an -j- «r x = y. Aber = c<w x , r-= - <r<wy, 

SWX — a<ro#x CMZ(I — a) * 

4) Der Brnsh 

4x*H-3y4-z — 1 . 
^ ' *A»x-h<yyH-l<s) 

wird ^lllrx=:0. 7=0. a=l. Für diese Weriiie ist |^=0, ^=3, |^ = 1, 

0"^*^*«^ — 1» 1 , also der Hr lieh gleich 

• 3a + ,i_ 

WO « und ^ ganx wiiftariiaii sind. 



5) Endlieh wird die Grtfsse 

ees*(«H-y) — co<*» 
(a+y)«-!» 

0*» 7 = ». z = 2x. Hier ist g^=— 2co«2x«»»2x,^= ~ 2co*2x*i»2x, 

|J==2cos2xs*a2x, ||s=2.2x,|y=:2.2x,|| = --2.2x, also der Wertli des 
Bmdies: 



— «<>«2 Zfin 2 X — « (OS 2 X 2 X -f- 



jgw2x<<i»2x se»2x«<a2x 14-«— i> 
= — z • - . r » 



2a-|-2az>-8/9s ~~ Sz 'l+a — ^ 

ro.«2x«m2x tin\x 



so^ dass derselbe für x = ^, z~2x ist: 



2z ~ 4x • 
18 • 
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If aslAa und IßBioMl 



§■ »2- 

Maxfana und Minima Ar FnnkUonen nabrarar VarlndariidMn. 

I. Scy f (x, y, z, . . .) eine Funktion der unabhängig Veränderlichen x, y, 
2, . . . , 80 sagen wir, dieselbe erlange für x = a, y b, z — c,.. einen gross- 
ten Werth, wenn f (a, b, c, . . .) grösser ist als die Werthe von f (x, y, z, . . .), 
worin x, y, z, ... nur wenig verschieden sind von a, b, c, dagegen wird 
f (a, b, c, . . .) ein kleinster Werth seyn, wenn diese Grösse kleiner ist, sIs die 
so eben angegebeoeo Wertbe (§. 24).. Um non die Wertbe a, b, c, . .. sa er- 
halten, sej im Allgemeiiien z=aH-ao, y=bH-/7n, 2=cH-)riif..t a, 
ßtYf* willkQrltcbe Konstanten sind, a aber sich Andern kalin. Nach un- 
serer ErklAnmg ist nnn die Grösse 

f(a-f-av, h+fin» c-l-yu,...) 

ein Maadmnm oder Minimum, wenn n = 0 ist. Setzt man cor Abkürzung 

f(a-|-an, h-hfln, c-f-yn, . . .) — F(u), 
80 erlangt also F (u) für u'=::0 einen grössten oder kleinsten Werth. Daraus 
folgt (§. 24), dass F' (u) für u — 0 Null seyn muss, d. h. dass F'(0) — 0 ist. 
Ist dann F"(0) > 0, so hat F(u) einen kleinsten Werth erreicht; ist F"(0) 
< 0, einen grüssten; wäre F" (0) = 0, so müsste auch F'" (0) - 0 seyn, 
und das Zeichen von F^(Oj würde angeben, ob man ein Maximum oder Mi- 
nimum hätte, u. 8. w. 

^'UJ1 ist (§. 68, IV) allgemein 

wo man für a ^ « u , h + ßu, c -4- y u , ... wieder x , y , z , . . . gesetzt hat. 
Setzt man hier u =^ 0, so beisst diess fUr x, y, z, ... setzen a, b, c, . • . 
Baraas folgt zunächst 

nnd da Ar n^O, d. h* z=:a, y = b, s = c,... diese Grösse Noll seyn 
mnss, was auch immer die ganz willkfirlichen Grössen a, y, . . . sind, so 
wird diess nnr dadoreh geschehen können, dass Jedes Glied fikr sich Noll ut, 
d. h. dass man hat: * 



* El llMt doh dIeM Bebaaptang . die wohl an and fOr sieb klar ist , übrigens leicht 

8 f 

f Crmlich erveisen. — Sagt man etwa, r— müsse nicht Null seyn, so lasse man die (wilikür- 

«7 

8 f 

Uahan) GiSimmi sc. y* . . . Nvll ««idan, nnr ß niekl. Abdaan iit i^ß—^ wai andi Jalat 

ey 

8f 

noch für a = 0 Null seyn ; da aber ß nicht Knll ist , so ma is t- = 0 seyn u. s. w. 

Dabei ist tn bo it! t'^n, dass man ineint, es müssen in den Gleichungen (a) x, y, s, , . . 
(lorcb a, b. r, . . . ersetzt werden, d. h. data di« ans (a) bestimmten Werthe von z, y, a, . . . 
eben die Grossen «i b, c. . . . seyen. 
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bf ^ öf • 8f ^ 

~ = 0, g^=0. ^=0. (a) 

liestimmL mau nun aus diesen Gleichungen x, y, 2, so werden die 
Bo erhaltenen Werthe, io f (x, y, z, ..*.) gesetzt» letztere Grösse zu einem 
MaxiiDQiD oder MiDimam maohen könoen , d. h. die Wertlie a, b, c, . . . seyo, 
die man oben gemeint hat. Ob diese der Fall ist, und welches der beiden 
eintritt, entscheidet das Zeichen von F" (0). Ist nftmlich bei gans l>eliebigen 
«, ^, jr, . . . die Grösse 



in der man z = a, 7=b, z = c,..., wie diese GrOssen «ans (a) folgen, 
gesetzt hat, positiv, so ist f(a, b, e, . • .) ein IGnimom; ist sie negativ, so ist 
f(a, b, c, ...) ein Maximum. Wie man diese so eben allgemein ausge- 
sprochene Be(Ungnng nfther fassen liann, wollen wir nnn an besonderen F&Uen 
zeigen. 

Fan cveler T«raiid«tteli«B. 

H. Seyen znnadist nur zwei unabhängig Veränderliche x, y vorhanden 
und a, b ein zusammengehöriges Werthepaar für x, y, gezogen aus den Glei- 

chnngen ^ = 0, = 0. Die zo nntersnehende Grösse (b) ist hier 

ex« ^8x87 '^^87»*^* 

die wenn x = a, 7 = b gesetzt wird, za 

werde, worm also A, B, C dle^^erthe von -^^p" f ^^^j * -|yr-tnrx— a, 
y =: b sind. Da nnn identisch, wenn ß=^ma: 

und, wenn f (a, b) ein Mazimnm oder ein Bfinimnm seyn soll, diese Grösse 
immer dasselbe Zeichen haben mass, was anch a nnd ß, öderer und m seyen, 

60 muss auch, was in sey, die Grösse - ^' qi^ ^ immer dasselbe 

Zeichen haben, da C sicher immer dasselbe Zeichen beibehält, was auch 

a sey. 'Soll aber (m-h ^ für alle m von demselben Zeichen 



• SelbttTentlndlich erhftlt man diese GrOssc auch ohne Anwendung de« SatMi in 

<i*F(n) 8*f 8»f ^ , ö'f . 

§. es* IV dnroh unmittelbare Differentinng, da = J^*^ -^^JT^j " 8y» ^ *. 

DitMlto BMBeifaiog iHt sach fttr den FsUia m. 
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seyn, so mnst nothwendig B' — AC negativ eeyn. Denn wäre B' — AC po- 
altiv , also — aneb positiv, so mache man m nur = — , also ( ™ + ) 

= 0, und obige Grösse wird = :r^|^ — , also negativ; macht man dagegen 

m-f-— J > — sey, 80 fällt jene GrOsse positiv 
aus, bat also ein anderes Vorzeicheu als vorhin. Ist dagegen B'— AC-CO, 

80 ist ^1 — positiv, also I BiH-jp l ^y— immer positiv, was aneb 

m sey. FOr den Fall, dass AC 0, wäre die nämliche OrOsse = 

(B * B 
ro-»-— J , also für alle m positiv, ausser riirra^: — — , wo sie Null wäre. 

in diesem Falle hätte man eine weitere Untersuchung nothig, wie wir so- 
gleich sehen werden , nachdem wir im Augenblicke diesen Fall werden aus> 
SQSchliesscn haben. 

Es tolgt nun aus dem Vorstehenden, dass f (a, b) weder ein Maximum 
noch ein Minimum seyn kann, wenn B' — AC positiv ist. Ist dagegen 
B^ — AC<0, so wird man ein Maximum haben, wenn C<0, da dann 

a*c l^^m-i--^^ — - ^»'^^j immer negativ ist; ein Minimum dagegen, wenn 

C> 0. Da jetzt B* — AC < 0 , also B* < AC , nnd B' sieber positiv ist, 
so mflssen nothwendig A «nd C dasselbe Zeichen haben, also beide positiv, 
oder beide negativ seyn. Ist diess nicht der Fall, so hat man weder Maxi- 
mum noch Minimnm. Eben so kann jetzt keine der GMssen A odert/ l^nil 
seyn, da sonst B' — AC = B', also positiv wäre. 

'FOr den Fall nnn endlich, dass B'— AC = 0 wäre, wflrde zwar 

m-+--^J — c» J '^"'^ dasselbe Zeichen haben, wie C, also 

dieselbe Bogel, wie so eben fttr B' — AC < 0 gelten, ausser flir m = — • 

wo obige GrOsso 0 wfirde, und man nicht wissen kann, ob diese Grosse po- 
sitiv oder negativ ist In diesem Falle hätte man in 

zu setzen jS = m a = — — o, x = a, y = b, und es müsste dieselbe 0 werden, 

wenn man ein Maximum oder Minimnm haben soUte. Würde flir dieselben 
Werthe dann 

positiv, so hätte man wirfclidi ein Minimum, wenn auch C> 0, würde diese 
Grosse negativ, so hätte msu ein Maximum, wenn auch C < 0. 

Im Allgemeinen, wird man jedoch in diesem Falle besser thuu , auf 
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andertnir Wege eicb die Gewisalieit la venebalfeii, ob ein Maxhumn oder ein 
Mioimam yoriiaaden^ey oder oicht 

" # 

FiU drei« VcitndertielMii. 

III. Gesetzt zweitens mao habe drei Ver&aderliche z, y, z, aod seyen 

a, b, e die aa eioander gehörigen Werthe denelben, wie sie ans |- = 0, 

^ ( b f 

^ = 0, ^ = 0 folgen. Die Grösse (b), nämlich 
werde zo 

Aa» + 2Bo,^-f-C^»-h2Da-/ + 2E<*y-HFy», (c) 

wenn man Tür x, y, z die Werthe a, b, c einsetzt. Man setze nun ß—ma, 

y — na, 80 ist diese Grösse (c) gleich 

«»[A4-2Bm4-Cm»4-2D«+2EmttH-Fii»J=ra»[ii'H-2(^5^22±i?)nH-S^^ 

_ ^rr ^Em-f-D\' /•E^n-^D^^ Cm»H-2Bin-i- A I ^ ,r/^ EnH- 

P J 

Em-+-D\* E»-Crr , „(ED-BF) D*-AF1| 

Em-hD\* E'— CFr/- . ED-BF \= / ED BF D'-AFli 

T ' IV"-^— F—j K"-^ E^CF J C CF ) E^-CfJ} 

-^(/ Em-f-DA* E'-CFf/- , ED— BF\= (ED-Br)Mn'-AF> (t^-CFH» 

Da nun nr'F sicher immer sein Zeichen beibehält, so nitiss auch die in 
den#Clanimern befind liclie Grösse immer dasselbe Zeichen haben, was auch 
lu und n seyen. Dazu ist, wie in II, nothwendig, dass 

E'-CF rr FD - BF>v»_ (ED—BF)' — (D* — AF) (E»— CF)- ! 
F» Lv' E» — CF^ (E'-CF)» . J 

immer negativ sey , was anch m aey , so dass die hier in den Klammem be- 
findliche Grösse fUr alle m immer dasselbe Zeichen haben mtiss , nnd zwar 
das positive, da nothwendig (wie in II), wenn sie dasselbe Zeiclien haben 
soll, (ED -BF)' - (D'~AF)(E' CF)<0, also die eingeklammerte 
Grösse positiv seyn wird. Mithin niuss E'— (iF<0 seyn, und es hat dann 
endlich die Grösse (c) dasselbe Zeichen, wie F. Daraus folgt nun, dass 
wenn ein Maximum oder Minimum vorhanden seyn soll, nothwendig 
E»— CF<0, (ED — BF)'-(Ü'- AF)(E*— CF)<n 

seyn muss; ist dann F < 0, so hat man ein Maxiraum; ist dagegen F > 0, 
ein Minimum. Da £' < CF, so haben C und F dasselbe Zeichen; da weiter 
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(ED- BF)' < (D» - AF) (E*- CF), so haben auch D'-AF und E'-CF 
dasselbe Zeichen, d. h. es ist D*— AF < 0 , so dass aabh A und F dasselbe 
Zeichen haben. Ffir den Fall des Maximoms oder Mininrams.baben also A, 
C, F dasselbe Zeichen, ferner ist £'—CP < 0, D*— AF < 0 nnd (ED— BF)* 
— (D' — AF) (E' — CP) < 0. Fallt eine der eben negativ voransgesetsten 
Grossen positiv aus, so hat man weder Maximum noch Minimum; f&llt eine 
oder die andere gleich Null aus , so muss man sich durch besondere Unter- 
sacbong versichern, welcher Fall hier eintrete. 

Man ersieht aus dem Yorstebenden schon, in welcher Weise die Unter- 
snchnng fortgef&hrt werden küut, ohne dass wir die nothwendig weitliollgeB 
Formeln hersetien. 

§.73. 

Balatite Hufia» imd H infma. 

Gesetzt x, , x^,..., x„ seyen n Veränderliche undF(X|, x,,..., x„) eine 
Fuulitiou derselben; zugleich bestehen aber zwischen den n Veränderlichen 
noch die r Gleichungen : 

»i (»i . . • • • . 0, 

• 

1^(xi. I, , x„) --0, 

WO r " n, und wo es ferner nicht gerade erforderlich ist, dass in jeder der 
Gleichungen (a) alle n Veränderlrcheu vorkommen, nur sollen sich diesa 
Gleichungen nicht widersprechen , und auch nicht der Art seyn , dass einige 
der Veränderlichen aus ihaou bestimmt werden können, da in diesem Kalle 
diese Veränderlichen bestimmte Werths hätten, also nicht mehr veränderlich 
wären. Man soll nun die Werthe von X| , x,, . . . , x^ bestimmen , so ^a«s 
F (X( , . . . , x„> ein Mazimom oder Minimnm wird. 

Der zunächst sich darbietende Weg scheint hier zu seyn, vermöge der 
Gleichongen (a) r der Veränderlichen dnrch die n-^r Qbrigen anssudr&cken, 
ihre Werthe in F(z, , . . . , x.) zo setzen, nnd dann diese Fonktion von n~r 
unabhängig Veränderlichen nach §. 72 zo behaodeku Bieter Weg ist aber 
nicht immer der kürzeste, noch der bequemste, nnd wir wollen desshalb den 
folgenden einschlagen. 

Seyen vermdge der Gleicjinngen (a) die Grössen , x, , . . . , x, als Fnnk-. 
tionen der unabhängig bleibenden x,4.i , z,^t,..., x. betrachtet, alsoF(zt« 
z,,...,x.) eme Funktion dieser unabhängig Veränderlichen und der davon 
abhängenden , . . . , x„ so werden nach §. 72, 1 die Diiforentialqnotienten von - 
F (xi , . , x„) nach sämmtlichen unabhängig Veränderlichen Null zu setzen 
seyn. Beachtet man dabei, dass x« , . . x^ Funktionen jener sind, so erhält 
inan (§. 16): 
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er 8x, 8F 8x, i^F rxr ÖF' • 

— r— ^'f-,-- r-— -H....-f- , ^ h;^ ==0, 

fax, t*«,^! X, dx, + i CXt bXr+l t 'tr+l 

• t' F i X. b K b X, 8 F 8 Xr et' 

bXj ÖXr+» tJX, bx,+« bX, bXr^i ÖXr+t * ) (b) 

8F öx, dF 6», er 8x, er _ 

9x, 8s. ■*"8«; 8j[. 81, 8i. 9u 
Die hier vorkommenden DiffereotialqaoUeDten • • |~ » • 

8 X 8 X * 

— r-^ sind ans den Gleichangen (a) zu entwickeln, indem, man Jede 

uach x,^, , . . . , x„ dillereozirt (;^. (iö). 

Dadurch erhält man : 

8»! , 8yi 8«t.. 4 ef>t 8ir ^»t 
8x. 8xr+, 8x, bx,^.| 8x, 8xiVi 8^^M * 

öx^öx,^, öx, 8x.+t öl, 8x,+« öx,.,.i ' ) {cj 

* 

»t, 8x. ■*"8i,'8Z" iBi7 8^r'*'"ä^r~ * 



8st8s,+i 8x,8zr4-i ' ** ds, 8xt^i axM-i * 
8xt 8sb 8x, 8i. ""^axr. 81."^ 8x. " * 



8j^ l^L^j ^fr ^ ^ _^ 8Xr ^ 8 

8zi ÖJ«^i öS, tixv^i "" 8x« 8zf>t 8xv^i 



"1 



(C) 



8Zt 8'« L Xj t)X„ 8Zr 8Zn 8Xb 

Diese Gleichuogeo siud der Anzahl nach r(u — r), eben 80 viele als zu 
bestimmende Differentialqnotienten, so dass die letzteren aus denselben ge- 
oan bestimmt werden lutnnten. Statt aber die Bestimmnng derselben an- 
mittelbar voiznnehmen, wollen wir znnllehet jede der Gleichangen (cj mit 
einer noch unbestimmten konstanten Grösse k| mnltipliziren; eben so jede 
der Gleichangen (c^) mit k,,...., jede der Gleichangen (c,) mit k,. Von 
den nnomebr erhaltenen Gieichangssystemen (ct), (c,),. . ... , (c,) wollen wir 
die erate- Gleichang jedes Systems zur ersten (b), die zweite jedes Systems 
cur zweiten (b),..., die letzte jedes Systems zur letzten in (b) adduren, 

6 X 

dabei natürlich die Glieder, welche dieselben DUforentialqaotiiuiten -^-^ .... 

haben, zusaiumeuziehen, und uuu annehmen, , k,,..., k, werden so be- 
stimmt, dass 
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■ 
■ 

AlidAon gibt die aogedeotete Addition ganz imiDittelb«r» dafs 

Blr^l ^8l»*t '»»r+l Clr+I 

a ^ »t n" • "T" »« ä r + S l 

831,+t ^8le+t *bt,+t 8»r+t ) («} 

8F . 8», 8*1, 8»r _n 

seyn mass. — Die Gleichungen (d), (e), nebst (a), die der Anzahl nach nH-r 
sind, nicheo «ir BesUmmoog der d + r Unbekanoten x, , . . . , x., , . . . , k, 
'S ToUkonimen hin, so daas man dieselben dazu benütaeo wird. ^ Beachtet man, 
daaa die Gleiehongeo (d) and (e) oichta Anderes aind .ab die partiellen 
DilFerentialqaotienten der Grösse « 

F + 4j H- k, ^ 4- . . . + k, 
nach den Grossen x, , ,«.., x„, die man als von einander onabhängig an- 
sehen würde, so kann man folgende bequeme Regel aafetellen : „Ist 
F (.X( , . . . , x„) eine Funktion der n Veränderlichen Xi i • • x., die ein Maxi- 
mum oder Minimum werden soll, nnd bestehen zwischen diesen Veränder- 
lichen noch die r Gleichun^'on (a), so addire man zu V (x, , . . . , x„) die ersten 
Seiten der Gleichungen (a), nachdem jede mit einer Konstanten k|, k,»..*« 
k, moltiplizirt worden. Von der so erhalteueu Grösse 

F -I- k, v>j k; fi, . . . " kr 7", 
setze man die partiellen Ditferentialquotieuten nach x^ , Xj , . . . x„, wobei jede 
dieser Grössen als unabhängig angesehen wird, Null, und erhält, nebst (a) 
die znr BestimmoDg der Unbekannten nöthigen Gleichongen.** * 

Man erhält nämlich hie(hirch die Glcicliuugen (d) und (e). Einige Bei- 
spiele mügen das in §. 72 und 73 Gesagte erläutern. 

§. 74. 
Beiipiel« tu H. 72 and 78. 

I. ünter allen ebenen. Dreieeken « «eiche denselben Dmfhng a haben, das an 
toehen, walobes die mOgli^ grOsste Fliehe u hat. 



* KttaederOfetseakdaff ObrigentsOaarfUIeo. 
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beyca x, j, a — x — y die drei Seiten, so ist bekanntlich 
«•=1 »(»-2») (•-2y) (2x+2y-»). 
Wo» 

•o dMi> dft tt, al4o auda — am lC«xiiiniiii teyn mII, maii 

T=(«— 2x)(«— 2y)(2sH-2y — •) 
•to HAzimam m tvlseii bftft. HiecMu folgt: 

~=~2(»-a7)(2ji4-2y-»)4-2(»-2«)(%-2y>, - 
0 » 

il=:-2(»-2x)(2n-2y-») + 2(»-2»)(a-2y). 
»y 

|p=-8(a-2y). -i-4(2x-f.2y-a;-4(ir-2y)-4(i-2x). 
Also muss seyn 

— (a-2y)(2x-+-2y — a)-|-(a-2?)(a-2y) = 0, (a-2y)(4x-H2y-2a) = 0. 

-(a-2x)(2xH-2y-a)H-(» — 2x)(» — 2y) = 0, (a — 2x>(2x + 4y — 2a) = 0, 
und d» nieht x == i a oder y = } a seyn kann : 

4x-}-8y — 2a=0, 2xH-4y— 2a=0, x=:y=|a, a— x— y=|a, 
d. h. da« Dr^fidk iai gl«ialweittff_Fflr dieM Warth« ut 



_8a 8*T 4a 8i!_p__8a 

8x'~ 3'8x8y*~"~ 8 * 8y»~~ 8* 

I6a* 64a* 48a' 
aUo B»— AC = -g ^ =s g-, d. h. B*— AC<0, und da A und C aega- 

iir, so hat mau wirklich ein Maximum (§. 72, II), 

II. Das rechtwinklige Farallelaptped rom Inkalia a m'indaB, dai dia Uaiuta 

Ob«räächc u hat. 

Drei an einander steMande Kanten icgneB z, j, ta ist 

in = xy4- 1 » 

' y X 

also 

•o daM das Faiallalapipad'at& Wlli&l ist. Hier ist 

«8x»~x*^*'*ax«y~*"dy»~'** V8x«y>^ ex'ey«"^"' eT*-^"* 
alao kat man ein liinimam. 

HI. Dia kOrsatte adar liogate Garada xwiaeken iwei Kurraa in einer Kbaae 



Sejan x, 7 die Kaerdinaten des Endjpnnktei dieaar Geraden Ar dia eitte, ft, a 
IHr die «weit« Kurve, lo ist y «iae Ftoktioa m x «igen der Okfiefaung der ertteii 
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Kurve; {i eine Funktion Tou a wegen der der nraiten Kurte, ferner i«t da$ 
Quadrat der EDtfernung 

(x — o) ' -h (jr — = u = Max. oder Min. 

Hier iit 

worin dw DiAventialqiiotieiiteii ani den Gleiehnngen d«r iwei Karren m siehe» lind. 
' Ana den Gleiohiuigen de« Ifaxinrant oder Minimiims 

oa 08 

nebst' jenen Kvrrengleiehnngen aiebt nui die Werthe Ton z, y, o, /3, beetiauni alm» 
die Gerade vollttlfndig. Soll ein Maximum oder ein Minimnm Torfannden aejn, eo 
muM filr die gelbndenen Werthe : 

[-a^a"-[-Ci)'-<'-«:a[-a£)-<'-^>:^<». • 

seyn. Aus den Gleichungen (») folgt leicht, dass der Punkt (a, ß) in der im Punkte 
(x, y) an die erste Kurve errichteten Normale liegt; eben so der j[^unkt (x , y) 
in der im Punkte (a, j^) an die zweite gezogenen Normale, so dass also du- kiir/i-ste 
oder längste Ueradu, wenn sie vorbanden ist, auf beiden Kurveu senkrecht steht. 

IV. AuH vier gegebenen Seiten a, b, d Soll dm mOgUcb 

grösste Viereck (Fig. 41 ) gebildet werden. 

Sey X der Winkel , den die Seiten a und h, y der, den c und d 
mit einander machen , so muM in den beiden Dreiecken, in denen p 
(Diagonale) vorkommt: 

a'H-b*— 2»b«o*x = o*H-d*--2cdwty 

seyn wird. FofBor ist der FMebeninhalt des Vierecks 

|ab«MisH-|flLd«lN7, 

welohe OrOsse ein Maximum sejn muss. Gemis §. 73 hat man nun die Diftrential- 
qootwnten nach y und x Ton 

J a b <fa X + J e d ri» y + k (a* 4- b« — s» — d» — 2 a b X + 2 c d set y)' 

Null SU setien, d. h. man hat : 

|abeMx+2kab#MX=:0, |ed«p«y>-2kedi^y«0. 




so dass also 



Hieraus : 

d. h. 



k*- '"'^ .Jec«y+-^^^^=0. «oxsoiy + s^sisÄiy«©, 
4«tnx * 2«nx 



«m(s+y)«0, x + yss*. 
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da nicht z -4-7=0 oder 2 jr Myn kann. Alio y=ir — x und cosy = — eosx, nuühin 

n>_^b' c* — d* 

»•+b'— 2»b«itx = e*-»-d*H-2ed«ofi, «otx = — ^ - » 

2 (c d -h a b) 

welche Gleichung x bestimmt ; y ist dann = if -~z. (Dm dfts Viereok kann, wegen 

X-4-y = 7r, ein Kreis beschrieben werden.) 

V. Man soll einen abgokiirzten Kegel bilden so, dass Hör obere Halbmesser 
= m mal dem UDteren, seine OberÜäche gegeben — a und sein Inhalt der möglieli 

grüsste !>ey. 

Sey X der untere Halbmesser, y die Höhe, salist mx der obere und also die 
Oberfläche 

a =r jt« « 4- m» «» « J (2 « X -4- 2« ir«) Vy*H-<« — Bix)«, 

a — «[(1 -Mn')x' + (1 -i-m)xVy' + (m^iyi^. 

Der Inhalt ist Jff j(x' -h mx'-f-m'x^) — inyx^ (1 -f-m-i-m'), und diese Grösse 
iit ein MMimna, wenn jx* et ut. Alto hat man die Dilferentialquotienten Ton 

yx* + k«[(H-m»)i*4-(l+ni)x Yj*-h{l—myx* — 

naeh x und j Null sn tetscm. Daraut 

2xy-i-2kg(l +ni';x-f-k«(l-t-in)Vy»4-(l-mrxM-— =0, 

Vy'H-0 -»)•»• 

kna-^m)xy _^ 

Vj'h-(i 

Bieraut folgt 

. , «Vy'-^a-m)*»' 

(l+ni)y 
in die er»ite Gleichung eintetxt:- 



»(l+m»)x Vy»-Kl-m)'x' y« + (I-a)»x* x*(I~m)» _^^^ 

1-l-m * y 7 7* 

d. b. 

2(l4-m)y'— 2(l4-m')x\^y'+(l — m)'x'— ly*-f-(l-in)=x-J(l-^m} x-(l-m)'(H-ni)=0|, 
(l-*-m)[y'-2(l-n»>»x'J-2(H-m»)x Vy'H-(T- m) ' x » = 0 . ^ 

oder wenn auu dueh x' ditidirt und (^^^ telst: 

(1 4- m) [r — 2 (1 — m)»J = 2 (1 4- m') V« + (1 - m)'. 
woraus durcli Quadrirung: 

(H-m)»[«'— 4 (1— in)'*-+^4(l m)*j 4(1 -^m')»[I-^(l -m)'], 

.«^J/l -.11 ■ (i-Hn ri, _4(i 4-m»)'( l-in)»-4(l- m)*a-hm)« 

• *'(H^» O+m)* • 
= (T^ "ip ClH- »• ± Vm«(l-mr + 0+mW 
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y* y 
Dft s =: so Üodet i!eb hieraus — , also y in x Mi^edrllekt, und dann ergibt 

sich aus der Gleichung a — rr [( 1 -» iii •) -f- (1 -f- ni)x Vv' -f- (I — m)' x'] selbst x. 

H- m\ so gilt nur das obere Zeichen ; ist also 

ri^ V'(n-»*-»-V(i+»')<n-^i^] = A. 

1 -f ID 

•o ist . 

fssjix, X = V — , . , 

? «n •4- ai)VX>+(l-n)>] 

Formel folgt lüerMuA==2» j = 2x, z= (rergL |.25, XI). Für 
msO hni man eiiiMi roUstäadigen Kegal und' es ist A = 2y2, 7=2V2z, 

7L Eine 2SBfeanie soll eine bestlnnnte Ifeqge Wasser aalhehraen jkOnneii nnd 
in der Fonn eines rechtwinkligen Parallelepipeds beigeatoUt werden so, dass die 
innere Verkleidoag mOgliolut Jdein ansfiüle. 

Also isC^ irenn z, j, a die drei an einander skossenden Kanten sind: 

xys— asO» X7-H2xs4-27K = lllniiMUB. 
Danins wie frfllier: 
y+8t-l-kyts=!0, s4-2s + kxs=0« 2s-^8yf-kzy sO, xysss«. 

Man zieht hieraus : 

y — x-i-kx(y — x> = 0, (y — x) (l-i-ki) = 0, 

1 

alsoyszoderl+kasO; imletatetenFalleks — j-h2s^jsz0, 2s = 0. 
was wunöglieli ist; also 7=: x, dann 

4x+kx» = 0, k = . x-l-2x-4i=0, * = — xi V = ». x==V^2a. y=V^2a. 

X 2 a 

VII. AB sey Trennaogsfläche zweier Riune, in denen ein (Licht-) Körper 
•ich mit ungleicher Geschwindigkeit bewegt, im Räume AEB nämlich mit 

der Geschwindigkeit , in AFB mit v, (beide 
konstant). Welchen Weg mnss dieser Körper 
einschlagen , um in der k&rzeaten Zeit von C 
nach D zu gelangen? 

Sicher wird er in jedem der zwei Ränme 
-gl — * in gerader Linie sich bewegen, also etwa den 
Weg COD einhalten, und AB in 0 treffen. 
Mau fülle von C und D auf AB die Senkrechten 
CG, DH und sey CG ^ a, DH = b, GH=c, 
GO = x, OH^y, 80 ist 
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•o daas (§. 20. VII) 

wtiirend z + y e ist DemDach hat mao 
nach X und y za dUFerenziren n. s. w., wodnrch man erhält: 



Ist EF äenkrecht aut Aü, COE — a, FOD — ^, so ist »ina — 



gmß=z7=^=i lodasaalao 
aeyn miua. (Gesetz der LiehtbrecbaDg.) 



Vi* 



Allgemeiner Zusats, die Rechnung mit unendlieh kleinen 

Qröflsen betreffend. 

§. 76. 

OHmaswi mMBdlidi kMiwr GrtUM. 

I. Wir haben mehrfach von unendlich kleinen Grössen gesprochen und 
dieselben (§. 1 1) erklärt als Grössen, die kleiner sind als jede noch so kleine 
Grösse. In anderer Form werden wir auch sagen, eine Grösse deren Werths 
so klein gemacht werden kann, als man nur will (der I^uU beliebig nahe 
gebracht werden könne) sey unendlich klein. 

Ist e eme aolche Grösse , so ist e' natttrlieh ^enfolls oneDdlich klein, 
Jedoeh io atft^erem JiMsBe, und wir nennen dieaelbe eine nneddlich kleine 
Grösae der zweiten Ojdnnng; eben ao eine der dritten Ordnung n. a. w. 
— Allgemein werden wir eine nnendlieh kleine OrSaae /» in Bezog auf e Ton 

der m*^ Ordnung nennen, wenn der Quotient -y für r < ra unendlich klein, 

für r > m aber unendUch grosa iat» * während er für r = m endlich ist. 



* Ist e unendlich klein, so ist — , überhaupt — (wo a endlich) aoendlich groM , <L h. 

t a 

widiit nit »bnahiBMdm t ttbw «II« GrOuen hinani. 
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Aiifgabeo , in denon itttiga Fiioktloiitii ToikommtB. 



Sind zwei Grössen so beschaffen, dass ihr (vermeintlicher) 
Unterschied unendlich klein ist, so müssen sie gleich seyn. Denn 
wenn der Unterschied — a wäre, wo a klein aber bestimmt, so würde diess 
dagegen streiten, dass dieser Unterschied beliebig klein gemacht werden 
kuin. Demnaeh ist derselbe durch ketoe «och noch lo kleine bestunmte 
Zahl anzugeben , rnnst also Noll seyn. — Ist eben so der Quotient zweier 
Grössen von 1 nnr nm eine unendlich kleine Grösse verschieden, sp mössen 
die beiden Grössen gleich seyn. 

. Man pflegt diess manchmal anch so ansindröcken, dass man sagt, man 
könne unendlich kleine Grössen neben endlichen, die höherer Ordnung neben 
denen niederer Ordnung vernachlässigen. Darunter ist aber nicht eine An- 
näherung zu verstehen, vielmehr müssen, nach dem eben Gesagten, diese 
unendlich kleinen Grössen weggelassen werden. 

II. Hierauf hat man die Rechnung mit unendlich kleinen Grössen ge- 
gröndet. Ist etwa die unendlich kleine Aendemng von zu bestimmen, fQr 
eine unendlich kleine Aenderung dx von x, so setzt man (§. \i) d (x^) 
— (x-+-rfx)'— x'— 2xrfx -f^Px)' und vernachlässigt nun (rfx)*, als unend- 
lich klein der zweiten Ordnung, gegen 2x(/x, so dass (x"') — 2xrfx. Dass 
diess darauf hinausläuft, das Verhältniss von d(\^) gegen dx (bei unendlich 
kleinem £^x) zu ernutteln, ist leicht zu übersehen. Dieses findet sich nämlich : 

= 2z <jz, wo nun (nach I) dx zu verwerfen ist, indem und2x 

nnr.nm ejne nnendllch kleine Grösse verschieden, also gleich seyn müssen. — 
Auch der Satz in §. 7, IV, der in §. 41, 1, §. 45, 1 u. s. w. wiederholt wurde, 
gehört hieher. Wir wollen jedoch auf denselben nickt besonders eingehen, 
da die genaue Begrfindnng am besten immer geführt wird, wie an den be- 
tretenden Stellen geschehen. 

Bebandlmg v«n Aii%ab«D, in doMii stetige Fonktionea ToriumuiiMk 

lU. Bei Aufgaben, in denen Grössen vorkommen, die sich stetig ändern, . 
haben wir inmier die Betrachtung der Grinzen angewendet, d. h; wir haben 
die unabhängig Veränderliche sich um eine endliche Grösse ändern Uesen 
und angenommen, die abhäbgige Grösse ändere sich während dieser Aende- 
rung nicht, sondern springe bloss am Ende in den neuen Znstand über. 
Sprachen wir diess auch nicht in der eben gewählten Form aus, so ist dieselbe 
doch den Anschauungen zu Grande gelegt worden. ' 

So dachten wir uns, als in §.11 die Richtung der Tangente bestimmt 
wurde, es bleibe die Kurve (Fig. 1) von x — OD bis OE (wo DE Jx) eine 
Gerade, ändere also ihre Richtung nicht, bestimmton die Richtung dieser 
Geraden und sagten dann, diese Richtung sey die der Tan^'ente , wenn Jx 
anendiich klein. W are namiich das Kurvenstück geradlinig, so hätte man 

für dasselbe I^NMQ^^ und also fände sich ^SMQ = Or^ = |^. 
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Wetan wir weiter in §. 20, VI den Diffeientialqnotienten ^ bestimmteD, 

so saheii wir du Stfickelien QQ' der sich drehenden Kurve (Fig. 5) als ge- 
radlinig an ond beatiminten den Inhalt der entstandenen Fliehe —2(\-\-^Jy)n 
V^(Jx)' -h (Jy)', oder, wenn wir PP' sofort unendlich kkiii setzen, 
=z2(y -h \dy)7i \ (d\y -r- (</ y)^ Ist dz das wirkliche Klächenstiick, so 
setzten wir — als aus der Natur der Sache hervorgehend — voraus, der 

QaoUent . == nähere sich unbeeränzt der Einheit d. h. 

alaa, er aey von der Einheit nur um eine unendlich Iileine Grösse verschieden 
(Kr. I). Baraoa dann ergab sich das Besoltai. 

IV. In §. 49, n hatten wir fibrigens dieses Resultat nicht nöthig gehabt. 
Dreht sich NK' (Fig. 32) um OM', so denke man sich MM' in gleiche (nn- 
endlich kleine) Theile dx getheilt, «ehe die Ordinaten und schreibe nnn in 
die Korve einen geradlinigen Zng (VieleckstOek) ein, dessen Edspankte mit 
den Endpunkten der Ordinaten'zusanimenfallen. Die Flächen, welche durch 
die einzelnen Seiten erzeugt wurden , sind wie so ebgi durch 2(j't'{dj)n 

\ (dx)* ( dy)* gegeben; die Summe all' derselben ist 2S(j-h\dj)n 

V(rfx)*-*- (rfy)', wo das T-Zeichen bedeutet, man solle x voq a bis b 
(OM bis OM') um die Unterschiede dx fortschreiten lassen, und die einzeln 
erhaltenen Werthe addiren. — Je kleiner dx, desto genauer ist diese - 
Summe der Fläche, die man berechnen soll, gleich. Der Gräns* 
Werth von 2S(y \dy)n\ {dx)* -h (dj)* ist also diese Fläche^ Aber 

der Gränzwerth von £y^(jdxy +Xdyp, d. h. von «^7 V^H-(^^} i^*- 

der vonXdy V(^^^pT(rfyyr i b. wn dxl 

(IQ' dx aber Null, so dasa man 2 tt fj «1« Werth 

der Flache erhält. 

In etwas stNBg«iw Form vin V(dxy-+idfy = '^l-i^ ( l Q rfi-H" rf«. Or«=0 
d.b.«VBwa]iehUda. hito ör iSi^l±i£yi!=^ ^ 14.(|^y IJ. 16, IJ, eben m 

|dy= J^dx-H,Vdx, wo <7rf/=:0. AUobaue-mao 
o s 

i(yH-idy)V^(^x)'H-(dy)» = s(y + 4||<l»-h^rfx)[y'i+(^y <!«-♦-« rfxj« 

ex 
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Aber für anbegrAnzt abuehmonde d x i«t (S. 39, 1) : 

fener ist (wie aus §. 7, IV oder i». 41, 1 erhellt) iifi y^^+^^^ »lb«t onendlich klein 

und eben uoSajdx, Sa^dx. :^a(idx, indem , ay,a~, a|9 Dnendlich 
klein aind, also sind d e Gräuzvertbe dieser GrOssen Noll. Da noo, vegen des Faktors dx, 
MMh <li:s^y l+(^^y dz. vDwdlldi klefa, to iil «bo dto itt bmlinende 

/• b • . i 

yy i+Qi^) ds+k, wokiiMndlkliU«n,d.h.<Kr.l)itoirtgMftdam 

Man hätte also fn 2 n £ -h y) y{dxy~-i-{dyy ^ 2n £ lyd\ 
+ 4^(rfx)'J y'lH. (ly)' wfort = I? aetzen und i Ö (dx)»Eeb«j y<fx 

verwerfen dürfen, woraus sich dann 

als richtig ergeben hätte. 

V. Wenn wir in §. 20, Vli den Werth von v ermittelten in strenger 
Weise, so liätte diess jetzt auch so geschehen können. 

f'^' Ist der Köq>er nich M zur Zeit t gelangt nnd ist 

J M~N dort V seine Gescinvindigkeit, so wollen wir annehmen, 

der Körper bleibe während der Zeit d\ , die auf t folge, in demselben Zu- 
stand der Bewegung, den er in M hatte. Diess ist nun nicht richtig, aber 
es nähert sich um so mehr der Wahrheit, je kleiner t/t ist. Am 
Ende der Zeit <2 1 werde dann die Geschwindigkeit plötzlich v -f- rfv; über- 
diess sei der während dieser Zeit durchlaufene W eg MN = rfx. Da die Be- 
wegung gleichförmig ist, so ist (nach der Note zu §.20, VII) die Geschwin- 
digkeit V gleich dem Wege, dividirt dorch die dazn verwendete Zeit, d. h. 

V = (oder nach unserer früheren Bezeichnung: v — . Diese Glei- 
chung wird mehr und mehr richtig, je kleiner dt ist; sie ist also fiir die 
Gränzwerthe genau richtig. Daraas folgt, da v sich mit dt nicht ändert, 
sofort V = 1^ , * 



• Wif iintMMhaideiiBwiiehiBitarBidMtaBgvon nnd Eitlem iet 4« Qmileiit 
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VI. Ist also eine erhaltene GleiclioDg so beschaffen« dass man von ihr 
aossagen kann, sie sei um so mehr genau richtig, je kleiner ge^sse darin 
vorkommende Grössen sind, so wird sie vollkommpn rirlitii?, wenn man sn 
den Gränzen Qbergeht (siehe noch XITI). Wir wollen, zur ErliMiterung, von 
diesem Satze noch einige Beispiele aafRÜiren. 

Wftnnebewegaog io einem diiuDen Stabe. 

VII. Die Grundannahmen, die wir dabei maeiien, sind die folgenden: 

Bezeichnen wir mit k die Wärmemenge, welche in der Zeit I durch einen • 
Querschnitt, dessen rhiche — 1, strömt, wonn ilie Länge des Stabes — I, 
und der sich gleich bkil>onde TeiTiperatiirimter>rhif'(l setnrr Enden 1 ist, 
80 nehmen wir an, dass in der Zeit t durcli den (Querschnitt o», wenn die Stab- 
länge L und der sich gleich bleibende I tniperaturuntt rsdiifd seiner Enden u 

ist» die Wärmemenge strOme, welche Annahme als desto mehr richtig 

angesehen werden soll, je kleiner «, L, t» o sind. Man kann sich hievon in 
fi»lgender Weise abeneagen. Dass wenn Zeit, Stablä^ ge, Temperaturunter- 
schied der Enden des Stabs und Querschnitt desselben sämmtKoh = 1 sind, 

durch jeden Querschnitt des Stabes diet-elbe Wärmemenge fliesso, ist wohl 
klar, da ja die Enden immer denselben Temperaturunterschied haben, also 
auch immer dieselbe Wärmemenge durch den Stab irelit;. in der Zeit t fliegst 
also kt durch den Querschnitt J, kwt durch den Querschnitt w, und kojtu 
durch denselben, wenn u der Teuiperatuniiiterschie<l is^ /iiy^lindesfen ist 
die Annahme die einfachste , es sey die durchstrünii-nm! t\i««Tienienge dem 
Temperaturunterschiede proportional. BLn jetzt war die Sttblänge — I ; da 
durch jf'deu (inerschuitt immer dieselbe Würme menge strömt, so wird die 
Temperatur im Stabe proportional mit der Länge abnehmeu, also in der Mitte 
nur halb so viel vom Anfange verschieden seyu, als am Ende« Wttrde daher 
der Stab auf die n&lfte reduzirt, und es sollte noch dieselbe Temperatur- 
differenz herrschen, so mfisste die durchstrdraende Wärmemenge das Doppelte 
aeyn, also überhaupt umgekehrt proportional der Länge. 

Sey nun (Fig. 43) v die Temperatur zur Zeit t in dem Querschnitt bei 
M; AM = x; der Querschnitt bei M gleich «», wo « zwar voa x abhängen 
aber immer sehr klem seynsoll, so dass wir annehmen dttrfea, die Temperatur 
hl dem ganzen Querschnitt sey in allen Punkten dieselbe = v; MM =. Jx 
(unendlich klem); jt die Zunahme der Zeit (ebenfalls anendlich klein); cdie 
spezifische Wärme des Stabes, d. L die Wärmemenge, welche nOthig ist, die 
Gewichtseinheit vom Stoffe des Stabes um 1* der Temperatur zu erhöhen, 
wo c als für alle Querschnitte gleich vorausgesetzt wird; ^ sey das spezifische 

4tr OnendliA UsIbm) QrtiMB tfs, tft; IsMsrM knnwsf 4«r DilTercntlsl^notisiil. Nsoh 

Ax 

unsarer eevobolicheu Uezeichuuna schreiben wir deu er&ten Bruch: -r- . 

!»• 
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WinMbmgaag in fiDni Mbmb Slab«. 

« 



Gewicht des Körpers, ebenfalls unveränderlich (Gewicht der Kubikeinheit) ; 
endlich sey die Wärmemenge 1 gleich der Wärwemcuge, welche die Gewichts- 
eioheit reinen Wassers um 1 ° in ihrer Temperatur erhöht. 

Wir nehmen nun an , in dem Korperstücke MN bleibe Alles, wie es ia 
M war, also v und w, und erst in M werden diese Grössen plötzlich zu v-i-Jv, 
öj-f-^oj, VkO (für dieselbe Zeit t) Jv, Jut die Aenderungen von v und w 
sind für blosse Aenderung \uu a. Wir werden diess also genauer durch 

V, z/,a) bezeichueu. Aendert sich Qberdiess die Zeit um ^t, so uchiucu 
wir ao, während dieser Zsit bleibe die Temperatur in MN gleich v ond springe 
am Ende derselben pldUlich in v + fiber,^ vo J|V die Aenderung von ▼ 
Ist, die man erhält, wenn bloss t sich ändert' [Also ist v + die Tem- 
peratur |n N sur Zeit t, v + J»v die in M zor Zeit t H- Jt, welche so der- 
selben Zeit in dem ganzen Stücke MN herrscht, in N aber v + J^v + 

(▼ 4* Jx v) seyn mossj. Fttr alle diese Annahmen gilt nun die fiemerkong 



Das Gewieht des KörperstQcksMN ist ^ nJx ; ^eiae Temperatur nirami 
om zn, so dass ^pza die Wärmemenge c (i<u J, v verwendet werden 

mu.'^stc. Diese kann non nor erhalten werden durch diejenige Wärme, welche 
in den Querschnitt bei M einströmt und nicht durch den in N wieder ablliesst, 
diese noch vermindert um diejenige Wärmemenge, welche von derOberÜäche 
des Körperstücks ausgestrahlt wird. 

Ztir Zeit t sind die Temperaturen in M und N: v, v -i- J,v, ihr Unter- 
schied also v^ic in N die kleinere); demnach strömt in der Zeit Jt 



dem einen zmii andern Querschnitt übergegangen wird, wenn man bloss x ia 
X-h//x übcrgehtn lasst. Es strömt also weniger durch N als durch M: 



1o der Zeiteinheit dareh die Flächepebheit bei einem Temperatnnmterschied 
= 1* ausstrahlt; w der Umfang des Schnittes; b die äussere (onveränder- 
liehe) Temperatur: so strahlt durch MN in der Zeit Jt ans: ymJxJt (▼->b)i ■ 
Demnach bleibt in MN aor&ck die Wärmemenge 



ist, welche Gleichung erst an den Gränzeu genau ist. Dort heisst sie 



in VI. 






Dieee mnss gleich der oben angegeben^ egmJxJt^ seyn, so dass 
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Wlraebewegong in tioMa beliebigen KOfper. 2^3 

;-(k.|^)^r.fr-k)=.,-|l. TD 

Sind k and <o im ganzen ötabe unveränderlich, so hat man 

Die oben nngegebene GiOm — ~ =: — k « J t bitte bieneeh iefoit gleieh 

— ko> —~ /it aesetzt werden künneo. vobei — kw — die WaruiCUK-nge wäre, wtlclie in der 
öx * c'x 

Zeit«mh«it darch M (trOtnen -würde, -wenn die Dinje w.thrend dieser Zeit in demselben Zu- 

staodo blieben. — Cebrigens setzt anscre Ableitung nicht roraus, dus der Stob gentdhuig 

eey; »nr nmse iMoa x nnoh einer Dole gerecbnet werden, die nnf nUen Qaenebnltten 

eenknefat iiehft. 

Wlrmebew^ng in einein beliebigen Körper. 

VIII. Wir wollen oo« odo irgend einen Körper and im Innern desselben 
einen Punkt M denken, der jedeofalls von der Oberfläche ireit ({enng entfernt 
sey, am nicht nach Anseen WÄrme strahlen zu-kOnnen. 

Am Schltasse der Zeit t sev ▼ die Temperatar des 44, 
Punktes M, dessen rechtwinkhge Koordinaten x, y, z sind. ^ — 
Denken wir uns durch M ein reclitwinkliges Parallelepiped ^(\ I 
MN/ gelegt, dessen Kanten MM' Jx, MN Jz, 
MM, — Jy parallel mit den Koordiiiatcnaxon (und uneod- 
lieh klein) soyen. Sey y das .sp^■/i}i^che (iewicht des " 
Körpers (in M, wenn (> veränderlich seyn sollte); c die spezifische Wärrae 
(iü dem betrefl'endeii Punkt und hei der Temperatur v). 

Der Inhalt des Parallelepipeds ist Jx .Jy Jz, sein Gewicht q Ix Jy Jz; 
die Temperatur desselben am Ende der Zeit 1 + Jt (in der ganzen Ausdehnung 

des Köiperchens) wird v 4- J»v seyn, wofür wir auch sofort v ■+■ |^Jt setzen 

können, da endgiltig doch zu stehen kime and diess gleich wSre. Um 
diese Temperatur -Erhöhung hervorzubringen, war die Wärmemenge 
cqJjlJj /iz^^t nothwendig, welche nnn darch die in das Körpereiement 
einströmende, vermindert nm die abströmende Wftrme geliefert wird. 

Hat k dieselbe Bedentnng wie m VII (die innere LeitongsfUiigkeit), so 
wird in der Zeit At Aureh die auf der Axe der z senkrechte Fliehe MKB^N«, 

welche die Temperatur v hat, die Wärmemenge — k Jyz/z— Jt geflossen 
seyn, was wie in VII gefanden wird. Durch die entgegenstehende Fläche 
M'M/ N'N,' fliesst ah die W&rmemenge — kJyJz-Jt-h^ (- k Jy Ja 
• |^Jt)Jx=-kJyJz~Jt-JyJzJtJx^(kg^). so dass in dem 
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Körper bleibt: Jy Jtg^^k^^^. Eben so bleiben in dem Kdiper» 

wegen der Strome parallel mit den Axen der y uüd z : JxJy JzJi^^^^t 
/IzJj^zJt — {k -^j . Demnach ist 



e 

d. h. 



ist k im ganzen Körper konstant, so ist 

8t . /-b'r b^v 



Betundere Fälle. 

IX Wir wollen annehmen, der Körper bestehe aus konsentrischen Kugel- 
achichtcn der Art, dass in jeder Schichte die Beschafft nheit desselben überall dieselbe 
sey, sich aber von Sciiicbt« zu Schichte andern kiiuue; ferner wollt n wir aunehmcn, 
es sey ursprüngUeb die TempenUur in tllen Punkten, die gleich weit vom Mittei- 
jpunkto abstehen , dieselbe gewesen , so wird sie es auch spAter bleiben und also r 
nur Ton r, d. h. der Entfernung vom Mittelpunkte , abh&ngen. Die Grössen k, e, p 
werden sich TOn Sobiohtc zu Schichte ändern, in derselben Sehichte wollen wir k als 
konstant Toraussetsen. Alsdann ist (§. 69, Nr. 3): 

8t k d*(rv) 

''^rt==7-rfr'-- w 

X. He.stelit ein Körper in ähnlicher Wei.se aus zylindrischen Schichten und be- 
ziehen wir die Koordinaten eines Punktes auf ein Koordinatensjrstem , das wir das 
zylindrische nennen küonen und das durch die Formeln 

x~ T COS cü , y — r rin o) , z = z 

ausgesprochen ist, wo r die £ntfernung des Punktes von der gemeioschafllichen Zy- 
linderaze bezeichnet, a> den Winkel, den r mit der Aza der x maoht, so ist (§. 69» 
Nr. 1): 

P»T 8*T ajjT J^8t 
ö»* "* ö>»~ 8r* t 8f • 

* 

wo&n wir wieder Toramsseteon, es sej t tmi « nnabhtagjg. Also isl jetst ; 



V . p^T 1 ÖT b'yl 



wo wir c, {f, k innerhalb derselben Miehte als koMtaat ▼oranssotieii. Ist zugleioh 
T Ton s unabhftngig, d. h. seinen wir Toraus, es sej au einer bestinuntm 2eit in 
gleieher Entlbmung Ton der Axe aneh dieselbe Temperatur, so ist 



TT ^fb^r 1 eTl 
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Bediogung wegen 4er QvteMB. 

Angenommen, der Körper befinde sicli in einem Räume, der be- 
ständig dieselbe Temperatur ? habe. Sey weiter u die Temperatur an der 
Oberflache des Körpers, mit der er jenen Raum berührt, w ein (unendlich 
kleines) Element derselben, k der Koeffizient der Innern Leitungsfähigkeit, 
y der der Aub&trabluugstahiykeit (Nr. VII). Die Wärmemenge, welche im 

Zeitelemeute Jt durch w strömt, ist — k w Jt, wo n die >iorraale an die 

Oberfläche in dem betrefi'enden Punkte bedeutet (was ganz wie in Nr. VII 
bewiesen wird); die Wärmemenge, die durch dasselbe Element ausstrahlt, 
ist / (a — « J t , 80 dasB, indem diese Mengen gleich seyn werden : 

~k|?«y(o-ö. <7) 

Die Normale ist dabei nach dem äosseren Theile des Körpers gerichtet. 

Wir wollen uns nun dnroh denselben Anfangspankt der Koordinaten, 
auf den sich die Koordinaten z, y, z beziehen , drei neoe senkrechte Axen 
denken, die wir mit L, M, N bezeichnen wollen, nnd wovon die N parallel sey 
mit der -so eben bezeichneten Normale. Seyen X, X', l" die cosinus der 
Winkel, die L mit den Axen derx, y, z macht; fn, /t', jti" dieselben Grössen 
für M; d, S*t 6** fÄr N; ferner I, m, n die Koordinaten eines Punktes, (x, y,z)' 
für die neuen Axen, so ist (§. 69, Nr. 4) : 

und n hat dieselbe Bedeutimg, die ihm in ^ zukommt. Demnach (§. 69): 

engl eu8y enÖK .0",. 

- ' . - — H — = & -t- ö . (- o - — , 

cu oxtn bybn fczbn bx by Öx 

•0 dass für alle Punkte der Oberfläche : 



aeyn muss, wo also 6, 6', 8" die cosinus der Winkel sind, welche die nach 
Aussen gerichtete Npruiale mit den Axen der x, y, z macht. 

Für den Fall einer ebenen ObcrflÄohe, die pamllel ist mit der Axe der x, ist 
4' =^' = 0 and d = ±l, sodass 

+k|^-fr(«-«) = 0. <•) . 

— 8 X 

wo die Zeichen gelten, je nachdem die nach Aussen gerichtete Normale mit der 
poüitiTen Axe der x den Winkel 0 oder ISO*' macht. 

Ist die betreffende Oberfläche die einer Kugel vom Halbmesser r und ist der 

Mittelpunkt Anfiwgipunkt, seist d = ±y, «' = ±f . « ' = ±7. ^« «»^«'^ 
oderuatere ZeieheD gUi, je naohdem die Nocmale dem Mittelpunkt ab* oder soge- 
weodet ist. Also ist 
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wo für r der HaUunesier der begrftnzendeii Oberfläche sa tetaes ist. 

FQr den einef Zylinders, bei dem der Mittelpunkt der Gmadfiehe Asfiuifs* 

punkt, die Zylinderaze Axe der s isftj bat man ^' = 0, + ^=- + -^,wor 

der Abstand des Punktes von der Zjlinderaxe ist, so dass 

8x Of Öl Vr fax r byj ^ i) r * " 



und also 



±k^-Hy(a~4> = 0. (c) 



BeÄngimt bei Berthnmg. 



XII. Steht ein Körper in Berührung mit einem andern, so wird die durch 
ein Element dcü einen Körpers iliesseude Wärmemenge offenbar gleich der 
geyn , die durch das mit jenem iu Berührung stehende Element des anderen 
Körpers fliesst. Sind also n, n' die Temperaturen der Elemente; k, die 
Koeffizienten der inneren Leitongsf&higkeit f&r beide Körper, so sind diese 

Mengen: — k^°<uz/t, — k'^" o)Jt, wo n sich auf die Normale, die beiden 

Elementen gemeinschaftlich ist, bezieht. Demnach ist 

wo nnn die Normale beliebig gerichtet seyn kann. (Es ist ganz woU 
denkbar, dass wenn die berührenden Körper antanglich sehr ungleich er- 
wärmt waren, diese Gleicliung für den Anfang keine Geltung hat, und erst 
dann richtig ist, wenn die Temperaturungleichheiteu sich einigermassen aus- 
geglichen haben, was jedoch ziemlich rasch geschieht.^ 

FQr bertthrende Kqgelschichten hat man 

lir berOhrende Zylinderaehiehten dieselbe Gletohnng; fttr ebene Sduehten, die anf 
der Axe der x aenkreebten stehen : 

0 u Pu' 

Ist nun femer X der Koeffizient Ar den Uebergang der WArme aas dem 
ersten Körper in den zweiten, so ist A (n — n') dio WAroemenget die In 
den zweiten Körper durch das Element »eindringt; dieselbe mass abergleieb 
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der «OS dem enten Körper aosstrOmendeD, d. h. gleich — k^mJt seyo, 
so dMS also neben obiger Gleichung noch die Beziehnng 

bestehen mnss. 

(Man veigleiche mit den in §. 76 enthaltenen Betraehtangsn etwa noch 
die in §. 80, I; §. 82, Note; §. 83, I. IH; §. 91. III, 6, 8; §. 136, lU; 
§. 137; §. 169; §. 170; §. 172, IIIl §. 174, 1 o. s. w. enthaHenen.) 

AiUBttlniiif. 

XIII. Was wir in VI ausgesprochen, mag durch die eben gegebenen 
Beispiele erläutert seyn. Man kann das Verfahren selbst e^wa in folgender 
Weise näher bezeichnen. 

Um die Verhältnisse (Glcichuntien) , welche zwischen bestimmten ver- 
änderlichen Grössen bestehen, zu ermitteln, lept man den unabhänf^ip Ver- 
änderlichen gewisse Zuwachse (Aenderungen) bei, wodurch die alhänvMgen 
ebenfalls Aenderungen erleiden. Diese betrachtet man (wie in der Adth- 
metik) nicht durch stetige Veränderung entstanden, sondern durch eioea 
Sprung, sitiit also die Dinge so an, als wären die abhängigen Grössen, in- 
dem die unabhängigen stetig von dem alten Zustand in den neuen Qber- 
giengen, unrerinderlich geblieben, nnd nehmen erst, nachdem die unabhängigen 
in den neuen Zustand fibergetreten sind, plOtclich ihre neuen Werthe aa. 
Man betrachtet nun die Verhältnisse, velchesich unter dieser VormnssetzuDg, 
die eine eingehende Untersuchung erst möglich macht, ergeben und stellt . 
daraus Besiehongen zwischen den veränderlichen Grössen (oder anch deren 
Aenderungen) her, die immer unter der Form Ton Gleichungen zwischen 
Differenzenqnotienten (§. 1 1) und diesen Grössen erscheinen mflssen. 

Die gemachte Annahme weicht von der Wahrheit ab, da die veränder- 
lichen Grössen nicht springen, sondern sich stetig ändern; sie nähert sich 
aber der Wahrheit desto mehr, je kleiner die Aenderungoi der unabhängigen 

. Grössen sind. Demnach werden die erhaltenen Gleichungen vollkommen 
richtig, wenn man zu den Gränzen übergeht, wodurch die Differenzenquo- 
tienten sich in Difl'erentialquotienten verwandeln. 

Dass aber diess wirklich der Fall, iässt sich leicht einsehen. Gelangt 
man niiinlich, unter der angegebenen Annahme , auf die Gleichung P — 0, 
welclie nicht genau richtig ist, von der man aber sagen rauss, sie nähere sich 
der Richtigkeit desto mehr, als die Aenderungen der unabhängig Veränder- 
lichen kleiner werden, so heisst diess eben, die Grösse P habe Isull zur G ranze. 
Diese Gränze wird aber erhalten, wenn man die Dilferenzen*inotienten in 
Differentialqaotieuten verwandelt; so daäs, wenn P dadurch in Q übergeht 
(also Q = Ör P ist), man haben mass Q = 0. — Hat die uogenane Gleichung 
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Unbeitiiiimte DoppeUirtsgrale. 



dit Form R = S ood tind T, U die Gräozen voo R uod S, so ist oben so 
T = ü die geoaae GloichoDg. * 



. Dreizehuiei' AbscliuiU. 
VieUhehe Integrale. AnvendimgeiL 

§. T6. 

Unbe^timiniü integrale. 

* L Ist y) eine Funktion der zwei unabhängig Veränderlichen x und 
y, so kann dieselbe nach x oder nach y integrirt werden. Diese Integrale 
siod 000 wahre partielUt müssen also (§.28) darch das Zeichen 8 bezeich- 
net werden. So bedeutet J f (x, y) dz das Integral von f (z, y), partiell 
nach z, vobei also y dorchans als konstant aogesehen wird; vfthrend 
f(x,j)By ganz eben so das partielle Integral nach y bedeutet. 



J 



Es kann aber auch verlangt werden, die Fonktio« f (z,y) nach beiden 
Terinderlicben in integriren. Man bezeichnet dieses dann durch 



Jß 



((x.y)bxöy. 



wobei es sich nur darum handelt anzugeben, nach welcher der Veränderlichen 
zuerst integrirt werden mQsse. — Soll diess nach x geschehen , so werden 

wir das Zeicheo 'S) brauchen; iiu entgegengesetzten Falle 

ab^yBxyf(x.7)8y. 

Was nun etwa die Grösse 



betrifft, so soll also f (z» y) zuerst nach x integrirt werden, wobei y als 
konstant anzusehen ist. Findet sich nach den Methoden des seclisten Ab- 
schnitts 



Dan t, B. in VTII eingetoeten« Divfilmi mil AxAjA^At ktiM Schwierigktttaii 

Teruraacheo kann, liegt auf der Hand. Ist nimlieh MAmAj A%/It nAherungsweise gleich 
N /ix /i y /fz //l. so ist diess eben nur wahr, wenn naherungsweise M = N . und fniplirh 
genaa QrhL — GrlS ist. Dau nachherJx,...,Jt anendlich klein gedacht werden könne, 
ha* anf dit ZollMlgkstt dient SeUnaiM kelMiM Ehiflnt. 
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.wo F(ity) «0 beschaffen seyn maest daei ^^'^ = f (z* y) 26), so Ist 

der tweiten Seite io (b) noch eine GrOsee beisufugen, deren Differential- 
qnotient nach x gleich Noll ist (§. 26, II). Diese Grosse (konstant in Be- 
zog aof X allein) kann also gans wohl eine Funktion von y seyn, deren Form 
dorehmns wiUkllrlieh bleibt. Bezeichnen wir sie mit ^ (y)» so hat man also 
allgemeiner: 

- yfC«,y)8« = F(x,y)H-»(j). (bO 

Aus (b') folgt nun: 

Ermittelt man die Grösse J*F (x, y) üy nach den frühern Methoden 

und ist ihr Werth ^ F, (x, y), so hat man der zweiten Seite eine Grösse bei- 
zufügen, die unabhängig von y ist, die also ganz wohl eine willkürliche Funk- 
tion von X seyn kann. Bezeichnet man dieselbe mit V^(jk); beachtet ferner, 

dass J^iyj^y eine Funktion nur von y ist, die aber — weil |p (y) willkür- 
lich Ist — noch gans willkfirlich bleibt, so wird man leicht übersehen, dass 
die Gletchang^(c) die Form 

annimmt, wo <p^ (y) eine willkürliche Funktion von y (ohne z), dagegen %fj (x) 
eine wUlkfirliche Funktion von z (ohne y) ist. 

Au» (c') folgt, wenn man zuerst nach y, dann nach x diiferenzirt: 

c y 0 X 

Die Gröäse F^ (x, y) in (c') ist hiernach nothwendig so beschaden, dass wenn 
man sie partiell nach y und dann nach xdifferenzirt, f (x, y) erecheiuen muss. 

Daraus ergibt sich, dass der Gleichung 
genügt wird durch 

wolcber Werth jedoch nicht die vollständige Auflösung der Gleichung (d) 
enthält, da nach (c ) noch zwei willkürliche Funktionen zuznfQgen sind. 

AI« ficispiel wählen wir etwa das Doppelintegral < 
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iSuoächst iat 



wo Y i-ino willkürliche Funktion von y, X von x Ixdoutet. Das Integral, das hier 
noch vorkommt, und in welchem x konstant ist, küuute etwa nach §. 57 ermittelt 

II. Was die oben berührte Grösse F, (x, y) botrillt, so wird sie auch 
erhalten werden, wenn man das Integral yÖxyt'(z,y)dy ermittelt. Findet 
nuui nAmlicb 

y8«yf(«.y)8y=P,(i.y)-h»,(«) + 1»i(y); W 

wo ^, (x) bloss X, (y) bloss y enthält, beide aber willkürliche Funktionen 
sind, so muss auch 

seyo. Demaacb ist 

d.h, (§.19. II, §.68,I): 



8]F: (%,y)_ ^ (x.y) 
ö » 6 y ö y ö X 



e'F,(»,y) ^ e«F>(«.y) 
dzdy %xey * 

Da min (x,7}, F, (z,y) keine Theile eothaltan sollen • die Mosa ans 

X oder bloss aus y bestehen, mithin bei den partiellen Differeozirongen weg- 
fallen könnton (da diese Theile in den zuzufiigenden willkürlichen Funktionen 
enthalten sind), so kann obige Gleichung nor bestehen, wenn (z, y), (z, y) 
dieselben Grossen enthalten. 

Es ist also gleichgUtig, in welcher Ordnung die Integrationen in 

t (x, y ) (^\ ()y vollzogen werden , immer IVeilich voibehalten, dsss in den 

erhaltenen HebuUaten keine Grössen vorkommen, die bloss von x oder bloss 
von y abhängen. 

III. Man ersteht hienu» schon im Allgemeinen, was man nnter dem viel- 
fkchen Integrale 

..r(s»y.t,....)8i8y8t... 



/// 



zu verstehen hat. Dabei ist die Ordnung der Integration willkürlich, sodass 
man also zunächst f(x, y,z, ...) nach x integriren kann, wobei alle anderen 
Grössen y, z,... als Konstanten betrachtet werden. Diese so erhaltene 
Grö.8se integrirt man sodann nach y, wobei x, z, . . • konstant sind, u. s. w.; 
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schliesslich werden dem Resolute wUlkflütUclie Fonktioneo sogefQgt von je 
allen Veränderlichen, eine ADsgescUosseD, also so viele, als es Yerftnder- 
Hohe siod. So ist etwa 



///■ 



xy I 8x 8y 8«= - 4- 9 (x. y) -+- (i,x) 9, (j, 1), 



8 

WO f, 9«, ^ ganz willkürliche Fiuktionen sind. ■ 

' ' - .•■.-•.) 

rV. Da vielikehe lotegrale hieniach nichts And«|ret sind, als oifliiSuihe, 

mit dem Unterschiede fireilich, dass das hetreffende Integrationsveilahren 

mehrfach wiederholt wird, so gelten fQr Jene alle Regeb, welche ftr diese 

nachgewiesen worden. Da jedoch Qnbestimmte vie|flS|ohe Intei^ale fftr nns 

▼on geringerem Interesse sind, als bestimnite , so wenden wir nns sofort sn 

letiteren, wobei wir^dann die weiter nöthigen Untersoehnngen ftftlUvsn 



§.77. ^ 
. , BMttmmte Doppelintegrale mit koastanten Grinsen. 

' I. Sind a, b, «, jfOrOssen, die tob x nnd y nnabhlngigaind» so heissen 
die Grosse " 

y*6xy^(x.y)8y ' (») 

ein bestimmtes Doppelintegral. Dabei ist gemeint, man solle die OrOsse 
f(z,y) zuerst (partiell) nach y zwischen dea GrAozen « ond ß integriren 

' (§. 39, I) , wodurch das Integral / f (x, y ) d y als Funktion von x erscheint. 

Diese so erhaltene Grösse soll dann noch (partiell) nach x zwischen den 
Gränzen a und b integrirt werden. Der endgiltig erhaltene (rein konstante) 
Werth ist darch (a) angedeutet. 

Man wird nun eben so das Zeichen 

y^^y y f(x,y)8x (n') 

aosiegen können. 

n. Ist 

y&x y£(x.y)8y=P(x,y)-f-,»« + *(y), (8- 76, H) 

SO ist auch 

yi 1 f («. 7> e y = F (1, Ä - F (x, «) -h (f). 
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J\i. y''f(x.ypy = F(b,^)-F{b,o)-F(a,,?J^F(a,a). (b) 

Dabd ist klar, du* wenn in F(z,y) aiicb Glieder' vorhanden sind, die 
bloM von X oder bloss von y abbtageo, also eigentlich zu 9 (z)» ^(y) ge- 

* 8 

hSren, die von 1 allein abhingigen Glieder schon in — [F(x,/?)— F(x,a)] 

nicht mehr vorhanden seyn werden; die von y allein abhängigen fallen dann 
bei der nächsten bestimmten Integration weg. 

Eben so ist 



y%yy*f(«,y)ai = P(k.<i)-r(».|f)-F(bv«) + r(a.«)\ 



vobei wieder dieselbe Bemerkung zu machen ist. 
Aus (b) und (b'j folgt sofort: 

bx/ f(x.y)8y=:/ ty/ f(x.y)ex. (42) 

so dass bei bestimmten Doppelintegi alm mit Iconstanten Grftn- 
zen die Ordnung der Integration beliebig ist. Dabei freilich moss 
die Grundbedingang (§.39, I) erfüllt seyn, dass nämlich f(Ziy) iomier end- 
lich bleibe von z = a bis z ^ b, und y = a bis y = ^. 

♦ 

Zweite ErldarangsweiM des befttiamiten DoppelintegraU. 

J f(x,y^cy = F(x), (c) 

SO hat man (§. 39, I): 

y*8« y'^(x,y)ay = örJx[F(a)-f-F(a-4-Jx)4-....-{-r(b-Jx)]. (d) 

WO Or auf ein abnehmendes sich bezieht. Ans (o) aber folgt allgemein: 

P (» 4- n» J x) ssy* f (* -H m J x, y) 8 y , 

d. h. nach §.39: 

F(ft.-I- a Ji) = Or^y [f (• -I- m a) H- f (a -f- m^x, «H- Ay) -I- . . . 

+ f{a-Mn Jx,<»— Jy)l, 

wenn Qr auf ein gegen Noll gehendes Jy sich bezieht 

^ Daraus ergibt sich leicht, dass J cx J f(x,y)dy der Werth ist, dem 
sieh die Grösse 

Jx/fvrf(a.a)-f-f(a.«-»-^y)4- -f-f(a,^_ Jy)l 

, -+-/fx Jylf(a </ii.a) -4- f(a-f-Jx.a-f Jy) -(-... -+-f(a-t-Jx,^~Jy)l 

H- Jx Jy [f (a^2 Jx, o)-Hf (a-»-2 Jx, a-H Jy) -+- . . -f- f(aH-2 Jx, i»— Jy)l (•) 

: 

•^AxA^H^—äx, a)-|-f(b— Jx. a+^y)-f-. . . -h f (b— ilx,^-iJy)J 
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nfthert, weon ihm dum nierit Jy und dAnn aosh gegen Null 
gehen iSast. 

Ganz eben 80 findet sich, daas J* (^y J* f(x, y)öx der Werth ist, 
dem eich 

zfy.'fi[f(a,o)4-f(a+/ix,«)+ 4-f(b — Jx.«)] 

: (e') • 

X [f (a. ,^ — /f y) i f / a — A \. ,i A y) ^ . . {{h — Ai, {i— Ay)] 

nähert* wenn man zuerst Jx und dann aach gegen Null geben l&wt. 

Aus der Gleichung (42) folgt nunmehr, dass die Gränzwerthe der 
Grdsten (e) und (e') ^Heich sind; da ferner diese GrOseen identiech sind 
(wenn auch anders geordnet), so folgt hieraus der Satz: 

Lässt man in (e) zuerst z/y und dann auch gegen Null gehen, oder 
verfahrt man in umgekehrter Weise, so erhält man immer denselben Gränz^ 
Werth, der durch die Gleichung (b) ermittelt ist. 

Man kann also sagen, es sey das doppelt bestimmte Integral 

j* 9x y^f (x, y) 9y eine Summe von Elementen der Form zfx Jy f (x, y), 

wenn x und y alle möglichen Werthe zwischen x — a nnd x — b, so wie 
y — a und y — ß annehmen, wobei die x nm (das unendlich kleine) Jx, die 

y um Jy wachsen. 

Was man unter drei- oder mehrfachem bestimmtem Integrale zu ver- 
stehen habe, ist hiemlt wohl klar, so dass es einer weiteren P>örlorung nicht 
bedarf. Da die IntegrationsgrüDzeo konstant sind, ist die Ordauug der 
Integration eine ganz willkürliche. 

§. 78. 

Begtiaiale Intcgnl« mü TerloderUelimi Oriuen. 

I. Ereignet es skh, dass in einem besttmmten DoppeUategrale die 
GrftoceD von y nicht nnahhAngig Ton z sind, so wird ein solches ooter 
der Form 

t(x.y)8y (0 



• »(«) 



erscheinen. Die Auswerthnng desselben geschieÜt in herkömmlicher Weise.' 
JSrmittelt man zunächst J f (x, y) 3y, wobei die zuzufügende willkürliche Kon- 
stante (Funktion voaz) weggehssen wird (§. 41, 11), nnd ist dtess = F (x,y), 
so ist 

y) 8 y = F fx . V/ (x)] - F [x. i (x)l , 

»<») 



f.. 
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welche OfOftM als Funktion voB z enohaiBt ond' durch (z) besckshoat 
werden mag, AUdaoo ist 

6x / f(x.j)ey= / Fa»J<^»- (0 

• »<«) • 

dy / f (x,y) dz aaunle- 

gen habe, ist Memadi klar. 

II. Setzt man xnr Attfirzang (p (x) = , ip(x) — so ist 

/'"f(x,y)8T = örJj[f(x.yJ + f(x.y,-*--4y) + ....-Hf(K.7.-'47)J. (g) 

WO €fr wie iamer sich aaf ein gegen Null gehendea Jy bezieht Die GrtSaaen 
7i, y, aind aber nicht feat, aondern Andern ihre Werthe mit x; Jj kann alao 
aneh angeaehen werden ala Teränderlich mit z. Trotzdem werden wir daa- 
aelbe Zeichen zly beibehalten, waa anch z sey, da die Art der Einachiebong 
eine willkftrli:he ist (§. 40). Hat z den Werth »-f^m Jz» ao iat aladann 
die zweite Seite der Qleiohang (g): 

OrJy [f[a + aiJz,#(»-l-m Jx)l + f[»4-Bi Jx,#(a + in Jx)4- Jy] 

+ f [a + m Jx , ^ (a + n Jz) — J jjj • 

wie man leicht flberiieht 

du I f (x, y) dy gleich ist dem 
' •(«) 

y'V* (x) 
- f(x, y)By 

der GrOaae z die Werthe a, n + Jz, . . . , b — Jz beilegt nnd alle addirt» 
ao whrd aich hiemach leicht ergeben, daaadaabeatimmte Doppelintegral gleich 
iat dem Gränzwerthe von 

\ Jx ^ y jf £», ^ (*)] 4- f [a, » (a) + J y j 4- . . . . -+- f [a, ^ (a) - J y]| 

4-ifx^y|f [a-f Jx, #(»H- Jx)] -t-f ta+ -Ix. Jx) Jy] 4- . 

-+- f [» H- J X, V (a -t- J x) — J yjj 

H"Jx^y|f[b — Jx, ^(b~Jx)]H-fIb — Jx,9(b— Jx) + ily] + ... 

^ f[b Jx.V'Cb- Jx)- Jyjj, 

wenn darin Jy ond dann Jz gegen Kall gehen. 

Da die Jy in den einzelnen Theiten nicht gleich aind, ao kann man daa 

Ergebniss auch in etwas anderer Form aussprechen. Geht y von ^(a) zu 
^ (a) durch die unendlich kleinen Unterschiede , von 9> (a + Jz) bis 
a + Jz) durch e^ , , von ^(b — Jx) zu ^(b ~ Jz) durch e^, ao iat 
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f(«.y)8F«=»,il«P(».#W)-4-n«.»(»)-+-«,) + ...-4-f(»,*(ft)-Ml 



-^•,Jxlf(a-^Jx, <p(a-t-Jx))-ff(a-fJx,^t>(aH-/fx)-4-ej)-f-... (k) 



H- Ji ff (b— A, 9(b— Ji)) H- f<b— ^x, p{h—Jx)+9» ) H- . . . 

WO ebeofalls unendlich kleio iat. 

Lasti man hfer zoarst die e gegen Noll gehen (nneodlich klein irerdeD), 
so sind die enizelnen Zeilen gleich 

/•V'(») /"/'(•+^») ^x) • 

Jx/ f(a,7)87. Jx/ f(a-^ Jx,y)8y, / f(b — -Jx,y) 8y. 

f (x, y) o y = F| (z), diese einzelnen Zeilen sind 2l x F« (a), 

g>(«) 

^x Ft (a 4- J x) , . , J X F, (b — Ji), Der Gränzwerth der Suiume ist also 
(§.39) y*V| (x)dx, d. h. das Boppelintegral(0. 

Man kann dieses Doppelinte(,'r;il also mittelst der Oleichung 
(k) erklären, und umgekehrt, eine Summe wie die zweite üeite der Glei- 
choog (k) ist immer ein bestimmtes Duppeliotegral. 

in. Dass die Ordnimg der Integration hiebet vorgeschrieben ist» leuchtet 

eio, so dass man von ihr nicht abgehen kann. 

Es wäre jedoch auch denklinr, dass in einem bestimmten Doppelinte- 
grale (f) die Ordnung der Integration willkiii Iii. h wäre, d. h. dass man, statt 
zuerst nach y und dann nach x zu iutegriren, auch in umgekehrter Ord- 
nung verfahren könnte; nur müssten in diesem Falle die Gränzen für x als 
Funktionen von y gehörig bestimmt werden. Es erei^nft sich dieser Fall 
namentlich bei geometrischen Anwendungen. Allgemeines läs^t sich hier- 
über Isichts aussagen. Dasselbe gilt von einem dreifachen Integrale 



ex/ 8y / f(x,y.i)e«. 



in dem i// (x) Fonktionen von x, g)« (x,y) und ^| (x,y) Funktionen von 
X und y sind. Bier muss der spezielle Fall maassgebend seyn. 

Y«nraiidluig to «ia latogral nii kontaiitai CbtoMn* 

IV. Findet man bei veränderlichen Gränzen einen Anstand, so lässt sich 
jedes doppelt bestimmte Integral leicht in ein anderes venrandehi, dessen 
Oiinzen konstant sind. Sey nämlich das Integral 

yexy^(x.y)8y 

Dlasf «r, DiAnatuU* n. Int«gr»J-Re«ltaaaf. 2. Anfl. SO 
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vorgelegt, wo i: uud ^ Funktionen von x sind, so hat man, dem Obigen ge- 
mäss, zuerst die Grösse 

y^f(x.y)8y. 

bei der x konstant ist, zu ermitteln. Man setze mm hier (§. 42, IV): 

c z 

so sind die Gräozmi für z: 0 oi^d 1 , ood demnach 
so dass 

seyn wird, wodurch der Zweck erreicht ist In dem letzten Integrale ist nmi 
die Ordnung der Integration eine wilUtärliebe. 

Setzt man hier $ = 0, so ist 

8x / f(i.y)8y=/ tex/ f(x,ty)ay. - («0. 
Ba nun (§ 42, U) 

J*\{x,y)cy~^ J fU.y)8y~y^f(x.y)öy, 

SO folgt aus (in), dass auch 

f\xl f(x.y)8y= A8«A<i,ty)ay- Aex A(«,|y)8y (d) 

sey. Dieser Satz führt oft leicht zur Answerthong mehrfacher Integrale. 
So ist z. B. 



/ " 8y ^ r r*^^^ _ rVZ-T*e, /" ey ^ 

.« /•• /" 8y r« /" Z'' r« 
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Da?8 man ähnliche Sätze für dreifache Integrale aufstellen kann, ver- 
steht sich ganz von selbst. Eben so lassen sich viele der Sätze in §. 42 
ganz unmittelbar auf mehrfach bestimmte Integrale übertragen. Für den 
Augenblick mag es für uns hauptsächlich von Wichtigkeit seyn zu bemerken, 
dass die Bestimmung (AoftwerthuDg) eioes vielfaeheo bttttminten Integrals 
immer aaf eine melirfacfa wiederholte einfache Integration zwischen bestimm- 
ten Grftozen inrQckkitmmt 

§. 79. 

Unforaanng vitlfaehtr bettimmCar IntAgrslcw 

1) BMtllBllito Doppelintegrale. 

I. Sey P eine bekannte Funktion voo x und y und man wolle in dem 
bestimmten Doppeiiotegrale 

P8y (a) 



/:•■/; 



an die Stelle von x und y zwei neue unabhängig Veränderliche u, v einführen, 
welche mit z und y durch die Gleichnngen 

x = v(a,T), y = «p(u, t) (b) 

zusammenhängen, welche Gleichunfjen sicher allgemein genug sind, da man 
ja immerhin x und y muss durch u und v ausdrücken können, wenn man eine 
durchfuhrbare Umformung habgu will. In dem Integrale (a) setzen wir die 
Gränzen als konstant voraus, und wie immer die GrOsse unter den Integral- 
Zeichen endlich innerhalb der Gräozen der Integration. 

Betrachten wir nun zuerst das Integral , 

"^Pöt. (•) 



80 ist in demselben x als Konstante angesehen; wollen wir statt y fjjp Ver- 
änderliche V einführen, so werden wir aus (b) die Grösse u eliniiniren , um 
die Gleichung zwischen y und v, in der treilich auch noch das konstante z 
vorkomi^t, zu erhalten. Gesetzt diese Gleichung sey 

f(x.y,T) = 0. (d) 

SO werden die Gränzen a\ ß' von v aus den zwei Gleichnngen 

= 0, f(z,^.^) = 0 (4*) 

JEQ entnehmen seyn. Ist es mCglich, von z anabhängige Werths von af 
ond ans diesen Gleichnngen zn erhalten, so hat man (§. 42) 



wo 1^ ans der Gleichnng (d) in ziehen ist. Aber die (d) entsteht, wenn 

man in der zweiten Gleichung (b) die Grösse u durch den Werth ersetzt, den 

20 • 
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sie in der ersten bat; deniuacb wird auch u als eine Funktion vou v zu be- 
handeln seyn, wihrend x konstant bleibt Man hat alao 

8y v <ui Ol/» 9> 8 a 6 41 

8^~*ä;i dT"*'8T* *^~6tt 87'*'»V' 

9f _ ^'1* ^ 

also =- = — 5- , und , welche Grosse in (e) einzo- 

BT . 0 9 OT {ip 

P u i' u 

führen ist, und dann y und a nach (b) xn ersetzen aind. Geachiebt diesa» ao 
iat die Grösae (a) gleich 

und da hier wieder die GrAnzen konatant aind, so kann mto die Ordnung der 
Integration ändern ond alao zaerat nach z integriren. Betrachten wir nun- 
mehr das IntQgral 



ÖT 8tt~ 8u 8t-,. 

8^ 

8a 



ond drücken in demselben (es enthält nur x und v), da v konstant ist, x 
durch u aus, so wird die erste Gleichung (b) geradezu den Zusammenhang 

. cwiachen z und a geben. Ana ihr folgt ^^§~f yreskü b' aus 

beetimmt werden, und man von v nnabbängigc Werthe yon b und W daraus 
erb&lt, ao iat (a) 

L?\pa„ 

also endlich» wenn man die Ordnong der Integration noehmala umkehrt: 

wo 7 ond X durch n und v nach (b) ansgedrSckt werden, ond die Grinsen 
ans (d') nnd (f) unabhängig von x und v gefimden werden mttssen. 

Liefern die Gleichungen (d') Werthe von ß* unabhängig von x, da> 
gegen die Gleichungen (0 WerUie von a', b' die auch noch von v ab- 
* bängoo, so iat immerhin 

wobei aber die Ordnung der Integration nunmehr voigescfarieben Ist 
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II. Ei kmn sieh nun gam voU eieigoen, daai (d') kma» kontUnten 
Warthe tod af vnd liefern. In diesem Falle dr&cke man in 



Pix 

• 



X dnroh v aoe, eoehe also a' and b' za bestimiDen ans 

f(«,y,aO=:0, f(b.r.bO:»0 (g) 
nnd zwar unabhängig vou y ; alsdann ist 



Die Grosse» |^ bestimmt sich ans: 

CT 



SO dass 



8T~8^~'"eB 8t* Öt 8u8t* 




V»T du Sa 9rJ 

8n 



Pex.. I 8t. 



Betrachtet man liier zuerst wieder die Integration nach y (wo v kon- 
stant ist) and drückt y durch u aus, so bestimmen sich a', ß' aus 

onabhangig von v, nnd ^ ^» «0 dass jetzt: 

wo y ond X nach (b). ersetzt werden; a' und b' aas (g), a', ß* ans (g')» mi- 
abhängig ?on y nnd v gefunden werden mflsses. 

Liefern die (g) f&r af, h' konstante Wertbe, die (g') aber fllr a', /f 

Funktionen von v, so ist die Gleichung (B) immerhin noch znl&ssig, nur ist 
die Ordnung der Integration alsdann nicht mehr willkiirtich. 

HL Wir haben zuerst jeweils v eingerührt; diess war willkOrlicfa. Allein 
da es gleichgiltig ist, welche der neuen VeränderlicheQ ▼ heisse, so soll es 
die seyn, die ons in dem einen der zwei F&Ile zur ErmitUnng der Grftnzen 
fahrt, wenn man sie aus (b) elimtnirt. Kann man aber die Grftnzen in kei- 
nem der obigen Fälle in der ▼erlangten Weise finden, so ist die Umformong 
mittelst der (b) nicht zulässig. 
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Sind a und /} Fooktionen von x, und kann man aas (d') Warthe von a\ 
jS' finden, die konstant sind , so wird nlUs Obige immer noch gelten. (£iB 
allgemeiner Satz findet sich noch in §. 168, II.) 



BekpMle. 

1) Um daa Qeia0e an erllntom, wollen wir nat das latagral 

vorlegen und setien x = a, 7=:=ttv, so itt die (d): jr~zv=0, während die (d') 
lind: O — xa'^O, OD— zjl^ = 0. woran« (da x>0) a' = 0, /S'^ QO folgen. 

Dann nnd die (f): 0 = a', OD =: b j fbroer r— = n, st: — I» ^ = 

oT en on ov 

mithin nach (A): 

yjöx yji-c«*»»»8y==y^8tiy^oe-<-»+*'*j«T. 

Aber 

Ferner (§.28): 

ii«-(i+»^"»8ns= — ^ — , 



Alto 
nnd da 
■o ist eadlioih 



y7ae-a-)-.8n=^^. 



2) Legt nun «ae eben ao das Integral (§. 160) 

tt 

y 

k 

▼or^nnd seteen wir wieder z = u , y=:uT, «o ist die (d): 7 — xv=0, al8odie(d'): 
(a— r) a'ji' — 0, (a-^-r)y — 1^' X — 0, denen durch a' = /J'= ^Y^, 

luiabliängig von x> genügt wird; die (f> sind 0 = a\ h = b', so dass also naeh (A) : 

/"»■ /• h 

-It. 

_ r) 

Ii Ii 

WO in P die X and 7 durefa u «nd ut sn ersetaen sind. 



/8x/ P8x:= / ußu / P8' 
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3) Wir wollen ferner das Integrat 



MtMn. Die (d) ist bitr y — xI^t = 0,. also weDn wir die (g) anwendeo, und den- 
Jiftlb die (d) unter die Form jeafgr — z=Otetaen: jm^»' — 0 = 0, yc&tgh* 

— 00 = 0, wonm •>* = b' = 0; die (g') sind jetKl Osstf'^ftiT, QO=/3'«lny, 
ataoa' = 0, ^ =ce; g^=-ii*mT.g;j = «wr, eT = ****^»8^ 8^8^ 

8 e») , , , 

— — ~ also * ^-y — u*j 

8t 00 

T 

d. h. d^y] ^ ^ ^ y • uH^em af (u*) Ten V niobt «bbingl: 

y]*e iy]"f(x«-hy«>8y- | y*uf(««)8«. 

Seilt man hier nech n^ = x, also a g^~^> >o ^2) 

X J*i (x » -h y Ö y - ^y^'f (x) 8 1. Oi) 
DitMiffielittNr.lBdiMUdier. Dert lit f (n) = «-Mtoo 

yÖx/ e-i"^*''<3y = ^-/* e-«Öx=-?.. 
9 J 9 4/ « 4 • 

IV. Es ist selbstverständlich, dass mao oicht nothwendig den hier vor- 
geschriebeneü Weg einhalten muss, wenn man not Dicht gegea die Grood* 
•Atze, auf denen das Verfahren ruht, fehlt. 

So etwa Hesse sich das Beispiel Nr. i auch in folgender Weise ISten. 

Seist man in dem Integrale 

yj"e-(««+»*i8y 

8y 

jr =xu, so ist 0^ = x, and die Gräozen von a sind 0 und 00X^.42,17), so dass 

y"*8« 8y = /* io-C»+-»>«»8u= /^ a/*xe-<»*"*^'*8«.« 
Daraus ergibt sich dauu der bereits gefundene Werth. 

* Mac könnte hier die Frsge aofwerfen, ob di^ Glocbung (42) des %. 77 aucli noch gelte, 
wmu einige der dortigen Qiimsii unendlich veidM. Ditse Ftrage wird äeh wie in S* 48, TI 
erledigen lassen, so daM die OiltiglMil daron ahhiagl, dass die Roioltale endUehe. bssltamite^ 
Warthe sind. 
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Daas man eben so in I den Werth von unmittelhar ans (d) ziehen 
kann, ist klar; nnr eingibt sieh alsdann keine allgemeine Vorschrift. 

2. DrdCuh» bwtfnint« intograle. 

V. Wir wollen nun annebmea, man lege uns das dreifach bestimmte 
iategral 

vor, in dem P eine bekannte Funktion von x, y, z ist, und worin a, b, a', b', 
a", b" bekannte Konstanten sind, und man solle für x, y, z drei neue Ver- 
änderliche u, V, w eiuführen, die mit x, y, z durch die Gleichungen 

x — >ß(n, T, w), y = V» (n. v, w). z = 0 (u. v, w) (k) 

snsammenhängeo, wo ^, O bekannte Funktionen sind. 

Da die Integrationsgrinsen in (i) konstant sind, so ist die Ordnnng dar 
Integration eine ganz wiUkfirliche. Wir wollen desshalb annehmen, man ta- 
tegrire nach z zuerst, wie es auch in (i) gemeint ist, betrachten also in- 
nächst das Integral : 

in welchem wir z durch w ersetzen wollen. Dabei sind x und y als Kon- 
stanten angesehen. Kliminiren wir nun aus den Gleichongen (k) die Grössen 
n ond V, so erhalten wir etwa die Gleichung 

f(«,y.,,w)=0, (kO • 

.und gesetzt, man erhalte ans ihr für z=a", nnd z=b" die Werthe w=a", 
ir.=ß*U nnabh&ngig von x nnd y, d. h. man kdnne er", ^* aas 

f(ii3r,a",«'0=0, f<i,y,b".if") = 0 . (k") 
bestiiümeD, so ist (§. 42) 

" J a" ÖW * 

WO aus (k') zu ziehen ist, wenn dabei x und y als konstant angesehen 
iverden. Da man aber n und y ans den. zwei ersten Gleichmtgen (k) gezogen 
nnd in die dritte eingesetzt, nm (k') zn erhalten, so ist ^ ans (k*) gezogen 

gleich ^ ans der dritten (k), wenn o, v als Funktionen von w ans den zwei 
«sten folgen. Ako hat man, da x und y konstant : 

8w~8« 8w'^8t 8ir"*^8w* 8a 8w"*'8t 8w'*"0ir' 8« 8w 8t 8w'*"8w* 

woraus 
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8u vw'tr 8w8t 8» 8wbu~'~8w8ä 



8w cjp i'ip ^ i" * 8w 8 99 Ö •/> 8if; 8f) * 

ö u ö »""e« 8V e7 8Ü ~ öV 8ü 

und dann 

_^ 8© 8^ 80 e# 85__fcÖ c^^ e b0c^>t<f> ee Oj^i ct^_80 8 v 8») 

8i_ eneT8w 8uew8f 8w 8 u bT ö w 8 u "^Fw 60 8 t~8^ ä7 80 
8v • 

8? 8« 8a 8t 

WM sor AbkflnoDg := —-^ gesettt werden möge. Alto 



wo nun z durch w [mittelst (k')] zu ersetzen ist. Da hier die Integrations- 
gräozen konstant sind, so ist die Ordnang der lotegratioo abermals beliebig. 
Betrachten wir also das Integral 

9r. 



in dem x und w konstant sind, und orsetzen y durch v. Elimioirea wir aon 
Q aas den zwei ersten Gieichungm (k), so erhalten wir etwa 

F(x.y.T.w) = 0 (M 

und gesetzt, es eey möglich aus 

Werth« von o', ^ 2a ziehen, die unabhängig von z eeyen, so ist 



8 V 

wo ans (k|) zn ziehen ist Wie immer hat man aber: 



8u8?'^8t' 8t~8ii8t 8t' 8»~ • 8^ 8»' 



( *;/ 8 9> 8 1// 8 
ry"'"8V 8tt . 
8^ 

8 a 8« 



so dass 




bt, WO y nnd z dorch v nnd w zn ersetzen smd. Da ä', fi* nnabhiagig von 
so kann in dem Doppelintegral 




« 
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die OrdooDg der Integration nochmaU umgekehrt werden, so dMA wir za* 
nächst 

r 

^— ex 
äü 

iMtraohtea wollen, wo v, w konitant sind. Beetimmt man non o, ^ ana 
ao iat 




WO ana der ersten Gleid^nng (k) gezogen wird, ana der (bei konstante«! 
V, w) folgt • • 

8x_ 8|j» 

80 dasa nan endlich 

y^öx/'ey rv%%^ f%yf r f^TUbn, (C) 

wenn 

8oV8t8v 8w8t/'*~8v V8«8o 8b8wJ 8wV8tt8T 6»8»/* ^ ' 
and wo oe", /f" npabhängig von z nnd y ans (k''); a', /}' nnabbftngig von x 
ans (k|'); o, ß ans (k/') folgen. Es Yerateht sicÄi hiebei von selbst, daas 
ganz wobl w, und a, ß sogar v nod w enthalten können. Ebenso wenn 
a", b" nicht konstant sind, man aber j9" doch wie hier verlangt bestimmeD 
kann, gelten die obigen Schl&sse noch. 

Man flbersieht leidet, dass man anch-orsprflnglicfa s durch v oder nh&tte 
ersetzen kdnnen. In diesem Falle würde man ganz ihnlieh verfahren seyn. 
Da wir aber die neuen Veränderlichen beliebig nennen können, so soll eben 
w die derselben seyn, welche die Bestimmung von a'\ ß" ermöglicht. Aehnlich 
verlialte es sich mit u und v. Eben so hätte man statt z auch y oder x durch 
w ersetzen können. Allein auch hier wird man ganz ähnlich verfahren, wie 
80 eben. Man ersieht leicht, dass, da man — (k') benützend — dreierlei 
Wege einschlagen kann; und dann, wenn z, oder y, oder x ersetzt ist, doch 
je — wegen der bleibenden zwei — noch zwei, man im Ganzen sechs ver- 
schiedene Formen erhalten wird, deren Ableitung keinerlei Schwierigkeit 
hat, und deren Ergebuiss wir nun noch aufzählen wollen , indem wir Obiges 
wiederholen. 

VI. Gesetzt, man ziehe aus (k) die (k') durch Elimination von 0, v (w 
immer in der Bedeutung von so eben genommen); ferner ziehe man aus (k) 
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aarehEIhDination von n ms den zwei ersten, oder aus der ersten und dritten 
oder aos der xveiteD and dritten, indem auch v die andere der neuen Ver- 
änderiichen seyn soll, die im Nacbetebenden zaro Ziele fahrt: 

P(s,r,T. w) aa 0. F, (x, «. t, w) = 0 , F, (y. t,r,w) = 0, (K') 

80 hat man, wenn M durch ^(C) gegeben ist und J die Bedeutung in (i) hat: 

wenn a", a', ß', a, ß unabhängig von x und y aus 

f(x,y,a".a">=0, f(x.y.b"./y")=zO; F (i.a'.«'. w) =0, f Ci,k',^,W>=5 0i 

bestimmt werden können; 

wenn die Gränzeu unabhängig von x und y aus 

f(x.y,a",a") = 0. f (x.y. b", ^f' ) ^ 0 ; F(a.y.«.w) = 0. F(b^y,^,w> = Os 

a' = (a', T, w) , b' =#9, (^', T, 

bestimmt werden können; 

wenn die Integrationsgränzen unabhängig von x und z aus 

f(x.a',z,a') = 0, f(x.b',i,/?) = 0; F, a", «". w) r=0, (x.b",^^w)5s0{ 

a = «»<atTtw;, b = ».(^J,T,w) 

beatimmt werden können; 

wenn die Integrationsgränzen nnabhängig von x und z aus 

f(x.a',z,«') = 0, f(x,b',x,,9')=0; F.(a,r,a.w):=0. (b.«,^,w> = 0; 

bestimmt weiden kOnnen; 

wenn die Integrationsgr&nzen nnabhängig von y and z aus 

f<»,y,z,a) = 0. f(b,y,z,^)=rOj F,(a',a,a .w^ -0, F, (b', x, ^, w) = 0 ; 

bestimmt werden kOnnen; 

wenn die Integrationsgränseo nnabhAngig von y und z aus 

f(a.7,s,a)=iO, f(lNf,t,|0=O; F, (y, a", «' , w) = 0 , F, (y. b w) = 0 ; 

bestimmt weiden kOnnen. 
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iBhalft kiQUMr Obtifllehtn. 



VIT. Beispiele woUeo wir hitr zanächst keine zaftigeD, da wir apftitr 
dazn Gelegenheit erhalUD werden. Wir bemerken jedocb hiein mir noch 

daa Folgende : 

Das Wesentliche bei allen obigen Erörterungen war, dass immer wieder 
die Ordnung der Intcmation geändert werden darf. Wie wir in §. 78 schon 
bemerkt, ist es denkbar, dass diess auch gestattet ist, wenn die Granzen 
nicht konstant sind, so dass wir nicht kurzweg sagen kdiinon, es sey in die- 
sem Falle die obige Umformung nicht zulässig. Ja wenn wir zum Voraus 
wissen, es müsse das bestimmte vielfache Integral sich umformen lassen, 
indem man gewisse neue Veränderliche einführt, man auch aus andern Unter- 
sochuogeo die Gränzen dea neoen Integrale ermitteln kann, so wird man die 
Fermelo (A) oder (C) immerhin anzuwenden haben. Wir werden von fieser 
Bemerkung mehrfach Gebranch zo machen Gelegenheit haben, sie auch später 
noch förmlich erweisen (§. 168» II, III)* 

Dass man für vier- und mehrlache bestimmte Integrale ihnllcheUnter- 
snehnngen anstellen kann, ist klar; doch wollen wir uns hierauf nicht weiter 
einlassen, da das Gesagte wohl Jbnllgen wird. Weitere Untersuchungen Aber 
bestimmte Integrale mögen späteren Abschnitten vorbehalten seyn. 

Die allgemeine ümformnngsforroel ist im «Anhang** unter m, YInndXV 
abgeleitet. 



§.80. 



BtiMfamnif 4m Inludli 



OberflldMD. 



Fig. ii. 



I. Sey die Kurve MN die Projektion (der Gränzlinie) des zu berech- 
nenden Stücks der krummen Oberfläche auf die Ebene der xy, wobei wir 
voraussetzen, dass jedem Punkte innerhalb dieser Kurve auch nur ein ein- 
ziger Punkt der krummen Oberfläche, in so weit sie zu berechnen ist, 
zugehöre. 

Durch Gerade, parallel mit den Axen der x 
und y, deren gegenseitige Entfernung bezüglich 
(parallel mit der Axe der Ox) und J\ sey, 
theile man die Figur (in der Ebene der x y) in 
lauter Rechtecke, wovon PQ eines ist. Die Fläche 
eines jeden dieser Bechtecke ist Jj. Jy* ^ In 
den Eckpunkten des Rechtecks PQ errichte man 
, Senkrechte (parallel der SrAze) und lasse sie 
enden an der Oberflftche, auf der hiedorch vier 
Punkte erhalten werden, die ein Viereck bilden kibnen. Durch zwei ent- 
gegenstehende dieser Punkte lege man eine Gerade and ziehe ausserdem die 
vier Geraden, welche über den vier Seiten des Rechtecks PQ liegen. Hie- 
durch erhält man zwei ebene Dreiecke, deren Projektion auf die Ebene der 
xy das Rechteck PQ ist. 
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Dieselbe Konstruktion vollführe man für alle einzelnen Rechtecke und 
erhält dadurch Ober der Figur MN eine aus lauter kleinen Dreiecken zu- 
■ samraengesetztc Fläche (Polyeder), deren Projektion aut die Ebene derxy 
eben diese Figur ist. Das Dreieck über PQ, dessen eine Spitze über P liegt, 
ist in einer Ebene enthalten» welche durch die drei Punkte geht, deren 
Koordbiatfiii siDd: x,y,z; x + 4z,y,z + ^l«z; x,y + Jy, z+^yZ, wo mit 
J^ZtJjZ die AeoderoDgen too z bezeichnet sind, die maa erhftlt, wenn mao 
bloia z, oder bloss y sich ftndem UUst Diese Ebene macht mit der Ebene 
derzy euien Winkel, dessen Cosioos gleich 

Ax /iy 1 

so dass die Fläche jenes Dreiecks = j Jx Jy V [l + (^v)! 

Die Neigung der Ebene des andern über PQ stehenden Dreiecks ist um so 
mehr der eben bestimmten gleich, je kleiner Jx und Jy sind, so dass man 
beide Dreiecke um so mehr einander gleich annehmen kann, je kleiner Jx^ 

Jy sind. Demnach ist ihre Snmme = Jz^y y [l-h (^^J» 

Addirt man non alle diese (Doppel-) Dreiecke, ond Iftsst in dieser 
Snmme Jx, Jy uobegränzt abnehmen, so wird der Gränzwerth der Summe 
die geancfatekrommeFl&che geben, da dann der Polyeder sich m die knmme 
Fläche Terwandelt (d. h. leutere die Gränze desselben ist). Da zugleich 

"od sich unbegränzt den Grössen ~, ^-^ genähert haben, ßo geht 
die iragUche Summe nach §. 77 und 78 in das doppelt bestimmte Integral 
Jdx Jd y "^1 4- -h Q,^^ über. Die ChAnzeo Ar z ond y sind ans 

der Figur MN zu euiuehmen. 

Ist also fiir ein beliebiges x (etwa Op) : pR = yi , pi* ~ 7: , wo Vj, y, 
Funktionen von x sind, und >ind x — a (OA) und x = b (Oli) die äussersten 
Werthe von x, so ist die Fläche ^ 



Ganz eben so konnte sie aneh gleich gesetzt werden 



wenn f&r ein beliebiges y (z. B. 0 q) ; qS = Z£, qs = z, , wo z^ FunkCio» 
nen von y sind, nnd wenn die Anaeersten Werthe von y gleich « und ß (OC 
ond OD) find. 

Man kann auch noch in einer etwas verschiedenen W eise verfahren. Die Flache 
de« eineo der über PQ stehendea Dreiecke, dessen Kndpunkte zu Koordinaten (x, y, z), 
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labalt krammw Obe tfl ld n «. 



(x -H Jx, y.z-hJ.z), (x, y -h Jy, z-h J,z) haben, ittWÜJx dj)'+{Jy J,«)' 
4- iJjL z)'J; die Flache des anüeru, dessen Eckpunkte «i Koofdinaten (x+ Jz, 
y, sH- (x, y-h Jy,£-I- J,«), (x + Jx,y-+- Jy,»-f-zf,i-f- A^t«) 
hat, ist nach denielben Fomieln = i.V [(J x Jy)' H- (Jy)' (J, s H- s)* 
•^(Jx)'(^l^s4- ^s)^, (wo J, = J.s), d. b. gleich 



LiMt man ^x und Jy unendUeh abnehmen, eo werden die beiden Qnadrat- 

wurxeln «u ^14- (^^^ Flächen setzen kann : 

wo A und B mit ^x nnd ^y gegen HnU gehen. Die Summe beider Dreieeke iei 

wo C die Eigeaeehaft hat zu Null xu werden, wenn und Jy et werden. 

Die Summe aller Dreiedu isfe^ wenn durah S dieee Summining an|;edeutel wird. 



Summtrt man die zweite Grttsse Ar ein besümmtei x nach allen Werthen Ton y,. 

•0 ist rC Jx ==: /x rc Jy ~ Jx C, SJy — Jx C, (jj— J,), wo C, ein Mittel- 
wcrth zwischen allen C ist und also immer die Eigonschaft dor C theilt; alsdann ist 
Jxz/j — ZT, (jj —y,) Jx = Cj /x :^(l) n^Cj, wo Cj ein Mittelwerth 
zwischen allen C, (yj — y,) ist, welch letztere ininierhin mit C, (d. h. mit dx und 
4^y) zu Null werden. Also wird auch C, su Null mit Jx und Jy. Da obige 
Summe hiemaoh 

■0 wird ihr Granzwerth, wo Cj verschwindet, gleich dem Granzwerth des ersten 

TheiU derselben, d. h. gleich dem Integral y^i - Q Q ^ 8x8y. Die- 
•et itt tomit der Auidruck der su bereehnenden Fliehe. 

IT. Gesetzt die Gleichung der krummen Oberfl<äclie sey auf Polarkoor- 
dinateu, stntt auf ^echt^vinklif^e Koordinatfii bezogen, und zwar seyen die- 
selben: die Entternung r eines Punktes vom Anfangspunkt der Koordinaten, 
der Winkel t//, deo r mit seiner Projektion auf die Ebene der xy macht, und 
der Winke] <f, den dieee Projelitiun mit der Axe derx macht, wobei r immer 
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potftir seya soU, ^ von — bis + y gevecboet werde, w&hreod 9 von 0 

bis 2 IT gehen IcADoe, und im Drehnogasiane: Aze der + x gegeo die der + y 
gerechnet werde. Aladann ist 

Iii wm t als Fonktion tob 9 nnd tft angesehen, so hat man (§. 69, 2) 



cos 



Wir haben bereits schon gezeigt, dass in dem Ansdmck (a) die Ord- 
onng .d«r Integration geändert werden liann; ferner ist lilar, dass' mittelst 
der nenen Koordinaten ein Element der Fl&che aoagedrflcltt werden liann, so 
dass also nothwendig die Formeln des§. 79, 1 hier angewendet werden darfen. 
Die dortigen n nnd v sind hier durch 9 und %!$ ersetzt, wfthrend 9 (u, v) =: 

reos^cottpf tp^n^y) = rco8^fßinq>t also g^=s— rsÄi^sÄngj h ^^^costpsinfp, 
^ = reo»yfccif-h^costff9in9t — rst»^eo#y H-|^ eo* ^ «m^» 

99 8r 6«8» 0Wd* / 

l^co9^), sodass 

WO man das — Zeichen auch weglassen kann , so dass das Fläcbenstfick = 



* Diese Formel Iftsst sich leicht geometrisch ableiten . so days wir dadurch eine £hat- 
»Achliche BectStiguog der Richtigkeit derselben haben. Wir voilen ans nlmlich einen 
FoBkt d«nk«i, den 9 und ^ zugeharen und dann 9 and ^ am dl« UModlieh U«ilieB OrSMeo 
^9, Jtf^ sieb iiid«ra Isimd , to wM der Endpunkt dee FUmtrahl« r »nf der Oberiadi* eine 
Flache beschreiben , die xrir als auf der Tangentialebene liegend ansehen dürfen. Wns nun 
die Projektion derselben auf dio Fhene der x y anbelanpt. so ist sie gcbildft von der durch dio 
Aenderung des if; am zf ^ hervorgebrachten Verlängerung tod t€oi^tt d. b. Ton zl(rco«^), wo 
Bidit 9 Mb Siidertrwid voa der dnteh die Aenderaog des 9 «b in d« Ebene der sj Tom 
Halbmeuer r CM^ becchriebeoen Linie, die senkrecht auf der enten etebk nnd all gerad mnss 
sngfeehen weiden, Die flache dieier ProjeeUon irt aUo, indem letsleie Unie s t«mi» 
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worio r» 1^ , 1:1 als Funktionell von n nnd ^ aoModrflckra sind, während 

09 Oft 

die Grinsen des Integials den Bedingnngen der An^be gemlss m be- 
itinunen sind. (Vergl. Anhang, unter £.) 

III. Die Formel des §.49 für Rotationsflüchen lässt sich aus der Formel 
(a) unmittelbar ableiten. Sey nämJich y = f (x) die GleichoDg der sich 
dreheodeD Kurve KN' (Fig.32), so ist y' + s'= f(x)' die Gleichung der 
entstehenden Rotationsfl&che, * somit: 

, /e « /8 g'«4'y»-K-f(^«r(«)' _ f(i)«H-fCi)*f (»)'_ f(x)Hl-^f(x)*l 

mithui, da die Grinsen von y sind — f(z) nnd + f(x) wenn man die halbe 
entstehende Fl&che haben will, ist die ganse Fliehe = 

Aber es ist 

/8y ^ . 7 \ 

Vf(x)«-y» V y-r« Vfü)'~y« 

also die Rotationsfliehe = 

2nJ^ f(x; V^r4- r (jö'ex, 

.die Formel des §. 49, II. 



la4imJ(ßMf) = ^^^^Jp=^^^^Jif irt. DtnnMh tet 4i« t^tlidM Fliehe 

nlbrt 

***** vev» ~ V 

f \axj Vcy/ ro* n 
der TaDgentUtlebene mit der Ebene der x y vorstellt. Daraus ergibt sich dann sehr leicht die 
Fomel (b). 

* Draht ileh BlaHeh NN' um OM', so besebrelbt Q einen Kreis, dessen Halbmesser ~ 
FQ = f<s). Sind am x, y, x dit Rooidiiiatm ligrad cinM Pnnktw dlaMr KnidlBi*, ■!•» 

eines Punktes der entstehenden Oberfläche, so ist x= OP, w&brend PQ*" y'-hz* ist, so das« 
da immer PQ' =^ f (x)*, nothwendig fär alle Pankte det kmnuaen ObmflSche die QleichuDg 
r(i)*=y* + x> bestellt 
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§.81. . . 

BdtpteIeniS.80. 

L In der £bene der xx liegt eiu Kreisbogen CB (Fig. 46), der an den Koor- 
dimAenwen der x (AB) und z(AC) eDdet; längs desselben bewegt sie), eine Gerade, 
die senkreabt »nf der Ebene der xs stebt nnd «Im eine p. 
Zjiinderllftche beschreibt Diese Zylindetlllebe iriid dnreb ^ 

eine Ebene geschnitten , die durch die Axe der z und dDKb 
die in der Ebene der x y liegende üerade AD geht ; raan soll 
das Stück BCD derselben berechnen , das von dieser Ebene 
«nd denSb^Mo der xy und x z eingeschlossen wird. (Kreis- 
ftmiget KMeiyewOlbe.) 

Sej r der n n lh we MW dei Kreisbogens BC , u. ^ die 
Koerdinnten aeioee Mittelpunkte« (die gewobalieb beide 
B^gntir sejn werden), so ist die QkiebaDf dee Kfeitce ud 
•Uo nneb der ZyliaderlUobe: 

8» X — « 




»X ^Vr»-(x-a)« «y. 
Die Pr«ijektieB der FJAebe Mif die Ebene der xj iit dne 



r- = 0. 



BAD, nnd 

wennAB = a, BD = b, ee ist die Gleidninf der Geraden ifD: 7 = — x; elf a sind 

die Gränzen von y für ein beliebiges x (= AE): 0 und x (=£1^, w&hrend die 
ron X «ind 0 nnd co dtku »Im die in bermsbnend» Hiebe iet: 

Aber ee i«tk wenn man X — s , X =: X a, Ii = 1 fetKt : 

J V»'— fr— «)' /V''— «• JY?^ \ tj 

lai nnn a di* Lftqge dec Bogena BC, ao iaft (§. 47): 



sdx 



-^r«r• 



• Vr»-(^-«)» 
mitliin die fragliebe FlAebe = 

Bleaff er, OHtaMltalp «. btsgiBl-ltodinaff. a. Aia. 



— : au 

a/H 

r 
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itt aber, wenn AC = h. I&r den Punkt C des KfeiMt s 

«i + (h — /?)» = r». — «Ol- |J)*. Vr»— «•*sh — ^, 
eben «o für B : 

je nachdem, ob ^ positiv oder negativ ist. Setzen wir ^ negativ voraus, SO is* 

y r» - «» - y7rz:(ä:i^» = h - ^ = b , 

mifchin die Fl&che : 

tb, ab b , , , . 

— hH sa=5 — (rh-+-«s). 

a a ^ 

#1^. 47. II. Um den Änlluigspttnki der Koordiiuitea O itt mit dem 

Jblbmetser t eine Kvgelll&elie beschrieben ; man soll das Aber 
dem Hechtpckc OC (Fig. 47) liegende Stilek derselben bereeknen, 
wenn OA = a, OB = b ist. 

Die Gleichung der Kugelfläche istx'-f-y'-l-2'=r', woraus 

(|i^*=: 1 -H ~-4-^=~= ,^— !La ==, und d» die Gr&nien ron y sind 0 und b, 
Ten z Aber 0 und so itt die fragliche FUehe = 

'/.'''/. V>»-I'-y 

Aber 
also die Fliehe = 

» /* ers rsfti=-~=^ 8«. 

Um das hier rerkommende Integral ni bettimmcD. tetse man in der Formel (7) 
des §.27: 

y = flre(^«Ai=-7r^=^ , ^= l,aIso t««, ^ — 

.y (r*-x*> Vr*-b^-x* y (r»_x»> \/r«- b*-x» yVr»-b»-x» ^ V 

. ^- ^' ^ — arc ( tin — — ^ , f are ( tin — —r^— — ^ 8 x s= 

77===^ — » er« — 7=^^=^ -i- b are (nn= — =J=^ , 
also die Fläche = 
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DaiSDi fblgt, dass > + soyn muss, wie aich von selbst TeisMhl, weBB 
Aber dem gansen Reebteck noob Kugelfläebe »\ch hof^ndr-n «nll. 

III. Durch die Kugel, deren Gleichung -f- y * -4- = ist, wird ein Zylinder 
gesteckt , dessen Gleichung- x " — r x -f- z' = 0 i>t ; man soll das Stück der Zylindcr- 
fiäclie, das innerhalb der üugel, so wie das der Kugelfläche ionerhalb des Zjriinders 
berechnen. 

Die Kugel hnt r zum Ilalbniesser und ihr Mittolpunki ist Anfangspunkt der 
Koor^ioateu; der Zylinder steht «eokrechl auf der Ebene 
der z s; * eeiae Graadfliehe itt eia Kreti rem Halbmeüer 

und dessen Mittelpunkt auf der Axe der x, in der £nt- 

tamng Y ^^''^SV*^^ Der DurebMliBStt der 

Ebeaa der xa mit Zyliader aad Kugel bildet alao die Fi- 
gor 48, wo ABA'B' der am O mit dem Halbaieiser r be- 
schriebene Kugelkreis, der um OA als Durchmesser be- 
Bchriebeno Kreis aber der Durchschnitt der Zylinderflächo 
ist. Die Axe der y liegt also auf (h m Zylindermantel. 

Was die Projektion der Durchsclinitt^kurve beider Flächen auf die Ebene der xy 
smbelangt, so erhält mau ihre Gleichung, wenn man z aus den beiden Gleichungen 
•llmtiurt. Dadaroh wgibt sieb'y'+rxssr*, eine Parabel, die durch diePniiktez=:r, 
7=:0 and x = 0, j=±r g^t (Fig. 49), so data EUE' 

diese Projektion rorstoUt. Was nun das Kagalatilek 
innerhalb des Zylinders anbelangt, so besteht es nus zwei 
gleichen Theilen, die sich im l'unktr A (I iju'. 4H) berühren; / 
der eine Theil liegt auf der Seite der positiven y, der / 
andere auf der der negativen y; lisraer sehaeidet die/ 
Ebenerer xy jeden dieser awei Theile wieder in aweii 
Bilfteo, so dass man' also bloss ein Viertel des Ganzen \ 
2u berechnen brauclit. Die Projektion eines solchen Vier- \ 
tels ist in Figur 49 die Fläche DFEG, wo also die Grän- 

aen Ton y sind: V?— rx (rür_DFE),^r^-^^ (för . 

DÖE). mithin. + ^ (^) Werth liat wie in U. let dat 

JCugelfläohenstöck : 





* Senkrecht auf der Ebene der x y kann man ihn nicht aofstehea lassea, da soast hl der 
Gleichung s nicht, Torkäme, was doch die Formel (a) verlaogt. 

21 • 
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Noiiui(§27): 

2 J 0 r-hx * 

Setat Oftii X =:s^ ^^2a, M ist^ da die OiiniM tos s sind 0 and Vr: 

/■v^ = 2 A^-^. ^ 2/fi - •«=« v- 5- »" (»-^D ' 

also die Fläche: 2r'« — r*« — 4r' r'w = rM2ff — 4) — 2 r'(ff — 2). (Vergl. , 
§. 78, IV). 

Was die Zjriinderääche iDDerhalb der Kugel anbelaogt, fO wird sie von der 
Ebene der x j in zw«i Hilften g»th«i1t, woron DFEE'F'D die Projektion anf die 

8x 8x 

Ebene der xy ist. Da au» — rx -h = 0 folgt : 2 x — r -f- 2 = 0, = 

r — 2x r — 2x 61 

- — , - ^ . :sO, ao ist die inttliebe FISelw: 



17. Eim Kegelfliolie, deren Axe die der s isl vad die dnreh Betetioa «aer 
dnrbh dea Anftagtpnnkt der Koordinaten gehenden Oetaden, die nii der Aze der 

z dea Winkel a maeht» am die Axe der z entstanden ist^ schneidet eine Kugelfliche, 

deren Halbmesser r ist, und deren MittolpMnkt der nämliche Anfangspttakt Itt» Man 
•oll das Stück der Kugelfläche innerhalb der Kegelflacho berechnen. 

Die Gleichung der Kugel itt -+- jr' 4- «' = r' and also wie oiiett^ 

V'"^ (H) "^(1^) =y7? _^^«_y» - KegeMidie aabelaagt. to 

wollen wir von einem Punkte fx,y, z) derselben auf die Ebene der xy uns eine Senk- 
rechte gezogen denken; die Länge derselben ist = z; verbindet uiau ihren Fuss- 
pnnkt mit dem Anftingspunkt der Koordinaten, ao ist die Linge der Yerbindongt- 
linie=: Vx^-f-j', and man liat olbnbar: 

als Gleichung der Kegelfl&che. Die Projektion der Durchschnittskurre auf die Ebene 
der z 7 ist aleo 
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ein Kreis rom Halbmesser t sin a, dessen Mittelpunkt d«»rAofluigapaBkt der Koordi- 
uAtea Demnach üt die fira^ liebe Flüche .- 

oder wean nu rjA»a=ft setei: 

+• 

— • 

Sodann iil» wie so eben 

+• +• 

+• 

^'J^are Qin = \/ ^tZ*I ) Ö x = 2 r « - 2 r « V r^a' = 2 r' « (1 -co*a> = -^r 'ir«»»|, 
— ft 

die bekannte Formel für eine sphari^clie Haube. 

Will man ein Stück des Kegels berechnen, das innerhalb der Kugel liegt, so 

siebt nwB attta'=(x'H-y^)«o<;^'a: z^=xeotg*a, ag^^joo^'o, g^=^«ol^'« 
= 1 -fc- eoCff'ff^ \— , also ist die FlXdie : 

^ tin a 

4- r »in a + Vt* tln^ a — x' -f r #f« « 



= 1*« 



V. Ein Kroiszylinder steht schief ftnf seiner Grundfläche; es soll sein Mantel 
berechnet wt rd(*n. Scy r der Halbmesser der Grundfläche, b die Lange der Zylin- 
deraxe, « der Winkel, den sie mit der Grundebene macht; ferner wähle man U tztore 
zur £bene der xy, den Mittelpunkt des Grundkreises zum Anfangspunkt der Kuor- 
dimtOD, die Ebene doreh tfe Axe des Zylinder« und die Axe der s zur Ebene der x s, 
M> dtia die iixe der x Pmijektion der Zylindenae «if die Ebene der xy ist. Was 
nun die Gleiehnag der ZylinderüAehe anbelangt, so denken wir uns durch den 
Punkt (x,y,z) derselben ein^ Ebene parallel mit der Gnindfliebe, welche die Zylin- 
dernxe in einem Punkte schneiden wird , dessen Entfernung vom gewÄhlten Punkte 
= r ist. Die Länge des Zylinderaxenstücks Tom An&ngspunkt der Koordinaten 
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bis so dieiem DoreluobDittoptiDkte Ut ao dan di« KoordiiMteD des Dureh- 



•ohnitttpuDktfl aind: ^^cmo, 0« 2, und man aUo hat: 

(s«ol|^ft — z)' + y» H- <t — t*. 
d. Ii. die Qleidinng der Zyltnderfliebe ite 

WD beide Zeiobeo gelten, da jedes s die Zjlinderttobe sweinul triflt Man ^eM 
dwMM; 

. _ r»(li:^'»)~y» __ r»-y'<ae'« 
f»— y* «©••«(r»— y")* 

Sind AB» CD swei Kfeise vom Baibmetser r, ist die Entftnnng 00' ihrer Mit- 
telpunkte = b oM a, so stellt Fignr 50 die Projektion der »i bereebnenden lUehe 

Fi$,SO, auf die Ebene dcrxyTor, wobei 00' 

^if Axp der X, OH dor y ist. Dabei ist 

jr \jy ^ ^ \_ AKHCHDdie Projektion der einen Hälfte, 

\ AÜBtFl) der andern. In diesem Falle 
\zr r* ist es ana bofaener, die Ponnel (a') aa- 

V / suwenden. Fttr eia beliebiges 7=5 OL 

^ L'"' siad die Qriaiea Toa X 



\ 



^1 o 



i 



für die erste Hälfte: - NT. " — I.M und 1-pr^OO'— P(> _ no' I.M ^ 
« « «weite „ : -h LM und LH = 00' -h (iR = 00' LM. 

. Da nun LM = Vi' — 7' und — r, -4- r die Orlaxen Toa j siad, so bat auui iür 
den Zylindenaantel: 

fr r 



— r 



9y « 
Sotst man hier y^ToAif», |^s:r«M9» so siad die fiiinaen rso f»: 0 «ad^ 

aad es ist die Flftohe = 

4rb y Vr^«M*ä#Ä»*^af>. 
t 
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QemäM §.67, VJl ist aber 4 V^l — cos^ a sin- (p ü der Umfang einer 

SUipMt dtfW Hftlbaxen sind: r and Tsina, und da diese Ellipse die Kurve ist, die 
man erhält, wenn man den Zylinder senkrecht auf seine Axe durchschneidet, so folgt 
hieraus, dass der Zylindermantel gleich ist den» Umfang des senkrecht auf die Axe 
geführten Schnittes, multiplizirt mit der Lange der Axe. 

VI. Man soll die Fläche berechnen, die durch Rotation der Lemniscate (Fig. 25, 
S. 180) um BA entsteht. • Die Gleichung der Lemniscate ist r' = a*co*2a) = 

(cM'tt — 4^»*«»), »Uo da r' = x' c<m' oj = ;^:^2 . «"»^ w — - , - , , so ist 
ihre Gleiehung in rechtwinkligen Koordinat«ii : (x^ -4- y')' = nVx^ — y') folglich 
die 01eiflh«ng der BotationsflAche, wenn die Axen der x und jr bleiben (§. 80, III) : 

(«• -H y«+ - y« - »•). 
Setol man die oben crwiUinteii Ptolarkoordinateo. lo ii(: 

r* s a' (2 «tf»' V Mf ' 4» ~ I ). 

Hieraus: 

♦ 

+ »* cm' ♦ (J^ r* = 4 a* #in» » «o# * » «of -+- 4 a* CM • 9 co#* ^ 

H- 4 a* wi* 4 »• c«** + ♦ 

= 4 a* «As* f ♦ 

= 4 a* # «w* 1^ — 4 a* «et * » «M* V a* ee«* ♦ = a* «#• ♦ , 

also 



la'eefv». 



Wae BttD die Qrftnzwertbe anbelangt» so sind die von 9, wenn man nur die 
durch AHB enstaadeDe Bftlfte erhalteii will, — nnd -^r; die eioem beliebigeii 

9 «otspreobenden Grftnswerthe toh ^ «od, wenn der Fol wie hier nieht in Innern 

det KörpMB liegfe, aus dem Kegel an entnehmen, dessen Spitze im Pol sieh befindet 

und der die an berechnende Fliehe nmhailt. FOr iinsem Fall ist derselbe eastandeü 

ff 

dnreh Rotation einer Geraden dnrch A, die mit AB einen Winkel = macht, um 

AB. l>ii ilie Cileichung dieser Geraden y = x ist, so ist y'-4-a*=x* die Gleiehnng 
des Kegels, also wenn man die Polaihoordiaaten einführt: ««e'iffem*9+j>m^ 
= co*'t^c<M'9>, woraus eiit*<f> = eee*i^cet2if/ , tg^}p = e9»2ip, ^^ = Voe s2y, 
so dass die Ortnaen Ton t|> sind: -l-«re(^= V«fle2<|>), — are(<!y= V«»t2fl>) und 
mithin die an berechnende HUIIe: 



• Findet sich naoh %. 49. III för r '=a* so* 2 « gleich 4 a*jr ^1 — eo# -^^ = 2 « ^2 — v 2), 
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^ W + are(tg = V«ost9) 

%*J* * 8»^CO«if»eif; 



Veos 2 gt) — »in [— are (tg =■ V cos 2 qp) j = 2 «in are (Uf = Vco* 2 <p) , und aUgemeia 
nHareitg = z) = :jj^===[|. 32. IV (f)J . »o i<t also die halbe Flifibe — 

-7 • 

Um das hier vorkommeiide Integral zu be»timmeii, Mtaea wir Mi9 2^ = v 
~-2#<a2yg^=sl, ^=s--^ da 2 y iamar poMtir Alioirt 

wobei nnn die GrAaxen von u lind: 1 und 0, also tob t : oo und 0. to fi rr 

y V M:^i?än?*'~ya+2T«)(i+T») 
t « 

Aber 



y<i4-2T^(i+T«) 



V2 



•) 2 1^2 2 V2 2' 

0 

alM die lialbe Fl*ehe = 2a»ir^i~^, die ganao " ''y^~' ^ W **»(2-m 
(Vergl. §. 160, II; §, 169,1; Anhang, unter €). 



§. 82. 
Bektifikation doppelt 



SoU man die Länge des Bogen« eiaer doppelt gekrümmten Kurve be- 
reebaen, deasco Eadabansaen (x) a und b'aiod, so wird man^ wie in §. 47 
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ainebmen dfirfn, cIam Sehne aod Bogen zusammenfalleD , wenn beide 

Qoeodlioh klein find. Da nnn die Länge der Sehne = y^x'-f-zfy*4-^E* ist, 
wenn sie sich vom Punkte (x, y, z) zum Punkte (x H- /Ix, y -f- Jy, z -f Jz) 
erstreckt, so ist also, wenn Ja die Länge des lieh twisehen deneelben Punk- 
ten entreckenden ELurrenbogenB ist: 

äl 

Or .. . ^* — ^ ^ , ^' -«=±1, 

d.b. 

8: 

woraoA dann leicht folgt» das« die Länge de» in berechnenden Bogen» = 



wOg^, ex **** ^'"^^^ Gleichungen der Kurve gezogenen Differential- 
qootienten sind, und das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem der Bo- 
gen wächst oder abnimmt mit wachsendem x. In dieser Beiiehong gelten 
überhaupt die in §. 47 schon gemachten Bemerkungen. * 



• Man wird sich *von der I.Äpge eines Kurrenbogcns immerhin den klÄr«t<»n Bepriff 
macbeDj wenn man denselben als ürflnze der Summe aller Seiten eines eingeschriebenen (ge- 
ftAta^Mi) Linltangi <|.>47) MitkH EM dt« eaf 4tr x-An gtit m owi AbMtad« der 
Bckpnnikte 4m ZegM MmHldi = Jz((L k. tat dl« Pwjaktton «Iter BtStm anf d it s-Aze 

gleich Jx) , M fsl di« Linge irgend «iiMr Seit« = "y^l ' ""^ ** 

ta*dlweLl4sessilx)/l+(^^)V(^y+«Jz. Die Somne ^ Srilw tat ata». 



venu wir 



d s SummenMidMn 2i gebnuiolMB: -£ Jx H-£a Jx. Der 

k 

OftBEWMth d« «nt«! Thtita iai(!k.9B)J^ \x'^l -I- + (J^ . der des sweiten 

UmBs ab«r Noll (§. 7. IV). Demnach Ist der Grlozwertfa der Summe aller Seiten det LlaieB- 

b 

tilgt, d. b, der Karveabogea ^ ^ GO 



auf BeMiehaong dieeeo Anadmek a|^ch Mhreibea kaao: ^'^ ^^%) ~'~ 00 
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I. Man soll die Länge einer auf eineo MoknahteB gjlhidrtr Tom Ball 
gowickclten Schraubenlinie berechnen. 

Die Gleichungen derselben sind x =Teosa>, y = r sinm, z=:ara) , wo a eine 
Konstante ist, und w den Winkel bedeutet, den der vom Punkte (x, y, z) senkrecht 
auf die Zjiinderaxe gezogene Halbmesser des Zylinders mit der Axe der x macht, 
wenn demlbe ron 0 Im in*« Unbegränzto gez&hli wird. Demnaeh: 

8y »« 

6y 8« _ rgtff _ 0^ bm ar » 

aa*" 8^ "—rm*"" ^x"" 8« ~— r*i»*~ Hmm' 

= f yVnii'*+«of*«+a*8*=rV'l+ay8«=rVr'f*«'*< 
mithin wenn 0 und n), die Qrinawertbe von « sind, lo iai die Liage dei Bogent s 
r«, Vf+ä* = V^I-h»', wo % die Ordinate des Endpunktes ist 

II. Mao soll die Länge des Bogens einer auf einen senkrechten Kreiskegol ge- 
wiekelten Sohraubenlinie bestimmen. 

^Man kann sieh die ftagliebe ScKraubenlinie in folgender Weise entstanden 
denken. £ine Gerade, die durch den Anfluigspunkt der Koordinaten geht, maehe 

mit der Axe der x den Winkel a und drehe sieh mit gleichlbnniger Bewegung um 
diese Axe, während ein Punkt in derselben, der vom Anfangspunkt ebenfalls aus- 
geht, sich mit gleichförmiger Geschwindigkeit bewegt ; alsdann beschreibt die Gerade 
die Kegelflache, der Punkt die fragliche Schraubenlinie. Um die Gleichungen der- 
selben zu finden, beachten wir zuerst, dass die Gleichung der Kegelfläche i8ty'-1-z^= 
x' (^^ a (§. 8 1. IV) und diese die eine der Gletebnngen seyn wird. Seyen nun x, y, a 
die Keordiaaten des besehreibenden Punktes rar Zeit t, se wird, #enn e der Wiiücel 
ist, den die durch die Axe der x und die drehende Gerade gelegte Ebene in der Zeit 
1 zurücklegt, ctder Winkel seyn, den diese Ebene in jenem /t'itmnment mit der 
Ebene der xy macht, wenn diese letztere Ebene die anfangliche Lage der beweg- 
lichen Ebene ist. Ist ferner a der Weg, den der beschreibende Punkt in der Zeit 1 
aufffleklegt, so ist seine Entfernung vom Anfangspunkt zur Zeit t gleich at, und 
wenn man nun die bewegliche Gerade ia dem Zeitmomente t auf die Ebene der ys 
prqitairtk dabei Toraussetat, dass der Winkel et in der Richtung Ten der Axe der y 
ra der der z gezählt wird, so wird c t der Winkel seyn, den diese Projektion, deren 
Länge = at«na ist, macht mit der Axe dery. Daraus folgt, dass noih wendig 

jsatemaeM(et) ist Daanoh ateoectsz, so ist tss^^^undnumkaanda^ 
her folgende swei Gleiehungen als Gleiehungen der Schraubenlinie anfrtellen : ' 

y = x<oaeo#( — i = x(aaun( ■• j , 

woraus von selbst folgt y' -t- s* = x*tg*a. Was nun den Quotienten — anbelaagt» 
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M kmnn «r in etwa« uderit Weiae MUg»draeki werden. Sej ntalidi' y die Zeit, in 

2m 

der die Oerade eine Telletindlge Dmdiehang niaelii, so dau alte et=:2ir,T = — t 

a 

•0 wird der bewegliche Funkt ia dieser Zeit den Weg ar — 2 ff xuiücklegen, und 

& e 2v 

wenn wir dieeen We^ mit h beieiehnen, so ist -— 2ff = b, *—=: -r- nnd eeaind end- 

9 an 

lieh die gesucbteo GleichuDgen : 

'Was übrigens h anbelangt, so ist es die Hfthe eines Schraubengangs, 
d. h. die Entfbmaag derjenigen Punkte» in denen eine SeitmUnie dee Kegels (eine 
dareh den Sobeitel gehende, anf dem Kegefanantel liegende Qerade) dia SabranbeD* 
linie tehneidei. Jetat ist 

8t /'2«x"\ 2«x . r2itx\ 

-^ — tgacMl r I — r tfttstnl ) . 

9% Vb«M«y nsosa ' \heotay 

s . /'2iri\ 2nx /'2itx\ 

-z=ztfa$m{ r ) 4- r t^aeoMl I , 

X vasesay hcosa ' \jkcotaj 



es 

8 



4rr»x' , _h»H-4f>»x»fy«a 



(ötA* /fx"\* . . 4rr*x' , 
ixj vPxy h c<># a b'co»*« 

also wenn man die. Länge der Schraubenlinie vom Scheitel (x — 0) an rechnet, bis 
au denjenigen Punkte, dessen Abszissse x = x, , so hat man für dieselbe : 



1 

hcosa 



ypb»+4n'^'«a«8a=^^^-^ p'-Vb« + 4«'^««.a.- + 

h ' / «^2«»>a4'Vh'-^4^»*^^»»^i ^^ 
lntga\ h )}' 

Zu ig a 

d. h. wenn niaa aur Abkfiisnng — ^ — = k sotst, so ist diese Linge = 



2ce«a ' ^ 2ke0«« 

Für a _-ÜO'^ wird die Schraubenlinie /.u einer Spirale in der Ebene der y /., und 
wenn dann die Entfernung des Endpunkts rem Fol ist^ so ist oben ~z=U» <^ 

ka, = — r — -T— , ktfoeass-r""™* '*'"»T=T» so ist die Länge der 
fi cotti u n na * ^ 

Spirale : 

iL V.:^» + ± ,(^ldlV^ll3-'). (J. 48,111). 

UL Man soll die L&nge der Dnrohscbnittsknnre der awei in §. 81 , III betraeh- 
teteii FlAehen bestimmen. 

Die Oleiebnngen derselben sind x* -h y ' -h a' = r*, a* x* — r x = 0, woraas 

, lA-^; - r — 2x 8y r 

rx-xS jr=\^r--rx. = Fx = " 2 Vr"*^« ' ^ "^^ 

Veli>^"^VexJ - ^ 4(ri~a«>"^4tr*-ra> ^ ^ 4x(r-i) ^ 4r(r-x) - 
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*£& — — £*LjlLli== J nitliiii, dft dia DnnliMhiiittekiirre durah 

4x(,r — x) 4x(r — x) ' 

die Ebene der x j io vier gleiche Tbeile getbeilt wifd, ud die Gränzen ron x Hbr erneu 
derselben suid 0 and r* m iit dieier rierte Theil = 



>0« 



Vt 

Man sctxe hier x = rc<M'<)p, was man darf^ dn z^q, io find die Gränxen Toa 

« 8s 
f:ynndO, und es iet^ = — 2r«N»^eM9, aleo 

r 0 



V r /• r-4-x . Vr r r-hr cor 9 « , 



e 



y« yi — «M*^Vi4-«w*f» y« /e 

n 

Diese Grrsssp ist aber 57, VII) gleich dem riorton Thoil des l'mfangs einer 
Ellipse, deren Ilalbaxen tV2 und r sind, so da«« also die ganze Länge der Klirre 
gleich ist dem Um&ng dieser Ellipse. 

17. Man aoll din Länge der DarehiehnifttiliBM der Kogel x*+y'4-n^a* nnd 

des elliptisciien Zjliaden ^ + gr = 1 (b' <a') befeohnen. 



Man nlehtans x» ^ -h *' = »», b«x*-»-a»j* = »'k':y=-j-Vä»^x», 

1= — ~ V^L^' = ~ Va wenn a' - b' = e'. Daraus = - 

b» 8»_ ei f^jy y^ez>i»_ aMa'— b' x» -t-e'»* 



a» 



Für den vierten Thnil der über der Ebene der xy liegenden DurchflebnitUkurre 
sind die Gräozen Ton XiO und a, so dass also -derselbe = 



r ^x _aÄ 

0 

mithin der über der Ebene der xy befindliche Theil = 2a7r, d. h. gleich dem Um- 
fkng eines grOisten Kreises der Kugel. 

V. "Wollte man bei diesen Aufgaben die Polarkoordinaten des §.80 
einführen, so müsaten etwa r und aU Funktionen vony betrachtet werden, 
und man hätte 



Digitized by Google 



888 



wo DOn 



«Ito 



— ^ w»— MÄi» «»»^T-^ — r«»»^tm9 , 

09 Of» 9^ 
fix 8r . . ^^8* 



10 doao, wenn , die Gr&nsen von 5p sind, die Lioge des Bogen« = 

9o 

wo Dan r and ^ durch 9 vermöge der Gleicbungeo der Kurve aas- 
zndrücken sind. 

Meistens werden diese Polarkoordinaten mit Vortheil dann angewendet werden, 
wenn die Kurve , deren Länge berechnet werden soll , auf einer Kugel liegt , da in 
diesem Falle r konstant, gleich dem Kugelhalbmesser, ist. Alsdann ist die Länge = 



uro r den KugeUuübmeMer bedeutet. Wollt« man hieraaoh etwa die Aafgabe lY 

a* h' 
IXieeo, m wIn rs=»» und eM'«|ieM«9-hgr«M*i^eAsV=l>0MV= ^w^bW^* 

•w— b'(2a»#m9Cos9-2b'#m9Co*9) „._^ 8» b'(a»-b»)Wii9«>i9 

-»«•♦•«♦j^ (1^.^1,4. k.«^.,)» ••^♦*^8^-(a»j<^V+bW#)*' 

1 I /^ön* b*e*m»9— *» . . , S-. (a*~b')<fts <9 
va9y (a***i*9+k*<w»*9)* a*m"9-hb*«#**9 

'"a»«»*9-<-b««of»9* <a>j*s»9-l-b«iii»^* 

/8^N« b»e»ws»9 , b»(a"««*«P4-b»«w'9)^-b»e»oo#»9 
= (aW9+b«t.-»»'(.ö^j ^ ^^-^-^ — = 



<a*m*9H-b>Mt«9)* 
a*b» /Te^Y " ~ ,~ _ ab 

(a*««i*94-b*eM*9)** V \Ji9J '''~a»jAs»9 + b»«w«9* 



also da Ar den vierten llieU der Kurve die Grinsen fon ^ siad 0 und so ist die 
Kurvenlioge: 

y« a*«t»*9H-b'MM'9 J • a* — e»«M»9 ab 2 
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VI. Die Kugel x' -f y' -f- z* — b' durchschueidet dlo Fläche (x'-t-y'-l- 
s'x' + j'-f- c'x\ wo a^>>b'>c'i man »oll die Lange der DurduchnitUkurre 
berechnen. 

Führt man Polarkoordinaten ein, so ist r — b, also b' — a'co*'»p<;o*'<p 

■»«■« "»»"»♦-«'= «'.'''-''=''.«*''l'= 



9 



da für den Mbtea Thidl der DofdiMliaitCikiirre die Grimen tod 9 aiDdO und ^ 
•o ist die Karre = 

d. h. gleich dem doppelten Umfang eines grüssten Kugelkreisec. 

§.83. 

BeMebemf yod K8fpeiialial«M. 

I. Soll man den Inhalt eines bcliobig begränzten Körpers snchen, so 
wird man durch Ebenen, die parallel gehen mit den Koordinatenebenen der 
xy, xz, yz denseben in Prismen zertheilen. Sind die betreffenden Ebenen 
in je gleichem Abstände und zwar die mit der Ebene der x y parallelen in 
dem Abstand« äz^ die mit der Ebene der zz parallelen in dem Abstände ^7, 
die mit der Sbene der y z parallelen in dem Abstände Jx, so wird der Inhalt 
eines solchen Prismas JxJjJz seyn. Je kleiner nnn Jx, Jy, Ji sind, 
desto mehr solcher Prismen werden sieh im Innern des seinem Inhalte nach 
IQ berechnenden KOrpetranms befinden, so dass, wenn wir ^z, /Ij, dz nn- 
endlich abnehmen lassen, diese Anzahl immer grOsser wird. Allerdings 
werden durch die gezogenen Ebenen im Innern des Körpers nicht laater 
Prismen gebildet werden, vielmehr an den Begränzungcn hin unregelmässigere 
Körperstücke entstehen; je kleiner aber Jx, Jy, sind, desto kleiner 
werden auch diese unregelninssicron Stückchen werden, so dass, wenn man 
/ix, Jy, zfz schliesslich als unendlich klein ansieht, dieselben um den 
Körper herum eine unendlich dünne Sc liichte bilden werden, ileren Inhalt 
mithin verschwinden wird. Wir haben demnach das Recht zü sagen, der zu 
berechnende Körper bestehe bloss aus den unendlich kleinen Körperelementen 
Jx Jy Jz, deren Summe also den gesuchten luhait ausmacht (d. h. letz- 
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terer sey die Gränze, der sich jene Summe nähert). Was nnn die Begrän- 
jung des Körpers anbelangt, so wollen wir uns (Fig. 45) auf der Ebene der 
xy einen senkrechten Zylinder errichtet denken, dessen GrundHäche MN sey, 
und das Körperstück berechnen, das ionerhalb der Zylinderwand und Stücken 
vun gegebenen krummen Oberflächen .liege, die den Zylinder durchschneiden. 
Sind DUO Zo » die Werthe von z als Funktionen von x und wie sie der 
unteren and oberen dieeer krammen Oberflichen innerhalb dee Zylinders ni- 
kommen» so wird die Grdsse 

*« 

• Jy^^iss^X Jy(zj — z») 
u 

die Summe all der unendlich kleinen Prismen ausdrücken, die öber dem un- 
endlich kleinen Rechtecke PQ stehen, wenn x, y die Koordinaten von P sind. 
Also wird, wenn y,, yi die als Funktionen von x gegebene^ Werthe von pR, 
prsind, die Grösse* 

den über dem onendlicb schmalen Streifen Rr liegenden Körperstreifen aus- 
drücken; endlich, wenn a und b die loiiersten Werthe Ton x(OA, OB) sind, 
so drOekft 

den gesuchten Kffrperinhalt an«. Dass man bei der Sommimng keineswegt 
die eben eingeschlagene Ordnung einhalten ronss, ist wohl klar, so dass die 
Ordnung der Integration eine willkttrliche ist. ^mu so wird man unschwer 
einsehen, wie man sich in verwickeiteren Fällen zu helfen h&tte. 

II. Führt man statt rechtwinkliger Koordinaten die bereits in §. 80 an- 
gewendeten Polarkoordinateu ein, wo nun r, <p, \p die drei neuen unabhängig 
Verinderlichen sind,, so ist in §. 79,*y : ^ = r coa g> coa tp, tp — rain (f coe t/;, 
6=:rem^, n = r, v=9^, w — also: 

OQ OT OW Ott 



. . 80 . 80 ^ 80 



woraus dann H=sr'0M^, denraaeh: 

wo nun die Gränzen des neuen Integrats den IJedingungen der Aufgabe ge- 
mäss XU wählen sind. Liegt der Pol im Innern eines allseitig geschlossenen 
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Körpers, so sind die Gränzen nach r:0 und r, wenn r jftzt die aas der in 
Polarkoordinaten gegebenen Gleichung der begränzenden krummen Obertiäche 
gezogene Funktion von 9» und tp ist, die, dort mit diesem Bachstaben be- 

seichnet wird; die Griozen von ^ sind — -j und -+- von |p:0 und 2nr» 

•0 dasi also dum der KOrpwiDlult = 



Ut. . 

IQ. £• liatt SMh imt der eben gelfandeDen Fotmel eioe geometrieche 
AbleitoDg geben, die wir bier*bei(&gen wollen, d« lie die Anetlnde beseitigt» 

die eine Anweadaog der Formeb des §. 79 beben kOnnte. Denken ^ir ans 
nämlich im Inoem des so berechnenden Kdrperraums einen Punkt, dessen 
Polarkoordinaten r, 9) , t// seyen , ziehen den Fahrstrahl r nach dem Pole ; 
projiziren denselben auf die Polarebene (Ebene der xy), so wird die Projek- 
tion mit der Axe der x den Winkel <f , so wie mit r den Winkel tp machen. 
Wir wollen uns nun r um J r verlängert denken, so wie r selbst sich um den 
Winkel J\p gegen die Axe derz sich drehen lassen, so dass also r nicht aus 
der durch r und die Projektion von r gehenden Ebene heraustritt. Alsdann 
wird, wenn /ir, J ip unendlich klein sind, Jr ein Rechteck beschreiben, 
dessen Seiten Jr und tJip^ dessen Inhalt also = rJrJip ist. Lässt man 
nnn die Ebene, in der dieses Rechteck sich befindet, sich drehen om die Axo 
der I und zwar denWinkeM^dnrchlanfen, so wiid, für ein onendlioh kleines 
das Becbteek ein Pnrallelepiped boschreiben, dessen Orondlläche eben 
jenes Rechteck, dessen H<lhe aber sr^M^zl^, so dass sein Inhalt = 
t*ea§%fiJfJtff J^_iBU Dieses ist nun ein KOfpcörelement nnd durch Snm- 
numng all der Körperelemente erhält man den Körperinhalt, wodurch daiMl 
obiges Integnl wieder snm Vorschein konuni. (Vorgl. Anhang 3, L) 

§.84. 
> B iiiyi<ie«fct.gS. 

I. Man soll den tob dem dreiaxigen £llipioide (§. 51, 1) umscblosienen Körper- 
raum berechnen. 

X» y» 1« 

Die Gleichung des Ellipsoid« ist + gj- + ^ = 1 , und es wird von der Ebene 

X* y» 

der z 7 in einer EUipte geiehnitten, deren Gleiehnog j^j -H gf =s 1 iaft. Demnaeb, 
wenn man die Abe r der Ebene der stehende HilAe erhalten will, ist i^=sO. >( = 

1— — • ^» ; ferner ist die Gleichung der Kurre MN (Fig. 46) ^ H- ^ = 1 ; 

Je = — h \/"l~~~T . yc = b — ^ und die Gr&ozen von x sind — a und 

a, so dass die fragliche UalfW = 
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bc 



2 



Bitte amii di« obi|rea Polarkoofdinatoa eiqg«liiliri, ao win 



r 



a»b»c» 



b*c'cM*«>«o«'9+A*o*«M*^#in*9 + a*b*«i»*^* 

ist 

2" .+ « 



'—rÄ — »bc«. 



d. b. man hat: 



l\^f ■ go* » 8 » 4» 

t [b'c*<jo*»v«»*'»> + a*c=c<M'V«*i»y + a*b'«n»»»J« »'b»©» 

ein Resultat, auf das wir später wieder carOekkommeii werden. jSetat man Obrigenfl 
b'e' = a<. »»o'=:/i», n^b»=/», naAm^^y peutir, w iet a>b*e< = a/}^, alao 



IL Man soll den durch Rotation einer Lemni«oate (§.81, VI) entstandenen 
n^per bereebnen. Derwlbe ist; 



n , 



Dm dieeee Integral «i bettimmen , eetie man eA»^ sz, «m«^ ^ = 1> 
1 — z* and hat * 



DIeaf er. MAngiiia- m. laMfnl-Bfohanr. 1 AalL 2S 

Digitized by Google 



8S8 



= 4 8 



(«m29— 2x'««»'9)' 

» (co# 2 y — 2 ^ 8co«2» (go»2» — 2x*go«'f>)^x 



4 8 

3 CO»' 



8^2 

alfto da X = «in if; : 



*2y /- . r2<-o»»,>>y 
orc I «I« = X V — I 



+ W22_^/'^^^^^^ 
8V2«M9 V Vcm2i» y 

Da ferner «m orc {tg V <^<m> 2 opj = —====, eo« arc (to = V eos 2 (s) = 

Vi-heot2# 



.«0«^ arc (ra =^V co9 2<f ) — 1 = 0, «o i«t 



4.«re(rj;=Vfo*2 9') _____ 
/I« « t « 8e«i*2» . ■*/ eo»29 cot 9 



_ 3go?^2y 

also der Inhalt : 



4 



«»' «»' 8 



ff 



, , 1 -H CO* — 

<ra'_ ffa* ^ 4 



6 4V2 , ff 6 
1 — «ot — 

(Vergl.§.60. VI.) 

* 
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HL Ein «enkrechtcr Kreiszylinder wird mit einer Ebene , die durrh einen 
Durchmesser seiner Grundiläche geht, und mit letzterer den Winkel « macht, ge- 
schnitten. Man soll da«« Körperstück berechnen, das dadurch Tom Zylinder abge- 
schnitten wird, wenn r der Halbmesser des Zylinders ist. 

Niranit man den Mittelpunkt der Grundflache zum Anfangspunkt rechtwinkliger 
Koordinaten, den fraglichen Durchmesser zur Axe der y, die Gfundilldie zar Ebene 
der zj, so isl die Gleiehtugr des Sehnitta: s = xtga, und es sind die Grftnxen reo 
«:0 vod xtga^ ron y : — Vr'— x* und Vt' — x', reo x : 0 und r, so dass der 
XD bereeluiMide KOrper gleich 



2 

Dabei iiiri^a die Hohe des KOrpersitteks, so dass leUteres = -|-r'h ist, wenn 
mii h die Hohe boEeiebnet. 

FsO, da die in intcgrirende GiOise xum Theil toiagin&r vird. 

IV. Es kann sich ereignen, dass bei der Berechnung eines Körper- 
inhaltes (überhaupt eines bestimmton Integrals) die Gränzen für die Berech- 
nung selbst sehr unbcfiiiem cewälilt werden müssen, dass ab<r, wenn man 
etwa weiter gehende Cäränzen nähme, die Kechnung sehr erleichtert würde. 
Natürlich erhält man auf diese Weise nicht den gesuchten Worth ; ist man 
aber im Staude, nachträglich das auszuscheiden, was zu viel erhalLt u wurden, 
60 ergibt sich der richtige Werth unmittelbar. Dieses Ausscheiden wird 
dann immer leicht seyn, wenn fttr alle Werthe der Unabhängigen, die 2q 
viel eingetreten aind, die Elemente des bestimmten Integrals rein imagin&r 
(d. b. TOD der Form bi) sind, während sie begreiflich f&r die Übrigen Wertbe 
reell seyn mflssen. 

In diesem Falle erscheint dann der gefundene (nnricbtige) Werth unter 
der Form A + Bi (§. 4), wo A und B reelle Zahlen sind, und es ist A der 
wahre Werth des Integrals. Wir wollen diess dnreh ein Beispiel erlftotem. 

Es soll ein fiUek eines dreiaxigen EUipsoids bereehnet werden (Nr. I), das be* 
giiasi Ist Ton der Koerdinaton-Ebene der xy, der der xc vnd eider Ebene, welche 
durch die a-Axe gehfc und die Ebene der x y in einer Geraden sehneidet^ deren Olei* 
ehuag y = nixast(in>0 Torausgeseisi). 

Wie in I handelt es sieh hier um das doppelt bestimmte Integral 



dessen CMnsen aadi x und y ans der Pr^iektion des Uragliehen Stfieks auf die Ebene 

der xy «u ermitteln sind. Diese Projektion ist ein elliptischer Ausschnitt, hegränzt 
Ton der x-Axe OC (T.äng'e ~ a), der Geraden j = m x (O A), und dem elliptischen 
Bogen zwischen beiden Geraden. Für alle Punkte innerhalb dieses Ausschnitts ist 

22» 
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B«ls|>l«l. 



bekttDlltlieh J^*+-gT<l. »bo y l — r» — er »^^^^ (positiv); geht raan aber über 

den hcgränzenden eiliptuckra BofMi hiuuf, to wW Ti-*-Ti>l. 

/ — »0 , 

1/7 y* 

y "f«"» ünagiDÄt (d. h. yon der Form Mi| wo M reell). 




Wollte nmn die Orlmen bloM ianevbAlb 
des fragliolien Schnittes angeben, to mflsste 

man nothwondig das Integral in zwei theilen 
und, zwar wenn AB panilk l drr y-Axo, für die 
Punkte im Dreiecke OAB, und die im Abschnitte 
ABC. Was den Punkt B anbelangt, so ist 

ab 

•eine Abszisse (die von A) eleich -7====; 

Vb'H-»""* 



in OAB ist y = m x, in BAC aber y^h yi- — ~i (da die Eadpunkte in AC liegen). 
Demnach win der fragliche Körpemiua» wenn : 



ah 



00 a « 

Statt nun nbcr diese beiden rntcgrale zu berechnen, wollen wir OA verlängern bis 
zum ZusarmiK'iitrenVn mit der auf OC Senkrechten CD und die Gränzen auf das 
Dreieck OCD ausdehnen. Für die i'unktc in ACD ist, wie wir schon gezeigt, dat 
Integral rein tmaginftr. Darant folgt, da«s wenn man die GrOaae 

a, m X 



• 0 

unter der Korra M -f- N i ermittelt hat, M der verlangte Inhalt ist. 
Setzt man (§. 79, IV) y = x s, <o ist die (b) : 



e 

Aiber 



z' 
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Daraus folgt, du» (b) gleich ut: 



woTOB der sw«ite Thnl so TerwMfiBii ist Der gesuchte KOrpwiiihttlt ipt alle 

abc / a 



e I 8z abc / 



Für m = 00 muss man den Bebten Theil des £Uipsoids erhalten. Der obige Ausdntek 
abc K 

gibt dann aber ^ , wie rerlangt (Nr. I). * 



YierzeluLier AbschniU. 
Weitere Untersuchuiigen über bestimmte Integrale. 

§. 85. 

DUrsKcniiraiig bsstinaler Intagralc 

I. Dm bestimmte Integral yf (x) dz hängt bloss von den Werthen 

Ton a und b^ so wie den etwa nooh in f (x) vorkommenden Konstanten, be- 
greiflich aber nicht von x ab. Gesetzt nun» a nnd b seyen Funktionen einer 
Gritoae a, die etwa auch noch in f(x) vorkomme, was wir dadurch anzeigen 
wollen, dass wir f(x,o) f&r f(x) schreiben, so ist natürlich das bestimmte 

Integral '(x, a) d X eine Funktion von «e, und es kann mis die Aufgabe ge- 
stellt werden, den Differentialquotieoten dieser Grösse nach a zu bestimmen. 
Seynmi 

yf(x,o)8x = F(x,a), aUoy^ f(x.o)8x r(b,«) — r(a,a), 

80 ist (§. 16): . 

^ Pti .fi 8r(b,e) ab . eFO»,ft) er^ea aF(e,a) 

r^J J^^^'^^^'^—iih^ r^'^~ibi hTT» 8;r*' 

^ Mao veigl. hieeiift: Baabe, mathsmalische UitthsilangtBt IX> Hsft, S. 81 ff. 
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Nua ist ftber 



demnach ist 

Was ferner die Grösse 

6F(I>.«) eF(a,«) _ arF(b,<i)~F(a,a)] 

8« a« 



«obelangt, so ist sie gleich dem partiellen IMfferentialqaotienten von 

t'(x,a) dx nach a, weuu mau dabei a uud b aU uuabliüugig voüa ansieht. 

Derselbe ist = 



SO dass endlich 



8I1 8 a 

Sind b und a anabhAngig von o» so sfaid Null a. s. w. 



Bciiplele. 

II. Der Satz (43) ist eine firucbtbaro Qaello. für Bildung bestimiuter Integrale. 
So ist (§. 43): 

yr»-"- = •>«• 

Uierau« folgt durch n malige Diflereoxirung nach a : 

y?^..«.<*.)«K^(-i)-;;„(^4,^). 

Die hier Torkommenden Diflcrcntialquotientea lassen sieh leioht bettlnuaen. £• 
ist nämlich, wenn wie immer V — 1 = i : 

Ä» + b' 2bi La+bi »— bÜ' e»- Va»-f-bV 2bl Ma-Hbi)-*» 
(--l)"1 .2...n_ 1 _r(»-bt)"^«-f a-l-bi)°-^' -| 

(a - b 2bi l 7^4- b')"-» J • 

ho dass , wenn a -f- b i = r {fiM 9 4- i «sn 9) * also a — b i = r (eoe ^ — i «m^) 
($.4, III), man hat: 



Digitized by Google 



DMlnUgral/^ -j-Öx. 3^3 

bi) — (& 4- b i) -^5 <«n(p-i-l)» / 6° / b \_ 1.2...n<m(DH-l)» . 
2bi(a»-4-b»)«+» bf-+» • ^ '^Bä* V?+Py 

Eben so 

^""^^"öa" Va* + bV 2 8a° La-Hbi a — bij ' * 
mithin 



WO 



r = V»»-|-b». *m, = -^, = a>0. 
Fnoerttt (f.43): 

HttTMU folgt, wenn mnn nnoh a dübwnzirt: 

A 2a8x _^ 1 - JL _ « , 1 - A 

_ ~y, (»>4.x»)« 2^ 4»»' yo (»»+x»)'"8»* ♦••~4»*V2 V ^ ' 

£• TOTStdit tieli hiebe! ron selbst, dass in dem Satse (43) alle Torkommeitden 
Grossen bestimmte endlidie Werthe haben müssen, wenn er gelten selL 

^ . »"> b X „ 

Das integral j ^ — ^ — 8z* ^ 
III. Man hat, wenn a und ^ nieht negatir; 

Da aber 

y V*'m(b»)8a« ~ ^~°' dit(b«), *i*»(b«)8x = ^^. 

60 ist also 

man hier etwa a = 0 , ^ = 3C , so ist für b > 0 

ein wichtige^ Besoltatk das wir sogleich noch in anderer Weise nachweisen wollen. 
y^8xy^e-«»mx8y=^y^6y e-«»s*ix 8«. 

Aber 



Man hat ^ 
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344 ÜoppelintegnU«. 
abo d» llr jr = 00 und pontiTtm X : e~" = 0 : 

/• . . , tinx 

Feramr 43): 



demnach bt 



8i 

SttttoMa hier bs fllr z, «Ifo ^ = b, to siiid tOat b>0 di» GfiaaM rm s:0 

wid 00. mithin 42) 

d. h. M ist Mob: 

(d) 



y^!H^>ex«|.. b>o. 



B«gtimtiit« DoppeHaiegnl«. 

IV. Hat man das bestimmte Doppelintegral (mit koastauteo GräDzeo) 

J*^J X y[^f<x.y,«.«8y=V 

UDd sind a und b Funktionen vod a; a', h' von ß , so ist natürlich eben so 

wie mau aucii aus der Gleichung (b') in §. 77 ableiten kann, die hier gibt: 
V = F {b, b', a,^> - F (b, a', a, ^> - f (*, b'. a,^) -h F (a. o,^) . 

wenn 

(1, y , «. ^) e y = F (x. y, a, ^) . 

V. Wir fügen hier noeh folgende Beispiele bei: (Vergl. „Aohtog'' 9). 

1) Wie iu §. 81, II sej' in der dortigen Fig. 47 U der Mitteipuixkt einer Kugel, 
deren Balbmeiser aber = OC ley; man «eU aim OA = m , OB n ao befthnmen, 
daM das Stflek Korper, das swiiehen dem Ober OACB atehenden Parallelepiped nnd 
der KttgellUohe liegt, ein Maximnm aej. 



Nach 83 ist der Inhalt ^ J^^ ^^J^ 8y e«,x^-i-j'-h*'=r',«i^4-n'=r\ 
=y]"e xy^Vr«-!»— 7* dy eb Maifanam , nnd m> H- a* « t». 



»o daas al«o 
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Alto ißi aaeh f 73 : 

am • an ~ 

zu Mtzen. Aber 

®^ /"Vi i ia r' — ni' Ji e? /■tz-i i r«~tt* « 

■o daw 

Daraiu 

Da wenn n F^nkCioD ron m: 

4in»~"8»«^ 8öi 8n8iii^8n>V8aiy ^8b8»»^'"'* 

ODd bier 

8ni»~ "* 2 • Öm ön " ' 8n»T~"2^' eö~¥ 2 * 8bi~ n'äür'-^i»' 
•o ist für m = n = r Kl: 

rfm^ ~ V 8 * 
also negatir, so dau v ein ^Jaxiniuni ist (§.24). 

2) Wenn man zwei Räder konfstruiren soll so, dass ihre WinkolpT-^chwindlg- 
keitcn in einem gegebenen , sonst aber beliebig veränderlichen oder konstanten 
Verhältnisse stehen» und es ist a die Entfernung der beiden, parallel angenoniineaen 
Drehazen, alta aneh dia Entfernung der zwei Punkte, in denen diese Axen die £bene 
treffen, in der die beiden Bidet Hegen, lo kommt die Aufgabe oflbnbar daranf bin- 
aUi in dieser gemeinschaftliebea Ebene swei Karren zn konstmiren» die, indem aie 
sich um die Axen (Punkte in der geraeinschaftlicben Ebene) drebea, sieh auf cinaa* 
der abwickeln, wobei die GeschwinHickcit der Bewegung das gegebene Verhältniss 
hat. Nehmen wir fiir jede Kurve den Drehpunkt als Antang-punkt von Folarkoor- 
dinat«n, die Linie a als Polaraxe, so seyen r, Oi die Polarkoordumten für einen Punkt 
dflC creften Karre ; r, , o>| lür den ent^reebenden Pnnkt der aweiten, wobei wir dae 
WorieaUpreobend soTerstohen, dass in diesen aweiPnakton in einer gewissen 
Zeit die Karren sich berühren werden. Da die Kurren sieb auf einander abwickeln 
seilen, so nmsa (§. 47, lU): 



»9jn. Da ferner die Drebttag nöglidi sejn seil« so moss r + r« =s a sejn, and da 

endlich das Teibftltniss der Winkelgesebwindigkeiten ein gfcgebenes ist , so ist o}| 
nis Funktion von oi bekannt, d. b. «i = f(a>). Die erste Uleicbnng gibt durcb 
Differenzirung nach co 
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Da wir Müdimeii, m wiAhaen m und su gleiehw Zeit» d. h« m ley 7^ >0^ 



to httt man also 



6 m, 
0 • 



ans wslehan drei Glmohiugan r alt IViaktioii Ton m, und alt FanktioB Toa «| 

8 

danutallen ist, Nun iiiri=a — r, -r-^ = f(<k>), so datt also 

r = (a — r) r («>) , voraoi r als Fonktion tod o. 

Dann gibt, wenn man r = a — r, setzt nnd 0» daroh »t mittelst a)| = f (a») ersetzt, 

dieselbe Gleichung auch die Gleichung zwischen und o>, . Wir wollen etwa an- 
nehmen, es sey o), = r( a> + /^jri» mo}, so ist f (a>) = a + m^eo«m(D, so dass die 
Gleicbujig der ersten Kurve ist: 

a-hnßea$mm 

l + tt + n/teof ms» * 

die der streiten Ibdet sieh dnrvli Elimination Ton 4» aas 

l-ha4-m|>sas«« ' t + 



Die Kwulsatsn a , ^ , m kann man in veiseUedeaer Welse bestfmmea. Gesetzt etwa 
man vedaage» dass das eiim Bad den viertsa UmII seiner Bevtgaag in denelben Zelt anrtA> 

n 3 

lege wie das aodeie» ee nram Ar • = — , «r , — a , andi ai^ dieselben Wectiie beben. 



d. h. es smss '2^'^''2 ^=as(-4-^«Mimis, -^nssa-^n+ßtht '-^-t 

ft 3 

Sic = a2?r + ^fin2niir se^n. Verlangt man dazu noch, da»sfür» = — , «, — »,2« 

8 « 

r denselben Werth annimmt, wie für a> — 0, so mosa seyn : 

a4-»/?e<«-ir « - a+mÄsof-5-msr 



g-t-m^eet2m« 



1 +«+B^«ef2mis' 
Dienn Bedingungen genngt m — 4, a - 1 , wtbrend /9 noeb anbestimmt bleibt — Die CMsse 

gr- .-- , d. h. drückt in jedem Zeitmoment das Verhältuiss der Winkelgeschwindigkeiten 

^ CD 6 « 

ans. Gesetzt nun, es sey vorgeschrieben» es sollen der grOsste und dor kleinste Werth des- 
selben (d. h. a 4- 4^ und a — ■i^i) tu einander sich wie \z\xy Terhalten, so ist 1 — 4^ = 
1 1 ~ y 

y (1 4- i^), ^ — Y H-y * *^ ^ oasero Fall : 

H-y a . 1— y*m4«, 

r~a. 1 r,=: r-- , = m -h r— 

1 -f-y 1 -f-y 

Die beiden Hader bewegen sich dann so, dass wenn das erste gleichförmig gedrelit viid« das 
sweite bald etwas langsamer, bald etwas schnellet sich dreht, als das erste. 



Digitized by Google 



Dm Iali|^iy^e-'S*et. 



347 



Di« 



§.86. 

I. Es aey du IniegraX J^tr^^x m Bettimmang vorgelegt Seist 
man den Werth deMelben = »o iat auch J^^ e~'* d y = k und J*^ e^*d'x X 
J*^ e~^'dy = k'. Aber es ist 



•o dass also 



y^8x y^e-(*' + ^'J ey = k». 

Nach §. 79, III ist 

/;x/Vu^..)8y = |,d-k=i^. 



SO dass 



1 



0 ^ 



(a) 




Man kann dasselbe Resultat auf einem bieTOB ganz verschiedenen Wege er- 
halten. Stolle niiinlich MN (Fig. 52) eint- Klirre vor, derea Gleichung z^e"** i«t, 
und nun lasso dieso Kurve sich um die Axe der z drehen, ^2. 
HO wird äic eine ^kruuune Oberäächc beschreiben, deren 
OlekbuDg ist z = e^^aH-r*)^ und der Inhalt des Toa dieser 
Oberiieh« niid der Ebene der x 7 eingetdilosseoen Korpen 
i>t-(§.a3): 

8x y e -U'4-y')8y, 

da» wfo man leieht sieht, die Ortesen nach z und 7 sind — 00 ond + CC. Se7 
nnn aber OP=:s, PQ= r, so ist z = e^**, und wenn die Knrfe sieh um die Az« 

der z dreht, so b r schreibt FQ einen Kreis vom Halbmesser r, dessen Flftehe also 
r - 7 ist. Denken wir uns nnn in der Entfernung /iz von PQ einen zweiten mit 
dem eben betraclitotfn parallelen Kreis, so wird, wenn .d 7. unendlich klein ist, zwi- 
schen beiden ein Stuck Körper liegen, dessen Inhalt — r ^ ;r Jt^ oder da r' = — l (z), 
SO irifd der Inhalt = ~ fr I (s) Js seTn. Der niederste Werth tou s ist 0, der hOehst« 
= 1 (Ar z= 0) ; deninaeh ist der ftagliohe KOrper, den wir sa bereehnen haben, 
andigleioh(9.61): 



se dass also 



tj^\-l{%)bsl=^-n y^U»)8» = -«l— IJ (|. 27.1 und 8.23,1) = «, 



(aH^eias«. 
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Aber 



milliiii 



II. Setzt man in (a) x — az, a > 0, so ist — a und die Grinsen 
von 1 sind ebenfailB 0 und oo, so dass (§. 42, lY) : 

J e-»»6x = » 

ond also 

2a 

Setzt mau hier Va für a, so ist ye-"'Bx = ^, woraris nun, indem 
man n mal nach a differenzirt : 

/•* 1 8»ft-i 1 13 5 Sa— 1 1 . 

III. Will man yk*"^' e^^'öx erhalten, bo ist, dajxe-'*^dii=^ — ^ 
nach §. 27 : 

und da für :i = 00 : x«-e-»* = ^ = 0 (§. 22, V), so ist (§. 43, V): 
eben su nun: 

y^*,«— «•8x=^y]"x«-»e*'»8x y?e— •8x = ~y[*xe-»'*8«» 



also 



. n(n — 
/^x«°^»e-"'8x = -^-^;^:i^ , (•) 



/' 8 X 
y=-j= kommt uomittelbar auf das obige zurück. Man »etxe 

. • 8x ^ ... 



nämlidi x=:e— », /(x) — — «*, jj;^— — ase-*, so ist 
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vnd da die Giftnun tob i tiod QO und 0, to ist 

/ivm ^/."•- " = 2. i y=y-- 

IV. Will man weiter den Werth von J*e~**** cos(Jbx) dx ermitteln, so 
^«Ue man denaelben = a ond bat nun (§.85, 1): 

Aber es ist (§. 27), da ßiB-^'-'dx- - jp«— 
d. h. es ist 

8b~ 2a«* « dl" 2*»' 

Daraus folgt, dass 

^ 8b«*^= -y '(-)= -ip-^ 

worin C nicht von b abhängt. Also da 2(o) = — ^ -4-0, so ist a = 
• i«^ =e*^e 4»», d. h. da e^ eine Konstante = C, es ist 

/•ao b* 

worin C nicht von b abhängt. Setzt man also hier b = 0, so ändert sich 
C nicht, ond man hat : 



y'V«^««8««C. d. h. C'= 



ond endlich 

r— b» 



y^e-*»a«co# (b x) 8x = 0. 



(•) 



Dass man doreh Differensinuig nach a oder b hierans nene Formeln 
bilden kann, ist Uar. 

8x / — j - lisrt rieh leioht hiednnh wmi 

ein einfaches surQokfiihreo. Maa bafc nämlich nach §. 78, IV: 
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y'* ;(i 4-1) 

M daas 



I. Sey das Doppeliategral 
dM offenbar z^J J^^^^ 9x Ut, vorgelegt, so bat man nach §. 78, IV: 

Aber 

y xei _ y / • 81 1 /*! 8x y / * 8x 

xy> (14- X») " l+y' y 1 + x y 1+ y«y H-x* 1+ y»y 1+ 1» 

i(l-+-xy) /d^x') T . . 

* hPT^^ 2(1^?; ^ i ^T^«-('^^ = «)» 

y*» i8x ^ ^<1-Hy) ^2) y rt. 

• (l-+-xy)(H-x»> 14-y* 2(H-y»> 14- y* 4 

Demnach 

y.l-^xVoI^ y«~n-y' '^^Y'^VoHT' 4yal4-y»* 
lUt 

Seilt man hier z = l^a, m ibd die Grinien von a : 0 und und man bat 



woraut 



n 



l4-<y*» 8 

d.h. 



y**l(\-h(az) ez TT ,^ 
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n. Nach §. 86, IV ist 

Aber die erste Seite ist auch (§. 77, II) 

während die zweite gibt 

indem nach §. 44, 1 immer 

ist, wenn b > 0. Demnach ist die zweite Seite 

so dass 

Uebrigens gilt diess anch noch fitr b = 0. Dorch Diiferenzirnng nach 
b folgt hieraas: 

Setzt man x = wo a > 0, so sind die Gränzen von z wieder 0 nnd 
cc, und man hat: 




1 

d. h. wenn man ab für b Mtzt: 



• Ah 
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Eine «dtera Diff«r«Bsiniog nach b iit Dicht ntelir gMtattM» 4* ditMlbe gaben wflide : 



j: 



_ » + S 

und d& 



cofb X 8x =^0 taya, was nicht zulassig ist. Dean / eothxdx^ — i»t 

Mwn 0 für X ssO, aber für x oO ist diäter Werth anbestinnh«r. (Veigl. 1. 149, II, 1.) 

Dagegen werdeo Diffeieminuigen Dach a gans anbedingt geetattetseyn. 
So w&re 

und dareh Integration nach b : 
Das Integral 



y: 



T 

^ ee«(a^x)dx 

kommt aaf ObigM ittrOek, wenn mui'^x = s, alio |f = rTs* 
wo dann die Grinien ron i lind 0 nnd 00, io daes 



Eine aUgenetaie Fonnel rar ErmittlnDf bestünmter Integrale. 



(g) 



HL Die Resultate in II. setien nne in Stand, eine liemlich allgemeine 
Formel m Ermittlong des Werthes bestimmter Integrale anfsostellen. Ge- 
setzt nftmlich, es sey (a, b, c, . . . reell) 

F(x) = *4-bx-l-ex»-»-dx«4- , 

wobei die Reihe endlich oder anendlich seyn Icann, wenn sie mir- im letztem 
Falle konvergent ist [wo dann F (x) ihre Snmme ist, vergl. §. 57] , so ist 
wenn man z = r (00*9 + i«m 9) setzt : 

P(r(eM4»+ iifo^)] = a+br«eti9 4> er'eetS^ + . . . + 1 (b riM* -I- er*«te29 + . . . 

so dass wenn 

F [t (eee ^ + i n= F, (r, f») H- 1 F, (r, 9) . (a) 
WO Fl (r, F, (r, 9) zwei reelle Fonktionen von r nnd 9 sind, man hat 



wenn a nnd $ peettlT «Ind (damit r et aejr). Dieee Fomel kommt epiier wieder ter 
(I. 148. U, ^. 
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Fl (r, ^ a -+- br«o#v -h er* CO* 2^9 Fj (r, yr) br/my -t- c r*/m 2 , 

natfirlich a, b, c reell vorausgesetzt. Gemäss den Formeln (d) folgt 

hieraus : 

Jo «'-(-»'• Jq a-n-9 Jo -\~ 9 2oL J 

Nim ist aber a 4- bre~" ^ cr'e""*« 4- ... — F(re~"), a = F(0), so 

dass demnach , • ' 

Setzt man in der letzten Formel (u') a — 0, und subtrahirt dann das 

Resultat vou deraelben, so erhält man noch; 

Es ist sehr iciciit, hieroach Integrale zu ermitteln. So ist für F(x) = /(H-x): 
Vir (cos <p '4-idj»9>)]=2[l-Hrca«9) + ir«m9)]. ao das« wenn lH-r«M94-ir«ing» 
=k+]ki=:ni(cMn4-ifA»n), man hat m' = k'-h]i'= 1 +2r«M9> + r^ «Mn = 

— , mnn = , foighch l~hr eosa -h itstnO) = me' ', i il -h teosW 

mm D) w r ' \ T 

iT9inq>) = l{m)-i- n i, und mithin 



0 ^^T^ — ie,= -/(iH.r.-«)..>o. 



wo r'< 1 scyn mms (damit 1 + 2rco.*g nicht Null werde), was schon daraus 
folgt, Ua«8 sonst i{l -h x) nicht in eine unendliche Reihe entwickelt werden kann» 
Ton welcher Vorannettmiip wir doch ausgiengen. 

1 

Setzt man t = —, so muM ß^» 1 »ejrn, und man hat 

Die Integrale A(H-2aco«x -r- a'>8x. /* ; — J^""'^ -.e«. 

I, Wir wollen das Doppelintegral 

o^V. H-2a««.x+a».» J. l-h?a.co.x+a*?^^>*>^' 
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Das Integral J (M- 2 • co*i -f- a»> 8 ; 



IQ äholicher Weise behaudeln , wie in §. 87, I geschehen. Da 

/ ( 1+ 2 » t «M» -I- »• 1 



H-2ax co*x 4- a'z* 2a 

Mist 

Nun ist aber 

f (>i-t-«w»)e« _ 1 /j^ lJ__^8.-4- 

/ Px _x_ a»»'- 1 /• Öx ___x 

2 **y 2*» y H-2a«0»f«.-H»»»*^2ft'i 

Da aber a<l undz<l. so ist (1 a^ z'>^ — 4a'z' = (1 -a»z'/, 
•0 dasB 



/ ' a»-Kw« » . a«»*~l ^ i— >« ^_ »>v 
1 2ai Mts + a* •> 2a>'^ at (t - a»i") IH- aa * 2y 

s 1 / 1 — az X N 



nitlim 

d. h. endlieh 



r. 



8x = s r = 0, 



l-(-2asMfx+a*s*' 2as 2as 

0 y« H-2axco«x-i-a*a» * 



i: 



Z(l -l-2aco#x-+-»»)ex=0, l>a>0, 

Ist a>l> 10 setie mao a = *7» wo^«<l, ondhat: 

d.h. day^/(l-*-2a<!wxH-a*)3x = 0, Z(a') ^ -«(a»): 

y]*i(H-2a«»»«4-a«)»z=s«l(a»). a>i. (bO 

Setzt man tt — x für x, so ergibt sich leicht 

y^{(l-2a«Mx-Ha*)8zaO, y^^/a— 2a«»»xH-a«)8x=«l(a«). 0»") 

l>a>0, *l<a<aD. 
Fttr äs 1 geben all« Fonnela: 
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y^i(n-«»f»)8»=— «i(«)=y^/(i-#««i)8«. (i) 

« 

d. h. dft 1*4-«ms = 2«m'-|-, 1 — «0tfZ=3«m''|', wenn nm 23t Ittr z Mtsft: 

l (eoi x) e X =y]* ^ (">» x) 8 1 = — / (2). 0') 

U. Dasselbe Resultat lä!«st sich auch auf einem Wege finden, der ron dem eben 
ein^^eschlagenen we<eotUch verschieden iet. SeUt man nialicli fttr ^ 1 1 

n -4- 2» H- a») 8x = f (») , («) 

M ergibt lieh, wenn n~ x statt x gcsetst wird, ebenfikll« 

^1(1 — 2a«0*x-Ha*)8xssf(a). («^ 

Durch Addition der beiden Gleichungen (u) und (u') ergibt sich wegen 
(l-f-2acoÄX-+-a^) — 2acMX-+-a^) =U(l-+-a-)^- 4a'<ro*'xJ = ^ (1 -t- a» 
— 2a'ca*2x): 

U l-h Ä* - 2 »» CO* 2 x) e X - 2 f (•), 
und wenn ^ statt z geeetst witds 

y^ ?( H- a* - 2 a* ««« X j b X = i f (a> , 

y^"i(l -I- ** — 2%*toax)Zx'\- J*l{\ a* —2»' mix) 8« ä 4f (•) , 
y^ll (1 + a* — 2a« «e«x) Z%'hJ\\ a* -h2a»«e#x) d a = 4f (a). 



eder 



und da 



y^({(l-t a* 2a'co#x)ex=y^* (1 a* -h 2a-Ci;#x; ti x: 
.y^l(l + a«-t-2a'«MiOaz=2r(a). 

Aber nach (a) bt 

y^l (l-f a* 2 CO/ x) e X = f (a*; . 



so das« 



f(a)=^f(a«'). (7) 

Da nun a < 1 , und die Gleichung (/) für alle n richtig i«t, also auch Hlr aO, 
so folgt daraus 

f(a) = ör^f(a«"), (öra*" = 0>, 

/n 1 
/(l)^ex = 0, und <ir ebenfoUs 0, es ist f (a) = 0, und mithin 
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IIL E& i&t, immer unter der VoraoMetsaog 1 >.az > 0; 

also 

mitiiiu da (I) 
SO ist • 

Aber es ist, da tmx > 0 : 

y* 8« 1 /- az-f-co*x\ 

H-2aa««x + s«.'=i:^5ii'"^ V^'= mux j 

•0 dass 808 (J) folgt: 

y**eo$x /■ a+««fx\ , rr 

Nach §. 27 erhilt man [wenn nun baaeht^, daw arc{tg — cotg x) 
= f-x]: 

^ Lore ^^»=: . J~«rt<^=«»l^x)l8x=l(mx)X 

y n-2»«Mx+»«"** 

Läset man hier,! von 0 bis tt geben, so ▼erlanfen die Grossen 

*"^C^ ~ "^n7^}' ^''^ to=ca^^ri) stetig und zwar von ^ bis - (§. 43), 



80 dass 



yo«nx V' mx «wy^jox H-2»«MX+a» ^ * 
^ 

^ • E« i»t (§. 32. IV). da 1 ^-V^' ^x== *t*.^' fPax=:ObUx=Mpo>ilb 
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Aber 



also 

0 r-f-2aco*x-i-a* " 2 / . 2 ya i + 2aco*x4-a»' 

mithiu *^^J^ ^ (*'^" x) ü X ^ 2^ / («n x) 3 x — — rr Z (2) : 

_/(,-a«)=-/(2) + _y^ ^_^____ex. 

/(>ini)eT fr ,/^ l-a^ >^ >0 ^ 

l+2acwx + a^ 1-»»'V.~2~J ''<1 ^ 

l8t a > 1 , ao erh&lt man wie obeo: 

Setit man ^ — z ftlr z , so ergibt sich noch 
l>*>0 l<a<«0. 

§.«9. 

Integrale, dann Wtrih Mi ipnugwein tadwt 

L Bereite in §. 86, III haben wir gesehen» daes das Integral 



man »Utt des enton Tb«Ui im obigen loiagrale aaeh ichreib«a kann: I (nii z) 

/" _ aw>« \ 

or«! <y=r:r — ^ — ^ "■ — ' — ^ * S«« man im z = s, 



l<+a«MZ 



Z' az N 

, ^ arcl tg = 1 



«Mzss*, to ilk diMsmeh '.""'^ ' Wr«=Olrta = Oiuid»=I; 

iH-ac» az 

l-Ha« 

llirx=sabers=0, • = — 1; Ümmc <|. 2S, 10 Arsss0:fl(i08=O und au |. 57, VI 

ai«teaaBMflbk,dMi — — ftr i = 0 gleteh 1 ht. Dannadi lik an dia 

1 -f- ao» 

QgtasflB*ssO«id SS« dif GiOm« 4(jAis} [an ^^jitif' ) — ar« = «o^^J 

Voll, via diMi im Tau» ■mnaoaimtB woida. 
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368 lalagml«» dtrtn W«fh ilcii ipfngirtiM tadait. 

> 

wenn b>0;nrb==Oiiteft offenbar 0, Ar b < 0 aber — ^ . da Ar 

Nun ist sin (a z) cos (x z) = sin (a -f- x) z 4- ^ sin (a — x) z ; demoach 

Von diesen Integralen ist das eiste = ^, wenn aH-x>0, d.h.z> 
— a; 0, wenn aHhz=0 oder z= ~a; —^-1-, wenn a4-x<0, d.h.x<—a; 

das zweite ist wenn a— x>0, d. h. x<a; 0, wenn a — x = 0, x = a; 
~ w«iia a— z<0, d.h.z>a. Daraus folgt nun leicht: 

~, wenn — a<x<-ha, 

g^^lO. ..■■.<-«. 
J* M 1 0, veoasp'-i-at 



Ganz eben so ist 



n , 



^, wenn — <30<x< — a, 



r. 



^ , w«aaxr= — 

4 

Mnxs «otax I ^ ^ - . 

6i=( 0, wenn — a<Cx<^ H- a. 



• t 



wenn -h QO>x>4-a. 

U. Da femer - 

ifax t lAias j«»b I = -J- a— b)i + -i-«faCi4-b— s)a — ■j-«<»(i + a+ 

I 

— — a— b)», 

also 

e • * ^ J 9 I 4/0 t * 

t * 4ye « * 

nnd da femer von diesen Integralen daa erste y ist Ar z>— (a— b), 0 Ar 

X = — (a — b) , — för X < — (a — b), d. s. w. , so folgt daraus» dass 
wenn a>b>0: 
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35a 




0. ~QO<x<~(»-hb). 




n 



-^.-(aH-b)<x<-(a-b), 

■^1 « = — (a — b), 

0, -{a-b)<x<a-b 




0, •+*<«<-♦- go. 



Daraus für a 



b: 



tinxt nn*At 



t 




0, wenn — QO<[x<— 2a, 

~, wenn — 2a<[x<:^0, 
4 

0 , wenn x = 0 • 



~, 0<x<2a. 
0, 2a<i<Q0, 



wie tieh laicht aaoh daraus findet, daaa 

iMixi $6m*%% = -^tmx% ^«n(x-H 2a)f )-#in(x — 2a)« . 

2 4 4 

Wie mao in dieser Weise weiter gehen kann, ist klar. Wir weiden 
von diesen Formeln später mehrfach Gebraoch machen; Ar Jetst mag es an 
ihrer Ableitung genfigen. 



l>nck d«r J. B. M*tBl«r'^chen Bvebdnckvret la ^t«tt(mri. 
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Vorwort 



Der zweite Band hat ebenfalls vielfache Umänderungen und Zus&tze 
erhalten, wodurch er — wie ich hoffe — an Werth gewonnen hat. 

Die im Vorwort zur ersten Auflage schon versprochene r. Integration der 
partiellen DifFerentiaigleichungen" wird als dritter Band des gegenwär- 
tigen Baches nach einigen Monaten erscheinen, als seibstständiges Werk 
aber ebenfalls anzaseheo mjo, io so ferne die beiden ersten Bände and dieser 
dritte aaeh gesondert von einwd«r werdea abgegebaii werdea* 

Ton der ernten Auflage Ist mir vihrend des Brooks der sweiteo der 
Stile Band einer mssisoheo üebefseCmng» die in St. PoterelNirg erseheint» 
togekommen. Dieselbe ist ohne mdn Zatboo oder Wissen Teranetaltot 
worden. 

Nachstehend noeh ebige Zositse, die manohein Leser vielleieht nicht 
anenrflnsoht sind. 



Zal.4. 

Es ist 

(»-»-.bi)H-<o+di) = aH-c-H(b-f'd)i; (a-+- bi) — {c-+-di) = a — c-h(b— d)ij 
(a -h b i) (c 4- d i) = a c — b d -h (a d -i- b c) I ; 

a-f-bi (a-Hbi) 'c — (H) _ ac + bd4-(bc — ad)i ac-+-bd bc — ad. 1 a. — bi 

c+di ~~ (cH-di) (c^— di) ~ c'-i-d* ^ cHr"d* c*H-d - ' " a4^i a'M-b' 

1 1 1 _ a— bi 1 

a-f-kl+a^a+bl , ^ i a*H-b' , . (a-bi)x * 
^"*TmH a«+b* 

I «ofa — i«na . . 

= cota — >«tna; 



1 



(cMa-t-iMti«)* 



= (eos o -h i «« a)~" = {cot a — i lin a) ». 
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TV 2Mt»ni|.4. 131, 151. 

D positiv und ganz. 

Die Sätoe io III ^Iten auch, wenn man überall — i für i setet. 



Zu i. 18t L 

kaoD hier eiDen Aiutand flnden, wenn x negatir also l (x) imagin&r ist. 
Allein 61 iblgi daan a« y = x" auch y ' = x*" = (x*)". l(y') — ml (x«). 

8l(y^ K b/(x»)_8i(u)8u , 18x^1 2 

— S — =111-5 — . Da aber -s — * "S — s"" Iwenn x* = uj = — 
8x ex 8x 6b ox** * a Ox b* x 

8b 8y 8b*^ y 8b^" 8b * x * 



8b~ X " 



Zu 9. 16. L 

Wir haben mehrllMh daranf MfinericMm^^enaditk daM denselben Werth 

Iiaben muM, ob /Ix ron poaitirer oder negatirer Seite gegen Null gehe (§. 11« IV). 
In den Beiipielen des §. 1 1 zeigten wir diess thatiiiehlieh, «od da dieto Ar «IIa 
andmm iBMSgebend sind, 10 gilt «s aneh SBa letetare. 

£• liatt sieh aber aneh unmittelbar Beigan daM 

f (x Jx) - f (x) f (I - Jx) - f (x) 

wenn Gr sich auf ein gegen ^iuU gehendes J x bezieht. Denn ist (für 0): 
f ^ -t- J b) - f (B) = -h a] J B = [f (b) + a] J B . 

•o «fgibt sich, indem mtn x — Jx statt x jetstt 

fU)-r(B-^4»[rU-^x)+«tM>> 

wo Of der Werth isl den man ans a erUUt, wenn man z — statt x setsi» wo 
also immerhin tha^ssO, HIerans folgt 
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ZvOlMnU 41 1,42IV. Y 

wodltnli dfo BehMiplnig envi«MB iii Dieser B«w«{a Mtettofftiis, 4bm f(x+Jx) 
«ad f *^z) gefeo deneelben Wertli hingebea, wenn dx, geigea Noll gelA, 
d. Ii. dsM fix) ein werthig iek * (So kiige eine IHuktioii itetig ist, nrass sie 
Ofarigens dswerililg seya«) 

Ze9.4M 

Der Satz in §. 16, 1 setzt roraus dau F(x) für x und x-h/^x dieselbe ste- 
tige Funktion sey, und dass F(x-l-.^x) — F (x) mit unendlich klein werde. Diese 
Voraussetzung muss also für alirs hi«'r Gesagte in (K-itunp bloihen, d.h. F(x) moss 
von a bis b dieselbe Funktion rou x sej'u und stetig verlaufen. 

f 

Ze|.4S,iy. 

Wird • 

gesetzt, so muss wenn x (stetig) von a bis b geht, auch z von u big ß gehen. Bei 
Schwierigkeiten wird man also x von a bis b geben lassen und sehen wie z verläuft. 
Setzt man etwa in 



so gebt s wenn x ron 0 bis gebt, stetig toq 0 bis i, dann wenn x rom bis ff 
geht, Ton 1 bis 0. Mna darf also nicht setsen 

8« r 1 Bx 

sondern luusb das Integral in zwei trennen : 

6« . pf 8» aa g'fl, , r e»B^ 

s 

Aber 

8i . 8x 1 .1 



• as SMS -yi~,«' 

wo das obere Zeichen gilt wenn x zwischen 0 und ^'i cias untere für x )> '2'' 
DemnaGh 

ex /" 81 81 =2/' ^' 



* Er gflt ali^r. nicht, '»^enn f (x) die Eigenschaft bitte eine Zeitlang = 9 dann 1^ (x) 
aa seyn, and man für x gerade den Werth wihlen vflrde, der an der Gteasssbeide liegt. 
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VI 2aiifeiiai.41Y. 

Hm ist SU der Tcennung oboehia geswuQgea, da man uomi äber das Zoiobeo 

8z @ X 

Ton nidit enlseheiden kuui. Ei» toleher ZeiehMwedwel in ^ wird aber 

et . 0 * 

immer vor sich gehen, wena indem x stetig Ton a bis l> verlinft (immer w&ohst wenn 
b > a, oder immer abnimmt wenn b < a, wie die» ja in §. 39 gcmenit i«t) die 
OrOue s nioht nndi Ton ahinß eben so stetig ?erIAnt^, d. b. nur wAebat oAbt mr 
abnimmt (§.20,1). 

Dass aber z in dieser Art yerlaufen tuuss liegt ia der Annahme 



'*f(x)^8s=3»(jJ)-#(«), 



die sich auf §.41, I stützt^ worin diees ▼oransgesettt ist, so wie daes man fiirt- 
w&hrend F (x) = 9> (x) haben muss. 

Dia Sfttie I — III in §. 42 feigen Bbrigens ans der ErklAning des bestürnntea 
ItttegraU in %, 89 gans ron eefiiM, <o dast man sieb niebt auf §.41 m stfltaen 
brauebt und sie also auch noch gelten , wenn auch f (x) iwieeben a and b niebt 
immer dieselbe Funktion ist (Torgl. VUI). 



Zu §. 42, Vm, Amneiknng. 

Sejr a und f (x) unendlich für x=:b. Alsdann sehen wir 

yj(x)8x 

als den Qrikaswerth ron 

8x 



an, dem letztere Grösse mit abnehmendem (positivem) a sich n&hert. ist derselbe 
ein endlicher, bestimmter, so ist 



y^f(i)8x=flir jy&^^ 

Gans eben ao wenn f(x) für x=a nnendlidi 

/\(x)8x = Or / f(x)8s. 



Diese- kommt aber darauf hinaus F (b — a) — F (a) oder F (b) — F (a — «) sn 
benehnen und « 0 s« tetsen. d. h. die Fecnel (12) des §. 41 aasawemlttn ia dem 
Sinne wie es die firagiiebe Anmerkung will. 



£in Beispiel bietet 



r 8x 



das sieh nach 45 auch geometrisch leicht auslegen l&sst. 
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Za §.47, (Bild 9.49. U. 
Ilw km biebM Moh ia ülg^dn Waiio vecfidirM« 

b MN' Mliraibe nmii eiaeii gendHiiigiBA Zug (Vieleok) eins ▼«rmebrt maa die 



SMd leiiMr Seiten noMfliSrliob, <o ist der Gviimrartii feiner Liege gleieh der 
Kerrenlinge. 

Ist FP' — Jx, »o Ui die 

Sdy»eQQ'»V(^«)»+<-*y)«=i^»V^3?' 
«eiiiiJz>0. Aber 

vo <3^ «= 0. Denmacb ist die Sunune aller Sebnen 

we dae SamieiiBeieben Smek auf alle z reo a bie b enireokt Der Orimwartb 
bieron itt 

JW^ (10 ' 8 X «. 38, 1 and 8. 7. IV). 

In ibnlieber Welee kann man in f. 49; II Terlbbren, indem mao snertt den 
geradlinigen Zag sieb un die Aze der z dreben Hart. (Vergl. §. 75, IV.) 

Za §. 78. 1. 

Se^^Czy kenilant aod bloss TerAnderlioh ; es werde ferner t^'(x) un- 

endlich gross aus irgend welcher Ursache, so wird F[x, ip(x)] eben den Werth an- 
nebmen, den F(z,j) f&r ein wiendiieb grotiei j erhiUt. Demnaob rerbält licb 



in dieaem fUle genau ae ^e 

a 



f. 



wenn man (dMkeaekante)^vneadlidi «erden MM. Bei beeiimmten Doppel- 
integralen dfirfen alao nnendlicbe OrAnsea aefort ala kenatant 
angeaehen werden, d. b. der Sats dea f. 77, 1 bat Jaiaof Anwendung, natflr- 
lieb inuner unter der Voraiiaaetfnqg daaa daa Integral aelbat einen endlieben Werth 
bat — Dabei iat aelbatvetatftadliob daaa die rormela in $. 77, 1 und $. 78, 1 ronwa- 
aetaan ea aajan f andf knaor dieaelben atetig rerlaafondan I^uiktionea innerbalb 
dav lwitgrati^rTiigr #f*f f i i ■ 
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Zu%. 85.1. 

Der Satz (43) «eUfc, wie in §. 85. II (Schluss) bemerkt wurde, wesentlich ?or- 
aiu dass alle (irOBsen zweiter Seite bestimmte eadlioJie Wertlie haben. Sind 
b und » Too a «nabhängig» eo ut 



~y^f(x.«)ex=y^— — 8,. (a) 



immer onter der weaentlidran VoimnsseUuDgt dati die xweite Seite eioeii beitim m » 
ten endUohen Werth Imbe. Dum ist Mbvr gleidigiltig, wdelies die (koulftSteD) 
Werthe ron a und b sejen, auob wemi dieeelben «nendlioii gr*H gedadil «erden. 



(b) 



(a kooftant naoh a), le Uuige die awette Seite einen beelimmten end- 
lieben Werth hftt. 

Es ist begreiflich, dass obgleich 

y[*f(i.«)8a 

einen bestimmten Ton o abhängenden Werth hat, doch 

niehi bestimmt und endlieh seja kann, so dass man die Gleiehnng (b) lieht flÜMien 
darf. Ein solehes Beispiel liefert |. 87, IL 



Man kann dies« auch noch in aaderer Weise ersehea. £s ist (b und a unab- 
hängig Ton a) : 

Aber (§. 15, 1) 

ffag-f J«) — f(i.a) 8f(i.a) . ^ 

^ = "dT"*"^* 

wo GrßssO*, dmanach 



und 

da 



So laage a and b endlieh sfaid, ist das aweite Glied der iweileB Seile Mit 
wird abev eine der Griemen naeadlteh , so kaan et mOgliebsr WoIm 
segrn. Da 
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ÜHMT mm htrtwHiile af«iM wl, inte vir 

Alf hoitimiate IVuktion rwx a ▼offWUMteni, so U^ibt eben ibuia 



D«bM ii* stt bemerkMi daM 
mu Mvll odor doidiMif wImiIuubI mjb kaoA. Dtn m kl imawr 



wo ß' ein Mittel werth aller Werthe von ß ist. Aber ^' (b — a) könnte, ielbst 
•wenn die Differenz b — -a unendlich wo dann (b — a) die Form 0 QC annimiut, 
nur dann einem bestimmten Werthe gleich scyn, wenn ß' und b — a von zlx ab- 
b&ngen würden (§. 23)» da man sons^ — a7in allerlei Weisen gegen Mull gdben 
iMwnkaiio. NtdlafcwkMn /3'(b— a) lejn. da Gr ^' = «. 

Hat also 

J m 8a 

einen bestimmten (folglich auch endlichca) Werth, »o mtus 

da Mm* mm (•) lUfMi wAsd». dMi 

•iaeii liM«uiuil«B •adlidiea Ton Noll TvnehiedtMa Warlb bitte. Dmb AU* (c) 
■Ü (b) snMmuMD. 

Sobald hiernach (Ür 



Wwth «raebeiai ift di«M eia Zdebnn, dau naa die uBMdlioh 
Gviaae aidii alt Toa «t anabbingif aoMhaa darf. Wir w«1Imi diaw aa 
Beinpiela alhar batraebten. 

Etitt<§.85, lU) 
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^ Wie lAMt sich entftcbeideo ob ^ (x) Ö x eodlicb ist. 

DemoMsh jedenfalli 

d r±MQ^^o. (d) 

du j 0 X 

Alwr _ 

J 0 9a T J 9 B 

eine Grösse die geradezu unbestimmbar ist. Betfaohten wir oun aber zuerst das 
Integral 

»imx. 



0 s 



und setzen dasselbe = F(^i), so ist jedenfalls fi als von a unabhängig anzusehen. 
SetsI man dann x = a z, so ist auch 



■Im (§. 85, 1) da ^ Ton a onabhitogig 



/'*^ M K». «Mlfl Mnit «Mlfl . 
•«•(•s)dK 7^^^* 
0 a o « 

eine identisch richtige OtoMhong die für jedM |i gili, M daM för QO wirklMh 
die (d> gefiiodea wiid, wocMU «bor nicht 



co«(ax)8x = 0 

0 

gMohloiMB wMden darf. Die OrMae OO ist in diesem Falle ans — eotetnodm. 

Wir Wüllen bei dieser Gelegenheit die Frage» wie sich entscheiden lasse ob ein 
Integral 



y^^U)öx. <e) 



we a eine bettimmte endliolie ChrOtte ist, endlicb sej, Biber befaraeliten. 

Gesetzt es sey f (x) so beschaffen das» von x = b an , wo b rielleicht sehr 
gross, aber , endlich , diese Funktion immer dasselbe Zeichen habe , welches wir 
positiv voraussetzen wollen, und vs nehme dieselbe von da an beständig ab, so lässt 
sich aus „Anhang" III die Frage entscheiden. 

Ist mO* b) eine positive ganze Zahl, so setze man 



wo das erste Integral der zweiten Seite immer endlich ist (§. 39, Ii}, SO dass das 
Torgelegte (e) einen bestimmten endlichen Werth hat wenn 
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n 



ai|.»IIL 



!■ dieser Lage ist. 

Aus dem in „Anhang" ^, Iii bewiesenen Satze fol^ aber dass dieses Integral 
unendlich ist wenn die Reihe 

f(m-»- l)-f-f(m-»-2)-f- (0 

dirergent isti dass es dagi-g« n einen endlichen Werth hat weon 

f(m)-hf(ni-»- l)-»-f(iB4-2) (f) 

konvergent ist. Die Reihen (0 und (g) konrergiren und dirergiren übrigens gleich- 
zeitig. Unser Satz gilt freilich nur wenn f(x) obig'en Bedingungen genügt. Dabei 
Diuss jedoch f(x) ^on x = b an nicht gerade positiv seyn, da wenn diese Grösse 
dann best&ndig negativ ist« derselbe äat2 sich leicht erweisen lisst. 

Mit Vortheil kann maa hiebei oft auch den foigendeD sofort einleuohienden 
Satz anwenden: Ist ron x = a bis x = b die Funktieo f (z) «MUieh und positiv, di« 
positive Grosse V (x) innerhalb derselben Griaaen immer k to ia er als l, so ist 

y^F(x)f (x)8x <y[f (x) 8«, 

welcher Sati aooh (&r b= OD gilt. Wenn 



endlich ist, so bleibt 

yjp(x)f(x)ex 

andi eadiidi «oan dsf Werth tob FOt) ianar swisohsa — 1 «ad 1 bleibt. 

So weil 



endlich ist, bleiben aueh 



8» 
1-+-«* 



endlich (§. 87). 



y7^8x 



iH-x' 



Nimmt f(x) mit unendlich wachsendem x nicht unbegränzt ab, sondern nähert 
sich einer ])estimmten Ton Null verschiedenen Gränze, von der es bei grossem x be- 
liebig wenig abweiche, so folgt aus dem Satze des 39, II, dass das Integral (e; 
unendlich gross sejr. 

Zu §. 85, ni. 

liaa kann Anstand nehmna a=sO au sotiea, da die GleiebiUDg 
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xn ZMata*ra|i.l»I7, IMIV, 14Sn. 

ttothmiMiig •>0 Tonttsa«to(. Seist man al»o bloM /i = OD, m ist siolMr 

Ahn (S. 55. II) e-«'s=I— «re"«^' wo 8 swisdua 0 «od I; dcnoMk 

Dfui Integral 

wild für a^O oiibwtiiaKl» ober oidit tuMiidJidi; dinBBOwli vandiwiadai 

-^«'«mbs8s 



für (1 = 0 und niiiti zieht aua Tontebender üieiobung, indem mAB beideneiti^ a 
hail werden l&Mt, die (d). 



Za «. 188, IT. 

Ob die 9»«, 9t> • • • 9>a s&antUeh Tenehiedeae FunktioMD ebd. ergibt «idi 
•inflMli dinraa, ob man mütelat der (I) die GrOeaen y. z, . . . dnroh x nnd die Kob- 
•tattton MiedrflnkeB komi. Wenn dien angeht, to mieten die 9 alle Tmehkdea 
•egm, d. h. keine der Oleiehnngen (i) folgt au den flbrigea. 

Za S. 186, IV. 
Man könnte auch setsen wollen 

und 

Diess käme darauf hiuaus, die Integrale negativ zu finden, was unzulässig ist. 
Ueberhaupt nehmen wir Ja die Quadratwurzel nur mit ihrem positiven Wertbe. 



Za$. 148, IL 

Wir haben kunweg f (s) alt aoeadUeh aogeoomaeo wenn f (s) fpringt. Man 
kana diess hestfeiten, jedeiükllf ist aber f (s) alsdann nnbestimmbar, was in I 
nicht snUssig ist, so dass die Nothwendigkeit des Beweises, wie die Fom desselben 
bestehen bleibt. Es handelt sich somit nnr tun die Annahme, dass f (s) von a — « 
bis a dieeelbe Funktion bleibe, and daim wieder von assir bis a -f-s, was wohl 
imBMT erlanbt ist. 
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89J «twft fflr die Reihe A«.»' «'n ^^«In^^-r^ angenonmen, daas f (x,y) gleich 

c c 

I seyn soll fiir alle Punkte welche innerhalb eines rechtwinkligen gleichschenkligeu 
Dreiecks liegen, dessen Seiten zu Uk<ichuQgen haben: yz=0, j =. x , x = o, und 
dass jeuseits dieser Graazen f (x, j) Null sej. * Alsdann ist 



Ami, M* = — : / oa / <i! 



. n»ta . n 
sin - — $*n — — «», 
c c* 



Seist man hier e' = e, to ttl 
a aad a' 



wean n und gleich : 

' A., a — ew a «) = ^^(1 — •<>• a «). 

8 

fa» aaa n eiii» aigtwide Zahl aad aaoh,Miel4ieMs~-n» 
^ aa a 

- «n gerade, ^ . '^aa'(a««--a^i^* 

• • » « gerade ^ , n ungerade, , « ~ bp'(o** ä^* 

Daraus folgt dasa 

"iP (2nH-l)(2a-hl) -e C 



. i. ^ 2n^ (2n4-l)itx 2n-ay 

^a* (2n-f-l)i(2D';'-(2n+l>»j'^ c e 

^«^^"(2n'4-l>[(2n-Hl>»-(2n)'3*^ c *^ o 

wo Jaweiii die doppelten Summenzeiohen sieh auf o = 0* lf*;A' = 0,l,.-. 
he^han. OflSeobar kana oiao aueh teizen : 

1 22 ^ ^^ (^a-H) aa „., <2a--H)«y 



(anH-lM2n -f-1) c e 

«• (2n'H-l)I(2n'-|-l)'-(2D)»jL o o 



• D.kf(i,7)NUle«srMasswlNhiaOaadeaady ■vtMheasaadc't abirl eey 
Ihr s voa 0 Iii e nad j vea 0 Ui s. 
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In dieaer Gleichung moss 0-<x<^o, y <;^x seyn. Vertauscht man x und y 

(macht also y^x), so luus» die erste Seite xu Null werden, wie die Annahme in 
Bezug auf f(x,y) aussagt. Deüsthalb ist 

«• ^n -H 1) (2 n' H- 1) e c 

^«« <2n'+l)t(2D'-M)»-(2n)»lL c "* « 

0 c J 



wo 0<x<«, 7<x. (FOr J=x gilt dieit niohk) Dvoh SubtnütiMa fisici 
liianutt: 



«» (2il'+ 1) [(2n + I)' — 

Lc e e cj ^ 

wo X <C c , y <C 3t «ejn muas , x übrigens positiv ist. Für x — c ; v = 0 ; y = x ist 
die erste Seite =0. Ein V'ertauschen von x und y ändert btoss das Zeiahen der 
ersten Seite, üebrigens folgt aus 146, J dass 

wonuM dann 

2v 1 . . (2n'-H)i»y _ 

«» (2n-f-l)(2n'4-l>'^ 0 c ~ ' 

wenn x und y swiaelwn 0 und e liagra. Mitteilt dieter Gleinhiuig folgt die (e) 
■ofort ans (a). 

Za %. 165. 

Wir setzen in den einzelnen Fällen immer 0 voraus» d. b. lassen x und z 

c s 

zugleich wachsen. Demnach müssen 

8x 



V (A-i-....-t-Ex*) 

und 

8a 



V(l±0(l±e«0 
datselbe Voraeichen haben. 

Im Falle I, 1 gelit x Ton — QO Im a, oder d bis + QO. Daan gebt a Tom 

^buil.-lb..;^. 

In Falle I, 2 gebt x m a bie b, a idae ti^i — 1 bb -h 1 { IbilSib in den 
nUen 8, 4. 
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XV 



Im Falle II, 1 geht x tob — C30 bis a, oder b bis + QC; dann z Ton 



btel,odw — 1 U»~^. D«lUin^awtoI,2. 

Für IV, 1 geht x von d bis caO, also z von — 1 bis i- 1 ; für IV, 2 geht x ron 
er bis b, also z von — I bis -I- 1; die JfcäUe 6 und 4 erledigen sich eben so iiad 

Meli V, 1, 2. — la allen dMi«n F&llen U( inmar et positiv oad andi ^ 

^ tfeeUt sich als positiv heraus. 

o 

EiiM beModera Betnohtiuig Teriaqgt nur III. Wir seixea n > 0. also ^ > 0 

0 s 

▼OTMM. Dia OfOsM kam «IIa mOglidiaa (podtiren oder negatiTen) Weytba 

auo aaeli in derselben Lage sejru. üebri^ens iii 



8 s «—B («— s>»* 
so das* dieser Brnoh mil a (also aoob mit x) «iehsi. 

Sey nun u oegatir. 
Mtsfsa— CO Ui «, iogebt - tob ^aUsoo, s tob n — na bis 00 1 



1 

1 



a 



Seyaposilir. 



flebl S fm — >0D Us — — , so gebt ^ von — a bis 0 , x von m — n a bii m ; 

• «— s 

1 

» • 1» ~"~r i»«t «• « »0 « CO, s « m n 00; 

«» ■ 1» « «00» «I 1» « « ™«o*— tt,« «CO 1, m — B«. 

1 "f-as 

Daraus ist ertiehtlich, dast s toh ~ OD bis -t- OO gebt nod eben so • 

X TOB -^OO bis + QO tebi. Die iQsanmitBgebSrigeB Giftaaea oigebeB skb 
ans dieser UnlennebaBg solbft. 



ZaS.ie6,n. 

Die Gleiohungen 



flf ' a"**eiMstK 

^ i__22L_ies= JZ(»» + a«)-t-C = i/(a»+o«)-hC 



wo C TOD a, C Toa a oaabbliigig (und wo beide Male a = 0 beanstandet werden 
kons) engen dass C oad C ron a ond a naabblagig sejen, so dass also 
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dssB|l(ft* + a^H-C. 

Seist Biftn hier a = 0 , a = I , wa« gestattet ist, so ergibt sich C = 0, also 

^ 8fl<s||(a*+«'). 

Aller e~*'=l— aitr*^', wo B «wiaohdii 0 vaä 1. Damiaflli 

y^* *^'"j^***** a»-H»y^e-*^'»tf<«»8g = tl(>'H-a*). 

Die Grösse 

wird nit « la Nullt indeoi 

niabl anmidliob; alfo erbiU mo flr »sO: 

y]" '--'°'" 8.=i,(..). 
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Fflnfzelmter Abschniti 
Sie Differentialgleiduiiigeii erster Ordnung. 

S. 90. 

ffirtiiithnng. Modiviodi^ait and Fonn dtr lologralgMehinii. 

' I. Eine jede Gleichung zwischen x , y and den Differentialqnotienten 
von y nseb x heisst.eiao DifferentialgleiehoQg zwischen y ond x» ond 
zwar Ittde der ersten Ordnung, wenn nnr der erste Differentimlqaotient 
YooyTorkommt, der zweiten, wenn anch noch der zweite vorliommt, 0.8. w. 
Wir wollen liier zunächst nor die Dilferentialgleichangen der ersten Ordnung 
ins Aage fassen. Was diese nun anbelangt, so kOnnen wir nns eine solche 
in folgender Weise entstanden denken. Gesetzt 

sey eine Gleichung zwischen x nnd y, in der die Konstante a (nebst ▼ielleicht 
noch andern Konstanten) vorkomme; ans ihr folgt (§. 17): 

.-;+»?«;=''• 

in welcher Gleiclinng im Allgemeinen auch noch die Konstante a vorkommen 
wird. Eliminirt man nun a ans jden beiden Gleichungen (a) und (b), so wird 
man eine Gleichung 

f(x.,/-0 = O (., 

erhalten, in der a nicht mehr vorkoiinnt, Hie aber sicher aus (a) folgt. Diese 
Gleichung (c) ist unn eine DifFercntialgleichung erster Ordnung, während 
die Gleichung (a) ihre Integralgleichung ist. Daraus folgt ganz un- 
mittelbar, dass die Integralgleichung einer Differentialgleichung eine (will- 
kflrliche) Konstante enfhalten kann, die in der letzteren nicht vorkommt, nnd 
dass sie also eine solche enthalten mnss, wenn sie allgemein genug seyn soll. 
Zwei Konstanten, die in der Differentialgleichung nicht vorkommen, kann 
die Itttegralgleichnng aber nicht enthalten, da man zwei solche nicht eliml- 
mren kann, wenn ikian nicht über die erste Ordnung hinausgehl. 
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. NothweodJglMit d«r lategislgMehnat. 



II. Es fragt sich nunmohr bloss, ob jede Differentialgleichung (c) anch 
nothwendig eine Intogralgicicliung habo, oder vielinohr, ob es nothwondig 
eine Funktion y von x gebe, die der Gleichung (c) genügt, und eine willkür- 
liche Konstante enthält, die in (c) nicht vorkommt. Dass dem so i&t, wird 
mao sich am Einfachiton doreh eine Art geometrischer KrattrohtioB ver- 
deotlicheD. Wir sagen nämlich, mittelst der Oleichong (c) lassen sich Kurven 
konstruiren, nnd wenn wir diess gezeigt haben, so haben wir hiemit auch 
nachgewiesen, dass es eine Fnnktion von x gibt, welche der Gleichung (c) 
genügt, indem die Ordinate einer Knrve nothwendig eine Funktion der Abs- 

xisse ist, und eben diese Ordinate ja der (c) genügt Nun drückt aber || 

fUr einen bestimmten Werth von x die Tangente des Winkels ans, den die 
berührende Gerade in dem Punkte der Kurve, der zu x gehört, mit der Abs- 

zissenaze macht (§. i 1) ; kennt man also , so kennt man auch die Rich- 
tung der beröhrenden Geraden, von der wir sagen dOrfen, dass sie anf eine 
unendlich kleine Entfernung hin mit der Kurve zusammenfalle. 

Nehmen wir nun an, der Abszisse x,, entspreche die (willkürliche, aber 
bestimmte) Ordinate y^, so folgt ai^s (c) der zu x = i^, 7= 7t gehSrige 

Werth von ~ , also die Richtung der berührenden Geraden in dem betreifen-» 

den Kurvenpunkte. Konstruiren wir diese und nehmen dann eine Abszisse 
Xo + J.\ , wo wir uns Jz als nnenditch klein denken woRen, so werden wir 
die zugehörige Ordinate einfach dadurch erhalten, dass wir die im Ptokte 
z = z^ + Jz errichtete Senkrechte auf die Abszissenaxe an der vorhin kon- 
stmirten berührenden Geraden enden lassen. Wir kennen somit auch die 
neue Ordinate y«, die zu x« + Jx = Xf gehört, können also aus (c) den zu- 
gehörigen Werth von ^ finden, also die neue berührende Gerade konsüniren. 

Gehen wir dann zur Abszisse x, -f-z/x = x^ über, so werden wir ganz in 
derselben Weise die weitere Ordinate y, finden, und dann aus (c) den neuen 

Werth von ^ ziehen, also die dritte Tangente konstruiren können u. s. w. 

Man ersieht hieraus wohl schon, dass man mittelst der Gleichung (c) eine 

stetige Kurve konstruiren kann, deren Ordinate y ihr genügt. Da y« ganz 
willkuflich ist, so gibt es unendlich viele solcher Kurven; das einmal 
bestimmte y, spezialisirt jede einzelne und vertritt also die willkürliche 
Koostante. 



-III. Der Beweis dieses Satus lisst sieh jedodi ansh in folgender WaiM ftthren. 
Setxi man in §. 53, 1: a-hhs=z, so ist 

f(«)=f(»)+?^r(a)-^^ij^V'(a)-+- 

w«loh« Kmhe wir ans unendlieh donkan wollen (§. 5^ Hl). 

Da der Werth Ton y, wie er der (e) genfigen soll, nothwendig eine FUnklioa 
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TOD X ist , SO soll derselbe- durch die eben genannte OrOne f(x) IUltg«drilciLt Seyo, 
d. h. es «oU die GröM« y dargeittellt seyn durch 

y — (rj. -772- Cb ^ 

worin a ein bk-stinimter Werth von x ist, für den die lieiiienentwicklung' noch zu- 
lässig ist. Da die in (d) Vürkouiineiidc Grösse y geradezu die in (c) eben so ge- 
nannte aejm selli so wird aUo leUtere beslinunfc >ejn, wenn 7»« ^^ x^ , . . . er^ 
mittelt sind. Der Werth bleibt aber willkOrlich, da wir kein Mittel xnr Band 
haben, ihn xn bestimmen; dagegen ergibt sieh aus (e), wenn nianxs=a, 

j = y. setzt. {^^~^^ findet sieb, wenn man (c) diifereuzirt und dann x=a, 

^- = M setst, u. s. w. — Demnaeh ist die Funktion y, welehe in (0) rorkommt, 

durch (d; bestimmt. Da die eine wilUiürliche Konstante darin vorkommt, so hat 
den in II gefundenen Satz dadurch abermab naebgewiesen. * 



IV. Wir haben so eben gesehen, dass es nothwendig eine üleichuug zwiüchea 
X und y mit einer in (c) nicht rorkommeoden Konstanten gibt, au« der (c) hervor- 
gehen kann. Wir wollen nun aber zeigen, dass es nicht cwei soldder Gleichungen, 
die wesentlich ron einander ▼erschieden sind, geben kann, 

Seyen nimlieh 



0 V 

* Osss der Werth von - - , der hi Jedem Punkte einer der in II fconatniiiten Kurven 

•uttfindet» derselbe ist, der aaoh in (e) voikoumt, bt selbitvMstlndlleb, da er Ja so bestimmt 
verde. 

Man iMun aber für III verlangen, dass man seige, es fol|ge ans' (d) du Werth von 7 und 
einer von g^, Mirena x=bgesettt tvlrd,aneb noch der (c) rar xrsbgettflgen. btynaeb 

(d) bestimmt, voraus dann • • • ergeben, nnd maa setzt diess in F ( ^'^'g'^ I 
dn, so verwandelt sieh diese OrBese in eine reine Funktion von z, die vir duroh 9(1) beseicb- 

nen voUen. Bildet man aber nnd setst dann fOr y, r-^, . . . . ibre Werthe 

d"e>(x) 

aus (d), so erhält man offenbar dasselbe, als wenn man — unmittelbar ubgeltiitet 

d" F 

hatte. — Aus dvr Entvleklong In m ist klar , dass ffSr z = a die GrOsse NuUist; daraus 
fl»^ dMS«q|ftlP"(a)'=:0se7. 



Nun Ist 



» (b) = y {si) -I — ^ j-g- 



also da 9" (a)s:0, so ist auch ^(b) s=0, d. h. die Gleichuog (e) ist ermil«, wenn maa y, 
^ ' aus (d) in Ihr einsetit, und dann x = b macht. Damit ist natOilieh die Behauptung 

t' X 

erwiesen. 
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Q Es glbi Boc ein« Iatetn%i«idiiiiit. 

ft (x, y) — c , *f> (x. y) — c' (e) 

diese beiden Gleichuogen, welche wir uns nach den willkürlichen Konstanten c und 

Öy 

e' 8iifg«l0$i denken, so muM aus jeder deneibe WertJi von iblgen, wie er in der 
Gleichottg (e) Torkemmt Ans den beiden (e) nber folgt (§. 17): 

öy öy 

•0 dnu alio 

8; 8v ' 8x8y~8y 8i ^' 
8y 8y 

beyu niuss. Mau setze nun 

»(x.y)=p. ♦(«.y)=q (g) 

und ziehe aus der «weiten j, welohen Werth man in die erste (g) einsetao, wodnreh 
die Gleichung 

P = f(x.<l) ' (h) 

mm Vorschein komme. * Daraus folgt 

.^*..8p8q PpPq. 
woraus, wenn man u (f) d. h. ^ = ^ u~ cinsetat: 

8yV8« eqex^^ — BxÖqey' öxöy"" 

8q 8f 

Diese (nothwendig richtige) Gleichung ist erfiUlt» w«itt = 0, oder g^=0. Dn 

aber q ifi (z, 7) und diese Grosse 7 nothwendig enthalten muss , indem sonst die 

8 q ' 

xweite Gleichung (e) keine Integralgleichung sejn konnte, so ist niehit=0; 

6 f 

demnach ist ^ = 0, d. h. die «weite Seite der (h) enth&lt kein x, oder es ist 
geradeau 

p = f(q). d. h.9 = f('p). (h') 

Nur unter dlo^^cr Rtdlnpiing' können licide Gleichungen (e) als Integralglei- 
chungen von ir) 1j( sti hcn. In diesem KiiUe aber sind sie nicht wesentlich verschie- 
den. Denn .setzt man f(tp) = c, so muss ^ nothwendig eine Konstante seyn, so 
dass aus q) = o folgt \p=^e\ 

Hieraus ergibt sich, dass wenn 9) (x, y) — c eine Integralgleichung von (c) ist, 
auch f [9 (z, y)] = 0' eine solche ist, die aber nicht ton der enlen rarschiedea ist^ 



* D.h. ip = f (x. t;;), wo 9) uid ^ zur Abkürsong für 9 (x, y), ^> (x, y) gesetst sind. Die 

(0 ut auch -s- — = -i. —! , 
8«8y 8y8» 
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f ist dabei eine ganz bolicbigo Funktion. Aber auch nur in dieser Form kann maa 

Ton zwei (oder mehreren) Integralgleichungen der (c) »prechen. 

In Wahrheit gibt es also nur eine lutegralglt iclrnng der Diflerrntialgleichung 
(c) mit einer in letzterer nicht Torkommeaden Kouütauteu. Wie man dieselbe findet, 
Iii glttdigUtig. Knni mm alio «im Glddumg switeheit z and y, wvlehe eiiM in 
der Turgel^ften DUTerantialgleieliiiiiff nidik Toiltoiiimeiide (wülkOrlielu») Konstante 
entlmlt, und die so besdiaftli ist, dass aus ihr nach der in I angegebenen Weise die 
Differentialgleichung herrorgeht» M ist dieae die (eiiuige) geiuobte Integmlgleiolnuig* 
(Yergl. 17. Abschnitt.) 

y. Legt man in der Integralgleichung der willkflrliehcn Konstanten einen be- 
stimmten Werth (/.. B. » (\va Null) bei, so erhält man eine Gleichung, die natürlich 
der vorgelegten DiHVrciitialgkichung genügt, niclit aber die allgemeine I'orm der 
Integralgleichung Turütcllt. £ine suklio Gleichung heissen wir ein besonderes 
Integral oder eine beiondere Intcgralglekliliiig der vorgelegten Diffarentinl- 
gielojuiiig, 

Diffmolialij^dding adfe getrannten Vmttaiiiilkkm. 



I. Von den DifferentialgleicbangeQ erster Ordnung werden wir za- 
isi di^enigeD betncht 
kommt^ die aho die Form 



n&dui di^enigeD betnchteo, in denen ^ nor in der ersten Potenz Yor- 



P'+-q|| = 0 (k) 

haben, wo P, Q bekannte Funktionen von x und y sind. Man nennt dieselben 
Differentialgleichungen der ersten Ordnung und des ersten Grades, wobei 
wir bemerken wollen , dasa man die Gleicbong ^k) wohl auch in folgender 
Form schreibt (§. 1 1) : 

die wir jedoch in der Regel venneiden werden, da die Formel (k) klarer die 
Bedeutung def Gleichung ausspricht. 

U, Die einfachste Gestalt, welche die Gleichung (k) haben kann, 
ist die, in der die Veränderlichen getrennt sind, d. h. da P kein y, Q 
kein x enthält. Ai^dann ist die Integralgleichung von (k) einfach : 

wo C eine willkfirliclie KonAante bedeutet, nnd J*F'd^daB Integral nachz, 

y^QBy nach y bezeichnet 28). Aus der Gleichung (1) folgt nämlich 
(§.17): 

.(/pa.^/ger) ^ »(/pe.^/oey) ^^^^ 



»1 ■ 8f »« 
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Btifglftt. 



?/<i8y e/pex 
und da /Qöy kein z enthält, also \ -— — 0, aber = ^ fe^er 

/P8z kein y eotliftit, also =0, aber "^^^ = Q tot, eo folgt atoo 



aus (!') : 



d. h; die OleieliODg (k), so dass (1) wirklich die Integralgldcknog von (k) 
tot, ond aogenscheioUch dto niebt In (k) Torkomnende gans wiltkftrlidie 
Konstante 0 enthält. 

III. Sehr oft lassen sich aber in der Gleichung (k) die VerändeiUdien 
leicht trennen , wenn sie es noch nicht sind. Seyen etwa , OrOssen, 
die kein y; T«, Y, Grössen, die kein z enthalten, ond man habe die • 
Gtoichnng 

so folgt ans ihr 

woraus, da jetzt die Veränderlichen getrennt sind: 

. BeupieU. 

1) aH-^^^=^0, (adx + bdy=:0). 

Hier sind die VerADderliehen getrennt, also ist 



ylexH- Jh&j = 0, »x + by=C. 



2) KIn mit cinor Flü?«si(rkti( pcfulltos Gefass wird um eine Tortikalc Axe 
gleichfürmig- gclrcht. Daboi entsteht irsichtlich i'ino Vertiefung der Oberfl&che der 
Flüssigkeit iui(i niiui soll die Gestalt (ierselheii ermitteln. 

Sicher ist dieselbe die einer Rotationslläche , die durch Rotation um die Dreh- 
axe des Gefasses eutstandcn ist, so dass es genügt, einon Schnitt derselben,, der 
dnreh diese Axe geht, m keanen. Betrachten wir nun mn Wasseiiheildien in 
einem solchen, und sey j die Entfernnng desselben ron der I>rebaace, z seine Er- 
höhung über der durch den tiefsten Punkt der Fliehe gelegten Ilorizontalebene, 
(also \ nud y seine rechtwinkligen Koordinaten), sn muss, wenn das Wassertheilchen 
bei der Umdrehung de» Gefasses einen Kreis vom Halbmesser y beschreiben soll, 
die auf dasselbe wirkende Krafl (Schwungkraft, Zentrifugalkraft) nach diesem Halb- 

Vesser (gegen den Mittelpunkt) gerichtet nnd gleich sejn, wenn das Qewioht 
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des Theilchens, v seine Geschwindigkeit, und g dieselbe Bedeutung hat wie in 
f. 20. VIII. Ist aber a die Cmdrehiingsg««chwuidigkeii, m ist t = ay . also obige 

ThaUächlich aber wirken zwei Kräflo auf das WassertheilolMll t das eigene 
Gewidit ti Tertikal naoli mteiit und der Widentand der Flftelie, senkreelit sn der- 
selben nad naeh iiiiien gerieiitet. Setst Bum beide caiammen. so miiss die oben go- 
nannte Kraft als resuitirendc erscheinen, wenn das Wassertheilchen an seiner Stelle 
bleiben soll. Macht die Tangente AB mit der x-Axe den Winkel (j, so ist der 



Winkel der beiden Kräfte ~ 1)0" -f-(), und da die resul- 
tirende Kraft nach AC gerichtet sejn soll, welch letztere 
mit den beiden Richtungen die Winkel p aad 90'inadit, 



so muss, da die resoltirende Kraft = 



ist, bekanntlich 



sejn: /l= ^ tgQ, 



wilirend der Drnek ist 



Ana 




der ersten GMdiung folgt 

W,=i.d.b.(».ii,= |i=;^..'r|i=». 
• («•ydy=gdi). 

Daraus ergibt sich 

Die (im Allgemeinen willkürliche) Konstante C liisst »ich hier jedoch bestimmen. 
Da für X ~ 0 auch y = 0 sejn muss, so ist notbwendig C = 0 , d. h. Ute Gleichung 
des SohiiKts ist Uos« 

T' = ?ia 

Diess ist aber .bekanntlich die Gleichung einer Parabel, so dass die hier be« 
traehtete Ilädie entoUmden ist dnroh Umdrehunff einer Parabel am ihre Hanptaxe. * 



* 9vf das voHmde Geflss etwa ein Zylinder dessen Axe OC, so wM die FUss^elt aa 

den Wftnden empont^igeo, dagegen in der Axe aicb stanken. Die Erhebung öber den nfSplOng^ 
lichpn Wastprspiegcl betrage h, die Senkung unter denselben aber h'. Das Volumen Wasser, 
dk» kleb erhoben bat, mau nun gleich seyn dem doreh die Senkung lew gewordenen Yolamea. 
Vm enterst sa tedmen, bsssefken wir, dast dasselbe gleleh bt dem Ubalte eines Zylbideis 
ven der Hobe h, dessen Halbmesser dem Gefftsshalbmesser gleich ist, rermindsfl mtt den Theil 
dss Fambeloids, dsr fameihalb dieses Zylinders ist. Dsr KabikinbaH dss anasen Ruaboloids 



iat(|.48)rry^^*tx=^«(hH-bO*, der des Stfleks Us rar HOhe k's ^«b",alMdMebeie 
Stfick= ~[(b + h')* — ^"J- Ualbmesier des Zylinders (Ordinate der Parabel für 
z=b + bOi«t y'^f (h-hh-). desdwlb ist du SlQek dssselben, das wir ra bsrsebaea 
hahmt gM«b^^<b«i-hOb, so daa das Teinaien des gehebeoen Wessen SS ^^(k-f-bOk 
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10 Betitele. • 

8) »j*|^4-4x«— 2x*"4-ei+12=0, oderay*dy-h(4z'— 2x'+8x+12)<ix=a 
y » 8 y -+-y(4 X» - 2 X« + 8 X + 12) e X = 0 , 



4) 



^Vx*-^+8x»4-12x=C. 

»(•y»+i»)+y(ex-+-g)8^=o. 



und da 



Jcx-hg J \9 e ex-h^y o €» •'V»y -*-'> 2» ^ ' ' 
•o ist alM 

i_i,(ex4-g)^±i(ay»H-b) = C. 
|(»y«+b)«2ft0~^+^l(cx + g), 

woraus 

»y»-*-b = ««»«e'* 

und da o**^ eine «UlkfididiB Koutaato, die bn» AgUdi mit C befcieiliiieii kann ; 

Li! *»» 
e Ä (cx + g) io ilt al»o 

****££ 

ay>-HbssO(ex4-g) 

< 

(durob Dinsion mit x) : 



5) (6xy4-3x>^+6x» + 8x = 0. 



8Ciy+l)|^-l-6x•^8s:0, 

- vX 

y8(2y + l)8y +y<ftx+^ ax=: G, 

8y» + 3y4--g--+-8x = C. 
6) In niner «igan priimatiidien oder fgrliodiisdiaa, llb«aU glauii diokMi 



— ^ [Ol + hO * — Ii"]. Da diMi glaioh leyn nraw dam iMr gewoid«a«n Banm»» d. L gleid» 

^ h'*, SO hat man : 

2ti(h-4-h')"(h4 h')*-f-h'*^h'». 2h = h-+-h'. h = h'. 
d. h. die I-'lassigkcit liobt sich eben so buch, als sie sich seaWt. Da der Halbmesser des dv- 

flMM (vegeo b=h') üt — Vgb, m mnn, wwui r danelbe iM: 4gh= «'r* seyn. woraus 

Ii ildi'h«M€hntD IIa«. 
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Röhre ströme hcisse Lufl, während sie von einer Flüssigkeit umgeben sey, die immer 
dieaelbc Temperatur t habe. Unter der Voraussetzung, e» ströme durch jeden 
Querschnitt der ROhre in denelben Zeit dieselbe (Gewichts-)Menge Luft, et bleibe 
ferner in Jedem einnelnen eelohen Qaereehnitle die Tempemkur der dnrdutrOmenden 
Luft m jeder Zeit dieeelbe ond es gebe die Bohrenwaad alle empfangene Wänne « 
an die FlOssigkeit ab, soft die WAnnemenge bettimmt werden, die in der Zeüeinhett 
durch diese Wand strOmt. 

S("v t(, die Temperatur der in die Rühre einströmenden , t, die der ausströmen- 
den Luft, p das Gewicht der in jeder Zeiteinheit durch einen Querschnitt strömenden 
Lu^b, t deren Temperatur in dem um x Tom Anfang entferuten Schnitte, also fc-H 
die im Qnersohnitt, der x-¥-'Jx zugehört. Ist o die speziflsdie Wirme dar 
Lnft (§.75, VII) t so Terlierl in der Zeileinbeii die durch das (vnendlidi kleine) 
Element strömende Lufl die WArmemenge— poiit. Sey s der Qioaskaate) 
Umfang des Querschnitts, als 8 zfx die Fläche der Wand, die das ROhrenelement 
begränzt; y die Wärmemenge, die in der Zeiteinheit durch die Wandeinheit strömen 
würde, wenn Luft Und Wasser um 1 " Temperatur verschieden wären, so ist ys (t — r) 
die Wärmemenge, die in der Zeiteinheit durch das fragliche Stück der Wand strömt 
(vergl. §. 104, Mr. 9 nnd 10). Da diese letstew der gleieh ist, welche die Luft 
reriiert, so hat man 

" ^ t 

— pe 4it S7S Jz (t— i), pc 2^ 7 s (i — «), 

d.h. (§.76, VI) 

-Ii, 

ne 99 

— ^Z(t-T) = xH-C, t-t = Ce , 
7S 

FOr X :^0 ist t=to, also 

t — r 

1^ — 1=0« «od angsmaln: = e 

Ist h die Länge der Röhre, also s h ihre innere JTi&ohe = a, so bt (da für x=h 
aucht = t|): 

-It -11 
a— = e , to-tj = (to-f)(l-e ). 

Die in der Zeiteinheit ?on der dnrehstrttmenden Luft rerloraie Wirmemeng« 
ist(§.40,lV> 

--poy^8t = pe(to-t,) = pc(t,-«)(l-s 

wriohes nun die Menge ist, die an die Flüssigkeit gelangt. 

7) Man soll eine Kurve beschreiben , in der immer die Tangente des Winkels, 
den die berObiende Qetade in dem Funkte (x, 7) maoht, gleidi lej y • 

Han hat also 
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Aiudehnniig ein«« Gftses. 



wo wir itait 2 C blois C geidirieben haben. Die Kurrto est sIbo eine gleichseitige 
Hyperbel, für weldie der Anftngspnnkt Mittelpunkt iat. 

Kennt man einen Punkt , durch den die Karre gehen soll , so lasst sich C besUnunen. 
Sind a, b die Koordinaten dieses Punktes, so mas« nAmlich auch b* — a* = C seyn , so da«s 
die Gleichung der Karre dann ist: y*— x' = b* — a*. — Doch bat jede der durch y'— x*=C 
ssigedraektenrKnmn, was ftvdi 0 sey. die angegebene Eigenicheft. 

8. £in Gas wurde ausgedehnt, ohne Warme aufzunehmeD oder abzugeben; 
man soll den Endmstand ans dem anfanglichen erniiiteln. 

Sey V das Volumen des Gase« bei einer Temperatur t. N d« auf die Fliehen- 
einheit alsdann nothwendige äussere Dmek; V« , Na seyen die Werthe ron V, N 
fürtsO; V(. Nf mrt='t,; 7», N| fOirtsst,. Femer s^ Q das Gcwu ht (der 

Gcsamnitmasse) des Gases, c seine spesiflsehe Wämic bei unvcräudcrtem Volumen, 
k das mechanische Aequivalent der Wärme, d.h. die Arbeit, welche erforderlich 
ist, um eine Wärmeeinheit hervorzubringen ; a endlich der Ausdehnungskoeffizient 
des Gases. 

Alsd&nn ist bekanntlich 

Sej nnn das Vohunen des Gases = V (also t seine Temperatur, N der Dmek), 

und es werde dasselbe um das unendlich kleine Volumen ausgedehnt, so wird 
seine Temperatur nothwendig um — Ji sinken ( Jt, als Aenderung von t, ist negativ). 
Dadurch hat das Gas die Wärmemenge — Qc Jt verloren, diess in dem Sinne ge- 
nommen , dass diese Wärmemenge sich in Arbeit umgewandelt hat. Die Arbeit 
aber, welche rerriobtei wird, ist N V (da man für die unendliob kleine Ansdebnuag 
N als konstant annehmen kann); die Wtonemenge — Qc ^t wird durch eine Arbeit 
s-^-kQe^t herrorgebraeht, d. h. die erstere erseugt letstero. DoDsnadi muss 

~ k Q c J t — N JV , d. h. — k Q c = -^-^ ' j • 

.IV fV ' 

seyn , oder da . , ^ , , (§• 76, VI) : 



1 eV kQc 1 



V 8t No Vo H-ot 



, l(V>=-eJ(H-«t) + C, 



kOe 

wo e=^-^^. Da für t = 0; V = Vo, so ist C = <(V,), abo 



(Hat)«' 



Hier ist a = 0 00367, k = 424 . c s= 01686 . Nq = 10334, ~ = 1*293, also 

^^Q-^lQ^' wenn es sich uro atmosphärische Luft handelt. • 



Ist ti die Temperatur su Anfang, tj su £nde, so ist 
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Sind y, , p', die Dichten de» Gases in den zwei Zuständen, so iat woraus 

(Vefgl.: Poiston» MediMiik, II, §. 687; Bedieobaeher, Dynamideiisystein, S. 45). 

IV., Aus den Beispielen 2, 6, 7, 8 ergibt sich, in welcher Weise die 
durch die Integration nea eintretende KoosUnte bestimmt werden kann. 
Kennt man n&mlieb dir einen beatimmten Werth der unabhängig Veränder- 
lichen den zugehörigen Werth der abhängigen, so ergibt tich die Konstante 
soforti wenn man in die gefondene Integralgleichung diese Werthe einsetzt 
Dass dabei die abhXogig Veränderliche als stetige Funktion angesehen wild, 
ist begreiflich; sonst würde die Konstante nicht nothwendig eben nnver- 
ftnderlichen Werth haben. <VergL §.26» II). 

Die Hanptaofgabe bei Integration der Differ^ntialgleichnngen. erster 

Ordnung und ersten Grades ist nun die, durch irgend welche HUfsmittel die 
Veränderlichen zu trennen, und wir wollen die wichtigsten Methoden, die za 
diesem Endziele f&bren, angeben. . , 

§.92. . 

Lfaware IMHbrantialgleicbung. 

I. Seyen X, Grössen, die kein y enthalten, ond die Differential- 
gleichung 

zur Integration vorgelegt. Man setze y = u v , wo u und v zwei noch zu 
bestimmende Funktionen von x sind, so = n ~ 4- v mithin wird die 
Gleichung (a) : 

d.h. 

Gesetzt nun, ▼ werde so bestimmt» dass 

^-^Xv = 0, (b) . 

so folgt aus (a') von selbst 
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14 Ubmn DtfitecotialgMefam» 

Und umgekehrt, wenn v und a den Gleichaogea (b) und (b'; genügen, 
so genfigt y = av der Gleichung (a). 

Die GleiehiiDg (b) gibt aber 
und da hier die Vertaderlielien getreoDt sind, so bat man (§. 91): 
wenn man C flir e^ sobreibt. * Setxt man diesen Werth in (b'), so hat man 



8n „ ^ 

a1aonadi§*91: 



wenn G' eine Konstante. Also 

y = n T = (C «ySr» 8 X) . 

d. b. die Integralgleichong der Gleichung (a) ist 

wie man durch unmittelbares Einsetzen in (a) sich leicht überzeugen kann. 

1) ADS 

li9lgialso»dajetstX=l, Xt== — ax", Jjibx=xt 



^ , also 



d. h. 



♦ Bogreiflich soU damit nicht gesagt seyn, et wy = C , loodem imri Mjr «bsn 
«im Konitsak«, dte nsa fll|^ sadi mit G bu«iflhn«o ksaB. 
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I» X» 



3) SDchi maa die Smnme der onendlielien Beüie ^"^^-^-^ und 

aeirt dieselbe = B , io trt fUr < I (§. 6, II) : 

und d»flir z==0 MMh s = 0, feittCsO» mitli&i 

xH-^+^H- = -IO-x). <|.54»n). 



Gesetzt QUO, man habe die unendliche Reihe 



X . X» X» X« 



1.2 2.9 8.4 4.5 
welehe Ar < 1 konvevgeBt fst (§. 60, IV). und sey deren Suimiie = j, so ist * 

8« 2 * » ^ 4 ^ *ei 2 ^ 8 ^ 4 ^ ••••• 

y-*-x^f=x-<-^+|f-<- d.h. ,-+-x^ = -iO-«). . 

Hierens folgt 

= Y[c + x-h(l-x)J(l-x)]. 



* Die Diffofensinmg einer anendlichen Reihe, wie wir es hier ttiun , ist immer gestattet, 
«•na der erhftUene DltfereBtlelquetienft eine endliehe Snnme bet Es folgt ^ 
die« tn dam SatM fbt |. 67, n. Oomiift. veexsaaa: 

8n, Öu, 8n. _ 



•eilt nach jnm&ilM, «eiwnrsssstiitH-%-t'....eineMidlidMOrtiie=0» 

U|-fu, +u,-+- ~ «8xH-0 



et tot 



8 , , 8n, 8u, 

-K + a. + a, + ....)=^ + ^* 



Der Quotient in g. 60, IV ist für die Reihe 

2. . x_ . . n-f-2 _ n-f-l 
2 "^8"*" 4 ■*" •••*' '~a-*-2*' 

■odaiaAp^^sz, aad dielMbe k oBf wg e ot lit, w«bb z sviMbaa — 1 ond + 1 , d.b. 
s*<l. nra«OiildtobnaileB«dinguDg erfttUt 
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j ^ Da» Integral J e— «* a x c x . tteihensainmirong. 

( i~x)<a— «) 

D» ftr x = 0 anoh y = 0, to iti nothweadig C = 0, da y-^- j 

NttU isi IBr X = 0 (§. 22), so dsM 

1.2^2.8 8.4 » 

4> Scy jr= / e-»'*m(ax)i*x, so ist (§.86, I): 



to daw alio 



Demnach in (a) : X = i a, X, = — l , und folglich 

y=a-i/-ö'lC-h|/oy'''e»l.y=t-*''tC + j/.*'*8a]. 

Ist I y »^''*öa = F(a), §0 i»t alio jr = e"i*'£C -h F (a)J . Da ferner für a^ü 
auch y = 0, «o ha* man 0 = C -h F(0). C = — P(0)» wofaiM 

y s «-i*' IF (a) - F (0)J = e ^ J«^"' Ö » («• *1. D » 



d.h. 



y*V»**iii(ax)8x = e-J*'y^V*' 8«(S.8«,IV). 

« 1x1 .2x' l,2.3x» , . ^ 

a> 0 und x'< 1 koamgent ist (§. 60, IV) au tomaiiren. 
Ist jr ihr» Sanmo, to ftt (rergl. §. 58) 

vorant 



Demnach 

■ 

d.b. 

Daraua folgt 
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lotegrauon von g ^ X Y + = 0. 27 

und <ta x*y Noll ist Or x = 0» lo ttt — C gktoh dem Werthe ron ay|p^ 
flrx = 0, womu leielit firigt: 

Glaidmagw» dlt in IhaliolMr W«iM bahuidAla Immii. • 

n. Ist T eine bloss von j abhängige Grösse; X» wie ohaa, so kanu 
die Oieicbnng 

87fi + XY-hX,-0 (d) 

leielit auf (a) zorfielLgefllhn werden. Setst man nimlich(§. 13) : ^ ^ = 

j^, 80 ist die (d): 

nnd ans ihr folgt: 

'Rieher gehflrt u. A. die Gleiehimg 

y"'-'^4-Xy»-hX»=:0. (•) 
Moltiplisirt ma diese OleiehoQg nämlidi mit m, lo ist sie 

»3r^|^-f-niXy«-+-iDX4 =0, 

und geht in (d) über, wenn Y = y", und mX, mX, statt X, X, gesetst werden. 
Demnaeh ist die Integralgleiohung tob (e) : 



Eben so gehört hieher die Gleichung 



|| + Xy-4-X,y"=0. (0 

Benn au ihr folgt 

_^_l)ay 0,-.l)X 

y« äs 1)X4 = 0, 

and geht in (d) über, wenn T = ^ = y- uad - (n — I ) X , — — 1 > für 
X und X| gesetzt werden, so doss die Integralgleichung von (f) ist: 

-k = '(0+ (o_ 1) yk...-«-«'^» »' «xj. 

III. Keiiüt man eine FunJction z von ä so beschaöen , dass sie für y 
gesetzt, der Gleichung 
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Ig Die GUIohn»g «•|^-|-xyH-e»» = a. 

|{4-Xy-hX»y»H-X, = 0 • <|> 

genfigt, 80 setze man y — z -r u uad erhält aus (g)weg6D |^ + Xä4- i' 

H- 2 X, ■) a + X, u« = Q. 

welche Gleichung nun zu (f)» för n = 2, gehört. Ermittelt man hiernach o, 
80 hat man dann y = u + z. 

IV. Seist man in d«r Gleichung 
8y 8t . bu 



aUo 



8_u 

8t _ 1 8t 1 



Tr re"* = »; 



wenn X j^-t-T=0,— ^-h j — 0, Uv) -H ' (x) = c (g. Öl), l (x r) = c. 



XT = e*, XT=o,* T=.~, M ist 



Um dM Integral an beitimmen, nj eF" — a = s, 'JT^«" 
= also (§.28) 



(e" — aX' _ cy 



«Bd niUiia, da aaoh C* kenetaii*: 

a 



i«sbC. («»'-»)x'=sC#«». 



* We abtmaU Ar e* bloM o CHüM «M. 
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V. AU Beispiele ua dem Vorstehenden mögen noch folgende dienen : 
6) Die Gkielniag 



SU intofmn. 
d. Ii. 



Ia(Oitt jaUtX^y.^, = 1*. «=2; Jxbx = ^lix), «•^'<'^=z 



' Cx'-b' 

weldie Oleiobung Hir a = 0 unzoIäMig U(. £• kann jed««h die Yi»vgelagta 01»ldumg 
aoeh n §. 91, (m) gerechnet werden. 

7) OA. OB lind sarei dnreh den Anfangspunkt 
O gehende Gerade (Fig. 54), die mit der Abszissen- 
axe OM Winkel machen, die sich zu 180" ergänzen, 
deren Gleiclnmpen also sindy = mx, y— — tax 
(m > 0). Ja einem beliebigen Punkte £ der Ge- 
laden OA liebt naa die Ordinate ES. daan £F 
parallel mit der Abssisaenaze, «ad soll nun eine 
Karre PQ finden derart, dau wenn mnn (^cn Durch- 
•ebnittapunkt R diosor Kurve und (Ilt (^irdiaateES 
mit F Tcrbindet, RF Tangente von sej. 

Die Koordinaten des Punktes E seyen x — nr, y = ma, so ist die Gleichung 
der Geraden EF:y = mrt, und dieselbe schnpidct OH im Punkte F, dessen Koordi- 
naten sind : x = — a, y = ma; die Koordinaten des Punktes R seyen x, jr, so ist 
die Gleichung der Geraden RF: 

wenn X, Y die laufenden Koordinaten von UF sind. Zugleich ist aber auch a—x, 
■nd da BF Tugeate an die Karre aejn teU, ta muM leyn (§11): 




8 y_ y-- mg y — m« 

8«"" »+« ~ 2x * 



8x 2*^2 ^* 



an» walebar Gleiohnag db Karre au beetimmen Jet. Nach 1. (bigt bieraue : 



(7 + m z)' = C X (C «tau C*>- 



DÜeta Gleiabaiv ttettt (Ar eia poihiTei C t. B.) 



Panbel rav die mna eibllt, «eaa 
OH fafalleI.40B aad 



00 tflBknaht auf OB liebt aads= 

2(1+ «>> . 

:; altdaaa iit H .dar Sahiilei der Pambil» BJ derea BauptaBep aad 



4(1-»- mO 
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20 DfaOW«liOfl|(*+kx"y")x^-l-(«+h»»y*)3r=a. 

0 

EntferDung des üreonpunku Tom Scheitel ist 1- . Für C = 0 würde die Pmiabei ia 

di« Gevftdt OB ftlMftdiMi. Ds C «iUldtalicliitt, to j^U« HBtnOidi Tteto'Pttabdiit 4a«^ 

ni^O Toraus.setzen, so habc-n bei positireai C alle ihren Scheitel zwischen OBimdOMt M 
wie MOh alle dtitoh O gaben and dort Ton der Oidinataoaxe berührt vardea. 

§.93. 

8v 

btagnitfon der Gleichung (ax -t- b x""^' y"») ^^-^-ey h- h x»y"-»-* =a 

L IM« GleieboDg 

(axH- bx"*'y"»)r^-+-cy-hbx"y»+'=0 (») • 

O X 

]ä£st sieh leiclit integrinD. Dividirt inän dieselbo dnrdi xy, ao heiMi 
sie aocb 

ond wenn man noD 
alto 

s ex*" y dx X * n bx~ j fix ■ X 

setzt, so ist die vorgelegte Gleicbang: 

H -. x*y>s=0. 

I 8x u 8x 

Aber es ist 

K*«y»* = i?, y**«»*««», «•«'y*'»=f», y^'s'kss««, 

also 

X*— = y*'*-»* = »^a-*, 

t • h <• »■— »Ii »m—»a 

s i*— > ^ ' u'^ . X- y- = * , 

mitbin 

» 411.. bn — nih cm — an „ .»«j 

ond wenn zur Abkürzung ~ — «» = ß gesetzlr wird : 

d. b. man bat als lotegralgleiebnag der vorgelegten: 

M b— b n r m — ■ a 

mb — bn me~aa 

II. Diip gegebene Auflösung ist uiTzuIä.ssig, wenn a oder Null oder unendlich 
werden, d. b. wenn entweder bn — mii-=0, oder cm — an = 0, oder bc — ab = 0. 
Sey aUo 



LiOOQle 
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1) o — 0, d. h. bn — mh = 0, 
nicht ftber om — » n od^r b e — ah Null. Aladuio ist x*jr" — uß^ also 

nieht abor bn — mb, oder be — ah NoIL Altdann ist x*7*=t~«, abo 

• 8)be — »11 = 0. 

ab 

Jetzt ist b = — , also die rorgelegte Gleichung 

^ax + — x»^-« y"^ cy -H hx" y"^' = 0, 

y X (• + h X- y) -t- 7 (• H- h ^ y-) = 0 , 

aÖy *a6y c* 

Dies» ist nun richtig, was immer auch n, m. h, b sejren, also wenn auch uoch 
soi^aidi etw» ba— aib = 0, oder ein »0 = 0. 

4) «=0, /J = 0, nWUebef bc — ah = Ö. 
Alfdami x*jr= 1 , also 

1 8s . 1 8a ^ , _ , ^ 

m. Wir fttgen einige Beispiele bei. 

In(a)istjeiit: » = 4, b=— 8, o=2, h = 5, m=:2, n= 1» bn — mh=s 
— 13, om^an;psO, bo^ab= — 26, also^=Onnd 

-2(xV; *4-i(y-»x')*=C. y-*x» = eC+t(,->,-»,^Ce»'*, x»=Cy»s'»«. 

2) (4xy»-8x*;^^H-2y*-5x*y«0. d.h. (4x-^V) ,^^ + 2y-.?i=0. 

gibt a = 4, b = — 3, c = 2, h=— '5, n=2, m=— 2. nth^hn=:16, 
cm — an = — 12, bc — «h=14, also f 

3) (3x»-4y)|2-8x«y + ^* = 0, (s*- VO 8 x - ^ V«' 

a = 3, b = — 4, c=— 8, h=:4, m — l, b = — 3, be— -ahssO, also i«t die 
vorgelegte Gleichung: 
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22 IN»01tieba»g<z«j*+ax)|^— bz*r*>-a]rsO. 

# 4y 3 

wUirtnd Allerdingt d«r lUtftor S— ^ = 0, y = -^x* Meh geiiflgt. 

btogmlioii wt H wtr DtftmattelgleldravKeB mhttlit dantlbm YcrfUnms. 

rV. Maq wird beachten, da»» die beiden DiffereDÜalgleichimgen 

' . = 0, -i- —ssO 

y bx X y ex X 

durch die Gieichimgeii 

integrirt werden. Das oben angewendete Verfahren besteht hiemach darb, 

an die Stelle der Konstanten C, C neue abhängig Veränderliche einzofuhren, 
wodurch dann eine Trennung derselben möglich wurde. In ähnlicher Weise 
lassen sich noch manche Gieichan^eu iotegriren, wovon wir einige Beispiele 
beifügen wollen. 

V. Die Gleichung 

(x»y'-^ax)|^-ba»y— »f=0 (<) 



Setat anan aber 



so ergibt lioh naoh 91 : 

y— bx = C, -Z-äC. 

Wir MtMo danwadi: 

— bx = u, -Z-i 



y-l»i = ., -=T, w«»a = — . y=-_,. 
nndliabeii: 



« M d u <i T 

• Qenaa genommen h&tte man die Differenualqaotienten durch beseicbaen, 

dafiaiwvUtaa 1^, ^ 4to Bete laya kVuto. Dia gewIUto BeMiehamg wM aber Uir 

By öy - • . 



UaklHhettAfaitn, 4a ttcnU mg ^MMuU^ DUbwltolgaalieatia fai 
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d. h. endlich 



VL Dm Gltfahmv 



8y _ ! -^-^y-^y* 
8x~ H-xy-J-x* 



und da die Gleichungen 



y 



a VT 



wodurch nnn wu (e) erhält : 

1 8a TH-1 eT_. 1 T___. 

la ihnUeher W«m f&hrl 

6y 1 H- »y 

c^x~ 14-xyH y* ^ 

a<y— x)*H-(y"-»')*=c. 0^ 
§.04. 

lotegntion der Gleichung a x' y* ^ + b x"* j* s= e. 

0 X 

L Setzt man in dieser Gleichung x = u", y = i/*, so wird (§. 13); 
« da dn a^ 

In dieser Gleichimg Wifdeii «Ue VerAnderlichen getrennt werden 
kftnnen, wenn 

|l(n-i-l) + l = l-||(e+l), «dWÄCrn+l — r)-I««a-r)-l. 

0ieie Annahmen Ähren «nf ^ s= 0, oder «r 0, was nnxnlissig ist» 
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Die Veränderlichen können aber auch getrennt werden» wenn ragleich 
|t(B — J)H-1=0. 1— /»(»4-l)=0; 

dieiB iBt nur möglicl), wenn n = 0 , in weldiem Falle aber die Gloichimg ge- 
radezu zu §. 91, ni zu rechnen i«t. 

II. Die umgeformte Gleiehuag nimmt die Form des §.92 an, wem 
zugleich 

Denmaeh wird 

V X 

I 

auf §. 92, I zurückgeführt durch y = z* ^ « bleibt beliebig, kann also etwa 
^ 1 gesetzt werden, so dass z = u and iiiaii also aus (a) erhält: 

9x- » a 

III. Setzt man zugleich /?(n — s— 1)4-1=0, 1— /?(8 4-l) = l, 

80 ist 8 = — 1 , ^ = — -i-, also wird die Gleichung 

as'y-'r^-hbx-y» = • (b) 

oz * 

durch y = z * aof §.92, 1 zorflckgefllhrt. «r bleibt abermals wUlkflrlicIi, 
mag also wieder — 1 Mjn, wodurch die (b) gibt: 

6« bn cn _ 

X— 'rfr — r-'» = 0. (bO 

ex • a 

IV. Man ersieht hieraas, dass die vorgelegte Oleiehung in den FiUwit 4a 1. 
oder s ^ - 1 aaf§. 92, I zurückgeführt werden kann. Ist in II abern = 8-f-l, so darf 
nicht zugleich b — — 1 s«yn; ist in III t = — 1 , so darf nicht zugleich n=:s+l|d. h. = 0 
■•yn, indem sonst |9 aBMdÜieli vflrde. Islabera=Ö, s = — 1, segehUrt die Gleielunigsa 



1) 6xV|^-4.«y»=l 



gehört SU (a). Softit man also J=s^ ^ ^ ~ 1^ ' B* ergibt sieh: 

e_ 



/e ' g 
: x^-jp» «n dsüelbe dvoh UoBfonDing n 

ertasHeB- 
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gehört ni(b). Sey eIm 7 = 1 *»ei~"'T* « J^t diwelbe 

— + — — X--0, * — e IC — — /xo exj, 



8x ftx* 6 



^=.'Mc--^/x. *«axj. 



£io ueinlieh allgememei B«ispiel tur Üiffereotialgleicfaangen erster Ordnung üadet sich 
in »Aahtag* milir C 

§.»6. 

Homogene Differenti&lgleicbangen. ' 

Ein aus x und y zosanmiengesetzter Aasdrack heisst homogen, wenn er 

80 beschaffeu ist, dass wenn man y = x7. setzt, alle einzelnen Glieder ein 
und dieselbe Potenz von x als gemeinschaftlichen Faktor erhalten, während 
sonst X nicht mehr vorkommt. Ist x' dieser gemeinschaftliche Faktor, so 
heisst der Ausdruck eine homogene Funktion von .\ und y vom n**" Grade. 
So ist 6x'y'-f- 7x*— 8y*x — 7y* homogen vom 5"" Grade, indem, wenn 
mau y — xz setzt, x^ überall als gemeinschaftlicher Faktor erscheint und x 

sonst Dicht mehr vorkommt; eben so ist y — H- ^^y^ — 8 homogen vom 
0*" Gnde, 7» ~» 7« — homogen vom Onde — 2 a. ■• w. 



I. Sind mm in der Gleichung 



PH-Q^=0 (s) 

P und Q homogene Funktionen von x und y des n*'" Grades, so können die 
Veränderlichen in (a) getrennt werden. M^n setze nämlich y = xz, also 

1^ s + z j~ , to werden P and Q den gemeinscbaaiichen Faktor x* erhalten, 

so dast dann etwa P =: x*Z« Q = x'Z\ wo Z ond Z' blosse Fuditionen von 
z sind. Alsdann wird die Gleiohnng (a), wenn man den gemeinachaftliohen 
Faktor x* gleich wegl&sst : 

Z' rfz"\ dz 
Z -4- Z' ( X X— J =0, xZ'^^ -+- Z H- Z'x = 0, 

woiaoi anmittelbar folgt: * 

in welcher Glekshnng schliesslich x = -2. sa setsen ist. 
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26 Iotegr«tiöii f«a (a s + b 7 -f.o) d y + (a' x +.b' j -t- eO <ix = a 

II. Die Gleichung 

kann homogen gemacht werden. Mao setze Dämlich x — a + a., y = v 4-^3, 
»lio öf=— =-57— — -=i-, 80 wird iiein: 

8« 8x 8(iiH-«) 8u' 
8« 8b 

(a«+ b? -h a«-4- bi? + c> r-< 4- a'v + VtH- a'a+ bVH- e'=0 

und wird ein« homogene Differentialgleicbong £irisehett n and t des einten 
Ondes, wenn mm « nnd ß 10 bestimmt, dais 

b c' — b' c a' c — a c' 

• a4-b/?H-c = 0, »'a-+-bVH-c' = 0, a= ^= fc^-a^b ' 

Diese Auflösang ist nicht anwendbar, wenn ab' — a'b = 0. Für diesen 

E'b 

Fall ist aber b' = — und die vorgelegte Differentialgleicbang heisst auch 
(ax4-by-+-c)^4-*'x+^yH-c'=0, (» » "^by) = ®- 

Man setze ax4-by = 2. a + bji=^. bi"^T Ji'^T' ^ 
diese Gieichong zu * 

(1 et a a'^ c 8« ac . , ^ 
1^ (aa 4- ac) -f- (a'b — a')«— a*e4-abo*sssO, 

welche zn §. 91 , (m) gehOrt Sehliesslioh !8l2 = az + byia aetien. 

III. VersDcht man die Gleichung 

(ax"7«H-biF9* + es»7«H-...)|^H-a's^;*'+Vsr]r*'-«-e'a»'y<'4-...sO 

o s 

8 T 8a 

dorohdieSubstitation s", ^ «z**'' 7- so einer homogenen Differen- 

oa ea 

tialgleichnng iwischen z nnd x m machen, so wird dieselbe amächst soyn: 

a(ai" g*«*«-» 4- ba' 4- ea»! 4- . . .) 1^ 4- a'x»a»' « 4- b' a»'a^ • 

Qa 

4-e'x»'a''«4-....ä=50, 

nnd wird homogen seyn, wenn es möglich ist, dass die folgenden GleichuDgen 
zugleich bestehen : 

inH-(n4-l)o— I=r4-(i4-l)a— 1 = p -I- (q4- 1)«— l = . . . = m' 4- n'« = 4- »'a 
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BfiifUlt. 

1) z |^--7= Vx'+y'»ieine]ioiiiogwi«DUIbwllaIgt«i«h«D9d^ 
OrdBBBg. Sie gibt: 

3) Man soll (Fig. 55) eine Kurve PQ koostruiren so be- ^ 
•dudbn, dMt wenn M «n Pimkt denellMB, BM teiDe Ordinate, 
und Olf sein Radiiit Teetor istk ferner BD senkreelit anf OU fe- c 

zogen und bis zum Durchschnitt C mit der Ordinntenaate Ter- 
U&llgert wird, die Gernde CM Tatig'pntc sey an PQ. 

Man findet, wenn x, j die Koordinaten Ton Ii sind, leicht 

aleGIeidiangMid«rGeradenOM:v=:^|.BC:v = ~-(|— xX 

CM:v— y= 77~"(s — x) , so daaa also , da CM Tangente » 

an die Karre seju soll: 

welche Gleichung homogen vom z^ited Urade ist. Sie ffibt seUieMlieh: + 
2x»l(x) = crx« ' 

4) Die Differentialgleicboog || = f (-|-), wo f eine beliebige Funktion 
bedeutet, ist homogen vom 0"" Grade. Sie gibt z -i- x = f (i), 

Di. Oleichmg |l = f (^i±|i±l) rtrt ««4 H. mf 
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28 UmniiMlbar iotegrirbara Diff«Niitia|glaialinBgra. 



8a 

n 

gebracht und gehört JetEt ebenfalls hieher. Für ab' — a'b = 0 fot sie: 

c*x Va (ai b y) -I- ac y ' 8x V* 

80 dass sie za §. 91 gehurt. 

5) Man sucht eine Kurve, in der der Winkel, den die berflhrende Gerade 

in einem Punkte derselben mit der Abszissenaxc macht, eine gegebene Funktion 
des Winkel« ist, den der R&diusvector in denselben Punkt mit derselben Axe macht. 

Ist a der ante» ß der mite Winkel, lo ist i;^« = ^ (£. 11), tgß = 
hataan wie in Nr. 4: 



|2 = fri.V /-JA.^^i(,)=:c. 



Sejs.B.Ter]aagtkdaMa=2^soitt^a=^2/}=p:^, d.h.^= 



2 z 

oder es ist f («) = ^zT^i » 



d.h. 



d. h. die Kurve ist ein Kreis, dessen Mittelpunkt in der Ordinatenaxe liegt, in der 
Entrenraag ▼om Anfugspankt^ wthrend der Kreis dureli letiiem geht» (Es ist 
diess dw Sats vom Winkel der Taageate and Sehae.) * 

§. 96. 

Unadttalbar dnrdi Dlfllnensiranf eotoUndene OleiehoDf «n. Bedingungen der Integrirbaikeiti 
L £e kaon sich ereignen, dass die Differentialgleichung 

P+q|^=0, ederP4lz-f-Q<iy=0 (a) 

geradezu durch Differenziruog einer Gleichuog f (x, y) = C entstanden ist. 



* Wir mtisson liior, wlo in der Note zu §. 93, V, wieder auf die Bexeichniuig der Dif- 
ferentiai4Uijticntcn anfincrksain machen Es sollte oflcnbar , venn y r= x x gesetzt ist, 

~ überall statt |. ^ stehon. Thcilweise wurde diess eingeschrieben; meistens haben wir aber 

dto sweite Beseidmang beibebslten, da hivr keine VenreduiiMg itsttAnden wird. 
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a. h. dMS P-^Q^ identiich ist mit ^-^^ (§. 16). AW«onI^me80ta- 
^" ^ = Ii » ^ - *«y"» voraus folgt (§. lö. U) : 

8P_8Q 

8y~"ex* 

Ist die Gleichang (b) nicht richtig, so wird sicherlich (a) nicht unmittel- 
bar durch Differenziruog entstanden seyn. Umgekehrt aber, wenn (b) richtig 
ist, ist dit'ss der Fall. Statt diesen Satz theoretisch zu beweisen, wollen 
wir. anter Voraussetzung der Gleichung (b), die Grösse f (x, y) thateächiich 

bestimmeiL Voraasgesetit aämiich, f (x, y) aey so beschaffen, dass — s= P 

6f ' 
Q, so folgt «lefst aus 

8 f r 

woriir die Integration bloss nach x geschieht, und R eine Funktion von y 
ohne z, seyn wird (§. 76, 1). Hierans folgt: 



ondda — Q: 



Da non R bloss y enthalten soll, so muss auch Q - — fpdx kein x 
enthalten, also der Di£ferentiaIquotient dieser Grösse nach x = 0 seyn. Der- 
selbe ist aber = |f - ± Ay-pa^ = ^4 O^yermögederQlei. 
ehohg (b). Demnach ist 

wo C nun weder x noch y enthAlt; also endlich 

woiw» folgt, ^ß(i''~fpdx)dykBiBTentMt: ^ 

, Deomach i«t Uie JategTalgleichuIlg.■ 
/p^,+y^Q-J^/pel]^,=a• (.) 

• Hkff äad die Intejrralo rein partielle, lo dMs die BeseichnoDg genau ist. Dabei 
Wir ab«r einem Mi«Terrtindniii« mbeacta. Di« Qtisse JIq - ^^Jf^x) 8 y ii* 
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30 IM^grinndtr Faktor. 

OffMibar «riuelto naa «bca lo : 

^■I-I yB-t-l 

aiio _ 

t'W-^- ^'^t - ' -M(V?^TH-T)+>l<T) = C- 

Integrirender Faktor. 

II. Es ist nun aber ganz wohl denkbar, dais, nachdem die Gleichong 
f (z,y) = C differ«Dsirt worden« ein aUen Giisdero gemeioftcbaftlicher Faktor 

9>(x,y) -w«gge!M8eD wurde and dadurch erst die Gleicbting P + Q ^ ^ = 0 



= yP8zMtaMi woU««. Deimio 



dtn letston TbMl=y P8zMtaMi woU««. Demi ioyP8xkOiiiieu GlMd«r voriEMmm, tt* 
kain y «adnltMi, iIm Mi dar IMfllnMidni^ nadi j vagfiülen , und sich bei der demf 
MgtödiB InUfnlioii aldife «itdw aiMlMB, 10 dMi Jf^xmA f\^yj^^^^^^ 

Qtteder von eioMder Tendüeden teyn kdoneo. Eatbllt tlMx Jv 8x keine too y nnehhliigi- 

gmCHIeder, eeiitfrailidi f^^^= f\j^ ^PBxJöy. D««hiitailnm 
Cedi nach den Formeln (c) oder (c'> zu Tertahren. 



EtglblaMiidllflkvMiilBltgiifMd^Fiklom. ZI 



entstanden ist Alsdann wird freilich letztere nicht in dem oben betrachteten 

Falle seyn, würde jedoch, wenn man den Faktor ^ (x, y) herstellen könnte, 
leicht in denselben zn bringen seyn. Diesen Faktor nun nennt man den 
integrirenden Faktor und es lässt sich leicht nachweisen, dass ein solcher 
immer vorhanden seyn rouss. Gesetzt nämlich, die Integralgleichung der 

TOfgelegtAn DUferentialgleichong P + Q = 0 sey ^ (z, y, C)=0, and man 

löse letztere Gleiclmng nach C auf, wodorch sie dia Fonn f (2,7) = C an- 
nehme» »0 folgt hienuw 

8f 

I/^ILLZ— 0 ii— iL 

8i"*"8y8«~ • 8«"^ 8f • 

8y 

WO nun von der wiilkiirlichen Konstanten keine Spur mehr vorkommt. Da 
aach ^ = "q 18*» »0 HO** 

8f 

(d) 

8y 

aeyn» d.h. wenn q = »0 ist nothwendig aach ^ = und ^ ^ = 

H G ^ 8 0 ^ 8 y ( 5 rO = ^ ^ r'] • ^ 

P-f-0|^ mit 1^ maltiplizirt, ist diese Grosse identisch mit + 
es ^ ey vs 

g^^, nnd mithin wird ^ ein integrirender Faktor seyn. Man kann 
sich diese auch noch in folgender Weise erklären. Aus (d) folgt, dass P =^ 

*^^'*8« '•V.B«^8y8j' M V ^^8«>>~8e^87 8^* 
dass also — ein integrirender Faktor ist. Aber — = i !- = i s-^.wie oben. 

IIL Kennt man aber einmaf einen solchen Faktor, so kann man so- 
gleich unendlich viele finden. Sey nämlich v ein solcher, also v 
8f . 8f 8y . X */ \ 8f 8f 8y df(x,j) 

tati «tan 91 (u) eine ganx beliebig» Fnaktioo voti u bedeutet: 



8q 



und da y (n) ^ immer ein geoaaer Differentialqaotient nach x, nämlich von 
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32 Bettimmung dei integrirendda Faktor*. 

Jtp (a) 3 a ist, so ist auch vg» (a) solcher, so dass auch 

▼fp(o) eio iotegriroDder Fnktor seyn wird. 

§. 97. 

BattimmiiBg das iattgirinniden Fakten. Anwoodaaf . 

L Man kann sieb non die Frage stellen, ob man nicht mittelst der 
Gleicbong (b) (§.96) im Stande ist, den integrirenden Faktor so finden.. 
Sey also wieder (a) die vorgelegte Gleichung, ▼ ihr iotegrirender Faktor, 
so mflsste 

seyn ; allein diese Gleicbang ist schwerer an&nldsen, als die vorgelegte, so 
dass sie Ibier Nichts firochten kann. In gewissen besonderen F&lien Jedoch 
leitet sie cor Eenntniss von Gesetzt nimlidi 

J_ r8P _ 8Q-1 

Q Uy e«J 

enthalte kein y, so können wir annehmen, aach v sey unabhängig von y, 
also 1^ = 9 setzen und haben dann ans (e): 

Dessgleichen , wenn — anabbftngig von z seyn sollte, wäre 

V anabhängig von x und 

18? 1 /^8P 8QN ^ yv8y 8«/ P 
-'T87=pk8?-87> 

Ii. Kann man die Gleichung (a) in folgende Form bringen : 
nnd ist man im Stande, integrirende Faktoren v, t«, v,,.... för M + M^, 

8 y 8 t 

M| g^, AI, -+- N, — , . . . . aufzufinden, so dass identisch 



df,(x.y) 



so sind, wenn f(x, y) = u, fi (x,y)i= , . . ., auch vjf)(u), Vj (oi),... 
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Die Gltklaag a9(y)9'(s)4s-^b#(i)9'(y)(l7-f-«r(j)(ly=rO. 33 

integrirende Faktoren von H+N^ ^, -f-N| , und wenn man 

^ (u), <fi (U|), .... 80 bestimmt, da^s, 

iq <u \ — g^ (u, ) r, q , fn, ) — , (i) 

80 ist V (f (u) ein integrii ender Kaktor di r Gl»*ichuug (h). 

III. Seyen 9 (x), ^ (z) bekannte Funktionen von nnd die DUTerentiaU 
gleichoDg 

vorgelegt, so lässt sie sich in der so eben augedeuteleo Weise abtrennen 



und es ist 



(' </) fx) d Q) iv) 



WO non M, -4- N, ^ / ^^iy) ^y '^t . •<> dasa v, = 1. Ferner ist 

8»(y> e»(i) 8N __ bc»(») £»(y) , _1_ p_M _ ÖNT _ 1 r e 
■ 8y «» * 8x es 8y ' N Ldy « a J bv(i) " 

^8^j^a-b ^1,^^ „uhin nach (f): 



* =»(a) ; 



aberauchl[^-J-|]=5^*-J^>=i^^^^^^ also auch v-e 

= y (y) t und gerade diese letztere Form ist bequemer, da jede Funktion 
▼on y auch integrirender Faktor von ^(y)^^ iat. Mnitiplizirt man alM> die 



b— a 



Gleichoiig (k) mit ^(y) * » so bat man 
oder 

ja^(.)»(3r)'}4 y;.(y) • v(y)ey=o. 
woraus als Integralgleichung von (k) unmittelbar sich ergibt: 

b b- « 

Ii» s. B. 9 (x) = x", 80 ist die (k): 
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34 Dil OltMiinic %9(%)9*if)df h9 (r) 9' {*)dx 4- ^(^«Is 0. 

dereu Integralgleichung also : 

ax-y'W) ■ v'(y)ey = c. 
FOr V>(7)=:7" etwa: 

fiv m.,— »x-y"-+-/y''bx = C\ 



IV. Di« Gleiehiiiig 



kaoD in ftholicher Webe behandelt werden. Man hat dann M=by(y)~^. 

Wj^b-a 6^) ^ ^^^^ e^'^'''^^(xy, «0 das« y (x)^ ein inte- 
giirender Faktor von (1) ist IfoUiplisirt man, ao erhftlt man: 



d. h. 



dx 



80 das» die Integralgleichong von (1) ist: 

- r 

»(j)-^y * 6x=c. 00 

y. Angenommen In der Oleiehung 

^ = f (i.y) (od« aodi rfy =f(«.y)d«l 

enthalte f (x, y) eine Konstante a, welche in der Grösse 

wo f Btatt f(x,7) gesetzt ist, oder allgemeiner in ^(0 f| nicht mehr vor- 

6' f 

kömmt, wenn ^ (f) eine (beliebige) Funktion von f bedentet, so ist 9(0^^ 
ein integrirender Faktor von ^~t{i,y)=^0. 

DeuD, da a nicht in ^ q> (f) vorkommt, so ist ^ ^^^"^ ^ ^> 
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Ittle(i«tioiiToiii(7-+-(X7"4-X,)dzs:OL ' 35 

_ ^o. 

Letztere Gleichung ist aber die Gleichung (b) des §. 96, wenn 

die zu integrirende Gleichung i&t. Damit ist die Behauptung erwiesen. 

§. 98. ^ 
AaUHnhoBg ?on DUfemitialglaieliniigaB, dl» «inen gegtbenai ]iitegriNiid«n Faktor haban. 

I. Bei der Uuniöglichkeit , den integrirenden Faktor unmittelbar zu be- 
stimmen, kann man sich die Frage stellen, wie eine Gleichung beschafl'en seyn 
m&sse, damit sie durch einen der Form nach vorgeschriebenen Faktor inte- 
grtrbar werde. So woHen wir etw» nateriaclien, wie die Grdeeen X, Xt, 
If ttt ^i' blosse Fonktionen von x ▼onnssetzen, beschaffen seyn 
mfisseo, damit die Gleichung 



durch den Faktor 



J^-i-Xy' + X» = 0 (b) 



intcgrirbar werde, wo F(x) eine bekannte Funktion von x ist. Ks muss also 
identisch seyn: 



d.h. 



<y»+ 2|y-H r (X) - (^2y ^ ^^^^ F (X) ^- (y» -h 2 £ y 4- IJ2X F (X) y - 

-ay*-»-X»)F(«)(2y4-2ö. 



y«lr'(»)~24XF(x)J + yt2a'(x)-2^F(x>-2|.XF(x)-*-2X,r(x)j-+-f»F(x)- 



oder 

'(j)~24XF(x)J + yt2i 

^^*^'F(x)-f-2£X.F(x)^0. 

80 dass also 

F'(x)-24Xr(x) = 0. «F'(x)~giF{x)-«,XF(x)+XiF(x)=0,4»F'(»)--^fU>-+- 

-+-2ix,ir(x)=a , 

8» 
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36 lattgratton TOD <fy4-(X]r'-HXt)ifx:=a 

Hieraus foigt 

di xr(t)P"(i)-F'(,) [ÜFW-hxr«] 

*"iXF5)' **** 2X*F(«)» • 

uod daoD aus der zweiten Gleichung : 

X P (») F" 00 - ^ F (.) F' («) - 2 X F (i) • 
somit wenn man diesen Werth in die dritte Gleichung einsetzt: 

.....'8*.-,, F'(,)),, XF(x)p-(,)- |^ F(.)r(,)^2xr(.)« j 

XF(«)F"(i)-|^F<r)r(i)-aXF'(x)» 
8s F(«>*' 2X»F(«)* 

mithin da J'^ dx = /P(x), nach §. 92, 1: 

.JCF(i)F"(i)-^F(i)F'(«)-2XF*(»)» 
^ =F(i)« fCH- ^^Tp^^yi F'(«)8xl, 

<>o dass also iu der Gleichung (m) X eine beliebige Funktion von x seyn 
kann; dann aber: 

p., , /.X F (x) F" (x) ~ — F (X) F' (X) - 2 X F' (x) » 
^-2-Xfi)-*-^^(^>'^2^<^>y X^Ffr? 

X F (x) F" (X),- F ix) F' (x) - 2 X F' (x) » 
X,=XI,-H ^W(ip " 

seyn muss, damit (m) dorcb cleo Faktor (n) integrirbar wird. 

I) BmjT(x)=sl, Z=sad. Ii. konstaat, •oistr(x) = 0, r'(x)=:0, also 

d. h. die Gleichung 

0 X 



wird integrirbar durch den Faktor jn^Q* ^ natttrlicb, da derselbe die Ver&oder- 



iur «lurcb den Faktor p- ' 

lieben trennt. 

2) Se7F(z) = x'-,X = a, so Ut F(x)=mx— F"(x)=m(m-.l)x— also 

£ = — , i^^cx'^-h— »«-y — i s — jy^; mx— 'öx=Cx«-^- 
-i^. X, = aCx««-^-^,-?i|!i±I^ = aCx«--^.^^ 
4a*x» * 4»s» 2ax» 4a»* 

mithin ist die Gleiolinng 
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iBtogMiiMi TOB 4ttx*4l)r + 4 As'(»y' -f- bi^«) 4x III (m -4- 8) X =a 

8x ' 4»x* 

tntegrirbar zu machen durch den Faktor 



' »X a 4*'x' 



Will mau nun wirklich intcgriren, so ist in §. 96, I: 
, ^ , m (ra -♦- 2) 

«y'+>»' n?-^ ^ 



.mybx*" na*. .«ny bx*" 



»X • 4»»x« ' «X » 4»*x* 

also wena man die Form (e') wtiüt: 




a V y»-^-^ + i-r^i 

r ax a 4a*x* 

Fenm 

Öxy ^ ^ ~ 4»» b x* - » -I- 4 x' y ' -H 4 »* m X y -t-iB» a • 

x" 2 ni a X y -h m (m 1) 



+ 



ax" 



x«(ay»4-bx«"H-g^H-^ ,) 
' »X » 4a'x' 

»o das» also die Xnte^algleichuDg ist : 

*/» A 2axy-f-m,- z-aN ax"^' „ a^_' 

2y^5^-2x«V~^ 

y _ , -r::^—iir\ —7 C , , <0. 



»oy bx*"* in* A 



m-hi b 



Für m= — 1 tritt an die Stelle Ton ^^qpY : ^(x). 



38 '4«x«*«ily-4-4«s»*«(»»"y' + b»«-)il«— «(3Bi-».2)rf«=aO. 

3) Sey X ~ al'ü), »o ist 

■ 

Für F (x) — x"" wäro also 

* 2ax»>«**»"* ■*"4a»i«-+«*** 4»x-*«' 
•o dftM die Uloichuog 

8x ' 4»x'»+' 

iotegrirbar wird durch den Faktor 



ax"^' a 4*»x«»-^« 
All Integralgletehnog findet uoh «io ob«o 

a 2ax"»"^W-+-m ^ /• a \ ax""^' „ ^ 

r-a *^^ax-^' " V a »s*"''.« 

* V 0 ax-^ "a" ^ 4a xi^-^ j 



Faktor d«r Fora z" f 



(0- 



II. Wir wollen uns die Frage stellen, ob die Gleicbong 

P+Qe-^=o (p) 
durch einen Faktor der Form integrirbar gemacht werden kOnne. 

Ist also in (e) §.97 vzsx'f^Y'^, so gibt diese Gleicbong: 
woraus 

ü^-^*-' 0-7-87) . 
Da die erste Seite eine blosse Funktion von ist, so mass auch die 

X 

sweite Seite in dieser Lage seyn. Setxt man also y in dieser zweiten 
Seite, so ranss z aasfallen, d.h. eine Funktion von sum Vorschein 
kommen. 
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Faktor der Furo) x" f 



Ist, unter dieser Voraassetziiog, F(f() die zweite Seite, so ergibt »ich 

wodurch der intejOfrirende Faktor gefiinden ist. 

Für Qy .:- 1*\ — 0 \vare die Bestiinmuog umnöglich; alsdaun heisstabcr 
die vorgelegte Dlilereiitialgleichung: 

uud geiiört zu §. 91. 

4) 2 X» -H 3x»y ^- y* — y' (27* + 3 xj' 4- x*— x») ^ ^ - - 0 gibt ab «weite 
Seite Ton (4) : 

— (n-i-6)x* -I- (3o Ü)i'y'-H2niy' ■+• ( n -i - 2)%* — 2x*y 

WM filry=:|ix zn 

— (p-H6)-f (3n-H6)|i»-<-2mi' + ((n + 2>— 2mU-* 
2 H- 2 M 2 H- 2 #»• H- 0« H- m"I «~* 
wird. £s ftagt sieh alse noch, ob man in so wihlen kann, dass hier x verschwindet. 
Setit man n — 2 , so ist die obige Grösse gleich 

~4-.-4n» — 2|» «-* 8 8-h2 /t»-4- ^x-^ _ _ 2 

■2-l-2#i + 2|i' + 2<»* + (|i-l-l)fix-» ~ 2 + 2#i'-i-|»x-*"' .n + r 

2 c 

SO davs dauu F (/i) =i; — fT^T* ^~(l^-#»>** iotegrirendc Faktor also 
X-* 1 

= . Mittelst desselben ergibt sich als Integratgleichung 

— ITy 

§. 99. 

BiOerentialgleichungen erster Ordnung und höheren Qrades. 

Iln Seitherigen haben wir immer vonuiageaetzt, ^ komme in der ge- 
gebenen (ileichung nur in der ersten Potenz vor. Wird diese Beschränkung 
aufgehoben, so stellt sich die Aufgabe allgemeiner so: Die lutegralgleicbung 
der Gleichung 

zu tinden, wenn Fq, F, , . F„ gewisse gegebene Funktionen von x und y sind. 
* ManpAsftdie (a) sttwsUen aodi so sehNÜNm: 

(dy)» -*-P.-i(rfy)^'dx-HF^i(<ly)— »(dx)«+ . . + F, dy (dx)— ' +Fo(dx)« = 0. 



40 DiffereDtialgleiobotigeD hfihern Grad et. 

Der uiiaiittelbarste Weg hiezu wäre nun allerdings, die Gleichung (a) nach 
p- aufzulösen, d. b. sie in ihre einfachsten Faktoren zu zerfallen, so dass sie 
identisch wäre mit 

wo f,, f, f. bekannte Funktionen von z und y sind. Da alsdann die 
Gleichung (a'), d. fa. (a), befriedigt ist, wenn entweder 

i^-f. =0, oder |2 - f, =0. oder ^-^-f,=0 oder||-f. = 0, (W) 

bo wird auch, wenn 

(x,y. C,)=0. flPj (x,y,C,) =0 »>.. (x. y, C„ ) = 0 (c) 

die Into<,'r:ilgleiehungen der Gleichungen (b) sind, jede der Gleichungen (c) 
der Gleichung (a) fzeniiuen, und also eine Auflösung derselben seyn, wobei 
Ci , C),..*., Cn willkin iichc Konstanten sind. Die Gleichung 

V, <x. y. r, ; V, (x. y. C.) v>„ (x. y. C„) — 0 (d) 

wird eben >o der (a) genü^'cu , d;i aus ihr jede der Gleichungen (c) folgen 
kann, indem man den einen ode r andern Faktor Null setzt, und andere Glei- 
chunf^en ;ils (c) hieraus nicht folsxeii küuueu. Die Grössen Cj, C^,.... C„ 
kann man ganz wohl durch dasselbe Zeichen C bezeichnen, da die Gleichung 
(d) doch nur sagt, dass einer oder der andere ihrer Faktoren Null ist, wäh- 
rend es die übrigen nicht sind. Ist also z. B. (p^ (x, y, — 0, so ist eben 
C| eine willkürliche Konstante, ob dieselbe nnn mit G oder C| beseicfanet 
worden. Man kann also als allgemeine Integralgleichung von (a) ansetzen: 

f», (x,y, C) V, (i. y, C) . . , . 9m (i,y, C) =- 0. (d*) 

■> (H)'="•Cl^)■-■=«>•(^^•)(e^-o=•' 

aber ^-has^O giblyH-axH-C==ü; — »==0 gibt y— ax-KC = ü. also ist 
(y-*.»x-»-C) (y — »x + C) = 0, (y 4-C>* — a»x»=:0. 

^> C»4)="-G4-V")CH-V")=»' 

1^ — Vax^iÜgibty — Vax-t-C=:ü, ^ -H V^ax — ü ebeo »oy-h y xVax 
•hC=:0, also 
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Di« Oleioliniig y = f . ^| 

9x y 0 X m 

4) Die Gleichung 

\»xj 2 KJdMj ^ y 8» 2y 

flihrt eben so so 

• (,-ln-C)[y»-(-x)^-r-CJly»-l-(-x)^-hCJ=0. 

Wie mao sieht, verlangt diese Methode die AnfKieaDg höherer Glei* 
chnngeD und ist schon desshalb nicht immer anwendbar, abgesehen davon, 
dass man in manchen Füllen leichter zum Ziele gelangen kann. Wir wollen 
nachfolgend einige der bcsondern Methoden angeben, nach denen in ^e- 
wisaen F&Uen sich die Integralgleichung finden läset. 

§.100. 

Iftewiidei« Methoden der lotegnlioii. 

I. Ist die gegebene Gleichung so beschaffen, dass sie sich nach y auf- 
lösen lässt, d. b. kann man sie unter die Form 

'='OrD <•> 

bringen, so setze inan = u, wodurch die Gleichung zn y = f(x,n) wird. 
Die DUferenzirung dieser Gleichung gibt:- 

_ef eföu 

eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen u und x. Kann man die- 
selbe iotegriren, und ist 

r(i,u.C)=0 (b) 

die Integralgleichang, so eliminire man u zwischen dieser Gleichung und 
y — f(x,u), um die Integralgleichung von (a) zu erhalten. "* 



• Es kann sich alliTdinps liioliei preipnon, da.ss die allgempinste Integralgleichung, wie 
sie nach $. 99 crl'.:iltLn werden könnte, nicht erscheint. Immerhin aber ist die erhaltene 
Gleiehang eine der JutegraJgleichaogeu (c) des t}- 99, oder eatfailt deren nehiefe. Oieielbe 
BeneikaBg gUk Ar die flbiigeii Flüe. 



LiOOQle 



8 7 

Die Gl»icbaiig y =:= x y> (u> + v (u) . * g~ • 

) • ( 5 ) , = -i; !(•)- A=-x+C(§.öi). 

Demnaob u zu elimimrvn zwitcben * 

3 

4u* 

II. Wäre inl die vorgelegte Gleicbaog, oachdem ^=:agesetit worden: 

8 II 

y = X9>(o) (uj, aJiQ 9 (a>-f Lxf' («»)-+- *'(u)Jr-, 

V Z 

80 hätte luaii, weiui mau beachtet (§. 2J, I), das» g * — 1 • • 
alao naeh §.92, 1: 

In dem besondem Falle, da 9 (n) = o, kann man dieses VerfahreD nicht 
anwenden. Alsdann aber hat man 

y = ax-!-v(a). u u -j- £x v»' (u)J 0=[x~i '^''(«W^^t 

d. h. entweder x + ^(n) = 0, oder n=C. Also ist eine lotegralgleichaog: 

y=Cs + ^(C). 

während eine andere durch Elimination von n swisehen 7=:nz + V^(u)« 
X + ^(a)=0 folgt; diese letztere entbftlt aber keine wUlkOrliche Konstante. 
(VergL §. 127.) In ähnlicher Weise verfährt man in andern Fällen. 

2) y — ö - I ; y — xu-^ax'u', a = u4-x^ -h2axa'-f-2ax*ar^-, 

QX VvXy vZ OZ 

' 0 2axu' + x^^(l-f-2axu),0-2au-+^;;(l-r-2axa). 0^^ + 1 + 2^^ 



aUu 



izr^C— y = ox-+-au*z*. 



3) Man soll diejenige Kurve finden, bei der die ron dem Anfangäpanktv der 
Koordinaten auf die berflbrende Gerade gefttlte Senkreobte eine beliebige Fonktion 
der AbszisM des Punktes ist, in deil die berflhrende Gerade gesogen ist. 

Sejen x,'/ die Koordinaten eines Punktes der gesuohteo Kurve, so ist die 
Gleiehnng der Tangente b demselben: 



DiaeWdiuf x=f(7,«); 48 

aUo die Länge de» rom Anfaagspuiikl gefall teu Perpendikel«: 

c y 

uud da diess — f (x) seyo soll, so hat man 

Öy 

aus weldior Oleiehviig die Kurre au bestimmen iit. Mao siebt bierm» für ^— = n: 

4) In dein spu/ielli-n Falle, da f(x) — ax, hat maa 

l(a + VT+V) -t- ya 1(1 .+ a«) -H al<x) *= C, y = ax + ax VrT?. 

Für f(x) = a, d. h. da alle Senkrechten einander gleich neyn sollen: 
^Z* au\&u ^ , au _ 

Die eiste Gleidiung gibt 

y=CxH-aVTH^C"*, 

b. ebie Gerade, bei welcher der Sftts fteilieh riehttg ist , da sie sieh selbst Taa. 
geote ist. Die sweite Oleiehung gibt 

au , a'u* . x' , X 



y = xa-ha V^lH- u*, x = — r , " - . = 



, au _ a . _ a' (a* — x") 

ySsa' — X*, y'-M'ssa", 

d. h. einen Kreis, dessen Mittelpunkt der Antaug»punkt uud desaen Halbmesser a ist. 

III. Hat die gegebene DiffereotialgleichoDg die FonD 
jo sielit man m ihr 



44 

. bf Öf 8u 
1 = — u -4- — „ - , 
by Öa8x 

- , 8u fcu8y 8u 

. tf cf 8u 

1 =r; U -+ U ^ — , 

8y fu 8y 

in welcher Gleichung bloss u und y vorkomnien. Kann man sie integriren« 
so elimioirt man u zwischen dieser Integralgleichung und x = f (y, o). 

, 8n 1 "ex Ca dn 

~^ TT 7~/ » El "S"*» 

, + 1+..= - - . 

8jr 1 tt* 0 8jr ? s=o 

(!+»■)* (1+«') 



so das« also 

• = TT71i- T=ü^+c.y=-7afl'«)+a 

Nach 99 hatte luau 

y=.C. y=:--ix»(l - V5)-r C. > = - Jx» (1 + V 6) C, 

von \felchen drei AuflAsuBgOD die erste oben fehlt» was Ton der AnswerAing des 
Faktors u herrührt. 

Homogene Gleichoogen. 

IV. Sind in der^Gleichaog 

CrD" - 00"' ^ i i = " 

die Funktionen F« , F« , . . . , F. homogene Funktionen von z mid y deuelben 
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B«iifMe. 46 

I*" Grades (§.96), so setze man y==xz, irodurch man erhalte = Z« x% 
F| = Z, z', . . . . , F. = Z.z% so wird die vorgelegte Gleicbang lo 

Geeetst man erbalte hieraus ^ als Foaktieii von e, so ist also 

cx ax ax X J f'v-) — * 

iro^ooh z = ~ SU seUen iat 

Setzt man ^ u uod kann z als Funktion von a finden, so ist 

Also 

7«i»<o)rl(i)= /-^^^8u + C = -«(o-»(a)3-/' *-C. 

# »- ™ y u — y (q) y ^ (u) — u 

Oft ist es besser, die Gleicboog 

Zp ^x 4- X 4- Zj ^x 4- X -+- -t- Z»_i x Z„ — ü 

nach X ^* aufzulösen. Folgt daraus x ^ = y (z), so ist 

dx X y »>(«) « 



woraui 



•2- ± v.-^=»(.). ««=/j7=Tr-.*<'=-/'±^"* 

d.b. wenn man a = 'f' seist: 

Hau hilto dieselbe Gleiehoag ftbrigens aneb naeb der «weiten Weise aaflOeen 



Google 



46 



Zoritaliwttlinig paraUtiar 8lnlihii tu etom Ponkt 



8) Man soll eine Kurve suchen so beschatt'en, dass alle Lichtstrahlen, die von 
eiiu-m gegebenen i'uuktc aus an sie gelangen, zurückgeworfen mit einander parallel 
laufen. 

Sey der gegebene Punkt der Anfangspunkt der Kuurdiuuten ; die Richtung, mit 
dar alle iDrQekg«worfeneii Strahlen parallel gehen aellen, sey parallel der Aza der 
z ; ferner aeyen z, y die Keerdinaten einea beliebigen Pnnktea der Knrre. Bie 

Gleichung des in diesen Punkt gcricbteten Lichtstrahls ist also xv = y^, wenn 

wieder i' die laufenden Koordinaten sind; die Hiclitung' des zTirückg-eworfenen 
Strahls ist parallel der Axe der X, al>o ist die Gloifhuiiy dieses btrahls r — y. Die 
trigouometrit>che iangente des Winkels der berührenden Geraden und de» einfallen- 

X _ ? 1 

den Strahls ist somit während die des Winliiels derselben Geraden und 

X 8z 

6 y 

dea mrfi^geworfenen Strahla =: lat^ ao daaa^ da beide Winkel gleidi aeyn rnftaaen : 
worana nun die Gleichung der Kunre sn auohen iat. Für y = z a : 



8 V 8 V 2u 



oder wenn man — 1{ — 1)4-C=:C aetct, waanan darf; da ja sieber l( — 1) konstant 
ist, so folgt ' 



alao 



«=-.,«»=---, |-.»t=_2_ , y»«4C(«-hCX 

Diese Gleichung stellt Parabeln vor, in denen der Brennpunkt Anfangapunkt 

der Koordinaten ist. 



£infabnuig aauar yartederUehea. 

V. Bjuna man die Torangeheodea MetliodeD nidi^ unrenden , sonraas 
man sich durch EioffihniBg oeaer Verttiiderlioheo tu helfen suchen, die hald 
in einer, bald in anderer Weise gewfthlt werden mflasen. 
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EtafBliraDg BMier Teriiidtriteliin. 47 



Man setze ^~uy, so ist u*j^ -f- y ' uy -+- jr* = 0, y'(u* -I- 0 j -h jr) = 0, 



ond da 7 — 0 wohl aueh d«r rorgelegteo Gleichnng ^nflgtg aber keine Konstaate 
entkftlt^ lo hat man n* + 07+71=2 0, 7= — ^ ^ ^ , also 

' _ n* fy_(jy8u_ 3u'( l 4-0) — n* 60 

d.h. 

~o* Sn' + ga' ee _ 3+2 « flu _ / t8+ga)8a 3 ./^l-t-u>k 
1+n 0+«)' ai* *~a«(l+«)8x**~y ««(!-♦-«> ~ V^'v^J"^ 
also erhAlt mu eine Lttsung der Andjabe doroh Elimtnatien von u anä 

o* + u y 4- y - 0, ^= — 1^ + Z C^^^) ^ 

gibt für 

JL = _ l+q* _ gtt — 8tt* 80 _ 2u*— 8n* 8« 

ny tt« ' tt« (l+u*>« 8»* (!+«»)• Bx* 

Dir liciden Integrale bestinnnt man. wenn man I +ii*;=a «etat» wodurch dann 

erhalten wird 

,^ 1_ 3 1 

Bd+ttV^ 5 MKl+a«)»^ • 

d.h.BaBha4 « 

ü- _3 1 I 

swiiehen ms l- leiten GleiciiauKeu u zu eiiminiren ist. 

11) Ts^V-»«!'' |^=:ax. n*x*— aux«+«»=0, a'x— an+z«Q, 



au öx a(l — 2n^) öa 8y PyPn 



l+n*' öu (I-hu')' ' bx' a(l— :iu'>' fax ouöx 
lexj 8x^' lexj ' ■ • 8x- 1' 8x* 



as . u* — u + l tix 3a* — 4u + B 



^--x*,.-— ^- - r , -— » 6a~ «• 
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48' (<fyy«*=s(»i»-l-by")— EwbwMB. 

0 

ii t c 7. 8a 8a* — 4u4- 5 du , _ _ 3o' — 4tt-»- 5 Öa 

/^oi_4u+6 ^ 3 • 4 6 „ 
y tt' 4o* 5w'' 6a* 

VI. Die Gleichuog 

m n ■ m 



m m— ■ 



gibt,weDny = x z. g^ = x ii-^-iT* 

m — n Ol In — n m — n 

-1 I+l JJ=» . 



n 



n 



Hieher gebOii efcw» die Gleidiung 

VII. Durch Aufsteigen zu bOherer Ordnung lassiBu sich ebenfalls oft 
DifferentiaigieichDDgen integriren, wovon wir sputer (§§. 120, 123) Beispiele 
mittheilen werden. Wir fügen hier nur noch die allgemeine Bestimmaog der 
Evolventen einer gegebenen Kurve beU 



£f olTenten ein«! ebeMD Knrre. 

Ym. Man lege Ober eine Knrve (z. B. BC in Fig. 26, §.46), einen 
Faden, den man in einem Punkte fest mache (z. B. in C% wAhrend das fireie 
Ende so bewegt werde, dass der Faden sich abwielielt von der Kurve und 
das frei gemachte Stllck Tangente ist an die krumme Linie, so beschreibt 
der bewegte Endpunkt des Fadens eine Evolvente der gegebenen |Curve. 

Seyen x, y die Koordinaten eines bestimmten Punktes der gegebenen- 
• Knrve; «, ß die Koordinaten des entsprechenden Punktes der Evolvente, 
so dass, wenn die Abwickelung des Fadens bis znm ersten Punkte fortge- 
schritten ist, das freie Ende sich im zweiten befindet, f^s ist nun leicht ein- 
zusehen, dass der Faden zugleich im ersten Punkte Tangente an die eine. 



1 



KreiMTolTente. 49 

and im «weiten NonMle «a die «ndere Kurve ist. Da ab FoolitieD von a 
geaocht wird, iodem man eidier die Gleicbeog der Korve eocbt; fSsmer die 

Gleichung der Taogeute im Punkte (x, y) an die erste Kurve ist v — y = 
— , die der Nomale in («,/?) an die «weite Kurve : » — — 

wenn v jeweile die laufenden Koordinaten sind, nnd diese zwet 
Gleichungen dieselbe Gerade ansdrficken sollen, so moss 

»I ?- ,_=^=,H-^ 



.e,,..d.h. " " ifVf'l)'* 

8y 

Zieht man nun aus der Gleichung der gegebenen Kurve ^^,getztde8sen 

Werth in diese Gleichungen ein und elitninirt dann x und y aus dieser und 
der Kurveogleichung, so erhält man die Differentialgleichung der Evolvente. 

13) 6cj die gegebene Karre ein Krrit, dlestea Oleidiang j'=r', ao Ui |^ 

= — also hat man x und y zu eliiuiniren aua 

y 

y 8a y ^ ^ 

wodnreh man ^lAlt ^ 

Wird die«e Gleichung in derselben Weiae integrirt, wie Nr. 5 , so erhält man: 
oder wenn u — o) : 

(i ~ C COM *) -+ r tin co — r a» eos w , a ~ r cos <u — C tin a> r r v» tiu m , 

zwischen welchen Cileichuagen d» XU eliminiren um die Gleichung der Kreii- 

erolvcnteii zu crhalteo. 

Soll fitr 40 = 0 : ^ = 0 sejm, so amas C = 0 aeja, und man erbiU dann 
ftr die gewfthnliebe Kielaevolvtate. * <Fflr «=e bt aoeb «s=r.) 



* Legt muL Aber einen Kreta dnen Faden üd wiekeH denaelben ab, ao iat in dieaen 

Formeln to der Wiukel den der nach dem Berühraogspoukte de» (abgewickelten) Fadens und 
des Kreiset gezogene Uaiboiesser macht mit deaijenigen Halbmesser, der nach dem anf&ng- 
licben Berührangspankte gesogen ist. — C ist die LAng« des anfänglichen freien Fadenstücks. 
Dioaffet, Di0M«B||al>«.lBMfial*Reeknaf. II. a.A«a. 4 
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§. 101. 
Iiil0gnttoii ntttaUl Btihra. 

AU letztes Mittel, weiia kein audercs geluudeu werden kano, bleibt 
Qoeb der Vereach, eine vorgelegte Reihe mittelst einer (eodlicbea oder un- 
endlichen) Reibe zu iutegriren. Wir wollen einige der hier möglichen FAUe 
als Beispiele nfther nntersachen nnd etwa nOthige allgemeine Bemerkungen 
an den besondem Fall anknfipfen. 

L Ans §.53 folgt, wenn man in der dortigen Formel (10) x = a, h = 
x — a setzt: 

« (»> ^"XF- ^'^ ITO <•> • • • • <•> 

Bricht diese Reihe von selbst ab, if ist notbwendU*(z) der alsdann 
endlichen Reihe gleich; bricht sie ddit ron selbst ab, ist aber konvergent, 
so gilt dasselbe (§. 64). Die Reihe wird immer abbrechen, weDo etwa 
F*(x), F**^ (x), . . sämmtüch Null sind für x = a oder gar f&r ein belie- 
biges X. Für unsere Zwecke ist F (x) = y , und wenn also etwa aus der vor- 
gelegten Gleichung folgt, dass . l~Jit sAmmtlich Null sind f&r 

X = a oder für ein beliebiges x, so ist 

~r "175" W'A^-"*"!....-! KTi^X' 

worin ganz willkürlich (uobestimmbar) bleibt, so dass dann )\ = C, d. b. 
gleich der willkttrliehtti Konstanten zu setien Ist. * 

6«y (j*y e«y c*y 



8y 

* Ist — = f(x,y) die rorgelegte DifiereüuajgieichuDg , «o bilde mau die (irÖMen: 



f-ll^.,Ü ,=?A.f8't .^^iz.ftk 

' ''-ei^'e^' '«"ex-^/e-y' ^-b7^'ö7' 



md hal dsui 

wo b die «iUkürliclie KoosUnt« bedeatau Dau diew mit d«m im. Texte Gegebeaen flbweia- 
•timmt, ist wohl leidil m MMhtB. 

Google 



Di.Gleichui,g(y^^ + gx)(x^?-y)-hb^^ = ü. 

so dMS also .... «IiiimUMliNvU sind ftr jedes x. Seist maa zs=a=l. 

js=7, to iflfc lir diMM Werth: 

slso 

, = e + (8e-b)(x-l) + ^— («-l)«H-^Ö^Oi-l)» = (c-b)E»-»-b.», 
veleher Werth der Torgeleg^ten Gleichung genügt. 

oder wenn man mit 4jr maltiplizirt , was gestattet ist, da nicht y — 0 das allge- 
meine Integnl aejn w!rd : 

md meu y'^s: 



Aus dieser üleiciiung folgt durch nnialige Differenxirung nach z: 

nmi%. 18'): 
d" 



-^[(B-«««)0H-«.)J=(l;*»-)^(4:-)- 

^ n(n— 1) 8*z r 8"-»z , 8— «rl 8-*« t /- 8c „\ 

••daM»l«olilrx=0 (d. h. »=0) ii^dB=l, 2,3,...: 

„ /^8'x „ \ „, 8*8 ^ 8'z 2ri! 

-<cx'-^2g)-^-2.^-, + 2b^-. = 0.5p = 0. 

u. 8. w. alle folgenden DilTercntial^uotienten NuU. ist also s für z = 0 gleich 
•o hat man 

"^'-^iT^^T'^ *^ ' ='■^bi-*c*• 



lBaademr«fal: (ds-i-2gsdx)(x4s — Sids) + 3bdids = 0. 

4« 
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kootist auf obige Differeutialgleicbang bei AuflCsnog folgender Aufgabe : Diejenige 
Kvm ra Miefaea, welche alle Elllpim die dieaelbtn Brcnupvidtto babni, mt«r laditai 
Wlnkelo telineidet. Sey nfimlich 2a tta gtgebene EntferoaDg der zwei Breanpaikta, 2a dia 

groue Axe irgend einer der Ellipsen, ?so i>-t *a' — e') x' - a* y' - a*(a' — e*) die Oleichnng 
danalben , wem di« Koordinateoazeo wie in 46, II gew&UH werden. Die Gleichung der 
berfllmndeo Geradao in ^iaam Punkte diaaar Ellipse , dewen Koordinaten { , v itnd. itt also 
a*— i 

{%. 11): y — v= — ^ (x — i). Geht nan die gesuchte Kurve (Trajectorie) durch 

diaaas Fukt« und liodalio i, p aneh die Koordinaten desMlben, lo Ist die Gleicbong der 
barittModttt GaradsB an latatara: 7--«= — (s->|)»vaT-i au dar aoab uabakamtaii 

VC Bs 

Oaklmiig dar Ai^laik an anchaB iat Da baMa VMngaBlan anf aiaandaff aankiradifc atahaa 
aoHan. aa maia ' , . — 1 MfSt ^ h* vano OBts mn mit x ud j Koordl- 

Daten der Trajectorie bezeichnet, so muss: 

^^-i^^=l, (•»-.a«)x*-»-»»y»=%«(»'-0 



Mjm, dftdlaaarFtakt aneh in dar Ellipse liegt. EUmUbH wm» »' awiaabw ft aia a 
gan, ao bakanwl man eine Gleichung, die für alle EUlpaaa, alia Ab aUa TV ^| aala ri aiwkla 
gilt» d. tu mtm ariiilk dia Olalahung der Trajectorie : * 



mitbin 



y's=€ — Ji^TJ»*» (e--f-c)y*-i-cx' = c(c-i-e'). 



Ist a pariti?, M lial man die Torgelegtea Ellipsen wiadart ao dats ein positiTCs e oiebt passt ; 

för negative c hat man Oyperboln, wplchc dipselbpn Brennpunkte haben, und Ton denen jede 
wirklich alle Ellipsen rechtwinklig trifit. Hatte man Hyperbeln ron densalban Brennpunkten 
gewählt, 10 wäT9 man anf Ellipsen 



Durch n malige DifTerenainiog folgt hieraus, wenn n > I : 

wlliraiid Ar o = 1 : " 

Hieraus für x — 0 (d. h. a ^ 0) : 



Oy Google 



(X»— g)<<y»~2xytty«ix — x»dx» = 0. 53 

demnach 

l X» 

4) (x-g)QQ~2xyJ-I-..=0.J|[(x«-,)|l-2xyJ = »'. 



Da 



ao ist fUr n 



|l(c..-,^.a(.-i).|^.(.-ao)^].„-^[(x^^ 

wAhrend(filr Bsl, 2): 

»Z [(,._ + 2x - 2 ' n + 2 [(x' - u) - 2 y I [(x' - g) ^ ? - * 

e«^^ *'8x»^ öx« 8xj bx»^^ ^' b%* ''^^^ax»^^ ^'öx ' 

Hitnuu fblgt IBr xs=0: 
so data 

S 8 ^ 



y = -^-^+~. x»-2cy-g~c'=0. 



wo e («) die willkOrlielie Konstante. 

II. Oft führt die eben angegebene Methode auch auf eine unendliche 
Reihe, die daoa nothweodig koDvergiren muss, wenn ihre Anwendung mög- 
lieh njn soll. Lässt sieh die Summe der aneodlieheo Reihe angebea , m 
hat man eben dadurch das Integral der Gleichung in geschlossener Form. In 
der Regel wird man "dabei bequemer so yerfahren, dass man fQr y eine Reihe 
von der Form 

y Ax«+ Bx«+« + Cx«** . 
\\'ählt nnd dann a, A, Ii , . . . so zu bestimmen sucht, dass diese Reihe der 
Gleichung genügt, ohne swischen x und y irgend eine Beziehung festzustellen. 
Oft ist ea bequemer, für y eine Form fp(x)^(z) zu wählen, wo ^(x) eine 
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54 Die Gieiobong dy -f- y*iix = ax dx. 

Reihe obiger Art , dagegen etwa 9 (z) =s e', «Max,...., Ut; oder «neh 

Ü. 8. W. 

<»(«) 



6) s. B. die Gleiehoag 



8x 



vofyelegl, und man selie 7 s-^^, wo 9' (x) den Diflbrentialqnetientea Ton 9 (z) 
bedeutet, so Ut 

Sey also 

y(x) = A« + AiZ + Ag + 
#"(x)s=:2At+S.2A,a+4.8A4X*-h 

so ninsl 

2A, + 8.2A,x + 4.3A«x'-<-... = aAsx4'aA| x* + aA, 
sejm, wonuis 

A,=0, 3.2A9=aA|,« 4.3A4=aA,, 5.4A»a:aA,,...., n(n— 1) A« = aA»-i • 

•o daM A« und At gaas wUlkflrlioh bleiben und 



ist; folglich 



ax» a'x* a»x» . . .. as' aU" 



^(x) = A, [1 -4- 273+2:3.676 2.3.6.6.8.U + ' J ^ ^ U ^ 3.4-^3:4:9:7 
und wenn man die beiden unelidlielien kooTefgenten Reihen mit X, X| bemidinet : 

■*»ex^^' T x^gx^^^ex 
^ AoX + A, X, x + cx« • 

wo U die wiUkflrliohe Konstaate ist. 



Man sieht schon uns den obigen Ik'ispielen, worin das Wesen dieser Me- 
tbode besteht, ohne dass wir weitere Beispiele zuzufügen hMtteu. (Vergl. 
aueh §. 121). . 

Anaabine einer Integralgleicbang. 

III. Zuweilen tülirt flio Annalime pinor GU'ichung zwischen x und y, in 
der noch zu bestimmende Konstanten vorl^ommeD, zu einem integral 

6) So wenn etwa die üleichung 
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»y-+i/ ay*-»->>y'-n 



Torgelegt wäre, wähle man einmal die Gleichung' 

h^ x»y*-hA, (x- -+-> v-f^2A,xy — 1 ==0, 

aus der folgt 

8y ly' -f- A; I A, y _ (A, y - 4- AJ » -f- A, y 

ex~ A, x'y-h AjV ^ A, x" (A^ x' -f- A,> y H- A, x ' 

^ber die angenonimcnc Gleichung heisst auch 

(Äj y ' -t- A,) x' 4- 2 A, y X 4- A, y » - 1 = 0, 

woraus 

«A, y» + A,)»«» + SÄ, y (A, y'+ A,>K (A, y )'= (A, y)'~ (A, y«- 1) (A ^ y« + A.) , 
(A, y" + A.) « + A, y = ± YUn j)'* - (A, y ' - 1) (A, y^+ A,) 



eben to 

so dass 



(Aj x' + A,> y 4- A, X = ± V(A, x)» - (A, x» - 1> (A, x» 4- A,) . 



iZ - + \/ -A,A^y*-KA>'-hA, - A,')y*-HA, 
8» V — A,AtX*-h(A/ + A, — A,»)x*H-A/ 



4. h. 



'Torge legten, 
— AaAi=saA,. A,» — A,»-»- A» =b A, 



At = — a. A. = Va, (b+A,) 4-« , 

wo nun Aj gaas wiUkfirlieb bleibt. Demoaeb iai die Integnügleiebanip der rorg«- 
legten Gleiehung: 

— aa'y» 4- C (x* -f- y«) -f-2ay V C (b 4- C) 4hä= 1. 

Setct man bier etwa C=: abo poeitar, a=sm\ alte ebeafbtli potitar, b = 

— 1 — m', so ist diese Gleichung: 



x' + y'4^2xy V(l— m*k=xy =k', (•) 
und ist die Integralgleichung von 



^=4- l/n-y-)n -n.»y«) , 



* Aasder Glflidmnf (a)Mgt: 

-V(r=n^(l-ni»k')y±kV(l~y«>(i-iB»y') 

.* l-m»k»y* 
Betet man aaa fonuis, es sey flIcysOBednreadigxssk, so gilt das obere Zeiehea; das 
«Btere, «eaa Ar y = 0, x=— k. Ebenso 



_ V(l-lt') (l-in'k*)4-kV^(l -x') (I -m»i* 
^~ I-m»k»x» 



wo das I ^^H^ j iieichen gilt, wenn fUrx = 0:y— 
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Mgnüftii im DUAvMrtiftli^tiöhiiagMi IMnmtiMuaag, 



(^fan vergl. „Grunprts Archiv", X[, S. 395.) Weitere Hilfsmittel zur Inte- 
gration der Differentialgleichungen erster Ordnung gibt oft die Integration der 
höheren Differentialgleichungeo, tu der wir jetzt übergehen, an die Hand. (Vergl. 
120 aod $. 123.) 



Sechszehnter AbschniU. 
Die Differentialgleiehrnigen ht^herer Ordnung. 

§. 102. 

Ifi^idikMift dtr laMgratlMl. Fam d«r Intogn^glitainaf* 
L Eine Gleichoog 

heisst eine DifferoDtUlgleiehong n** Ordnung swisehen dan beiden 
Verftnderiiehen z imd 7. 

* ^ ♦ 

Eine jede solehe Gleiefaong bat nothwendig eine Integralgleiebnng, 



Aus (a) folgt durch DiHerenzirung : 

t^y _ _ » -t- V^q — k*)Tl~- y — ro'k-iy' 

wibrrad 

»— m'k»! y ' ■+- \^(l-k-> U— «'k') y = ± k V^(I — y*) (l^n^ . 

Hi*k»x'y-h V(l^k') (1— in'»k»)x= + k V(l — X») (l-in»x*). 

Hier getom b«M«iMlti tfi« obcm Zaiehen, wenn fOr 7 = 0: is + k und fOr x=0: jss 
-hki diftHaletan im «ntgegeogaMtiteii Fallt. Alse Ist 

a J ^ ± VÖ^) (1 -'m"VJ 
+V(l~x»)(l-m»x')* 

d. b. 



1) Wl 


laB für kssOi 

y^o 


loebjs^ + k 
• x='-t-k 




■i/a-y'Xi-niV') 
V (!-*») (l-m»x»)* 


2) 




n y — k 








y--0 




■ ex ' 


m 


3) 


X 0 
y 0 


y — ^ k 
„ X - — k 


e V 

^i.x = -^ 


n 


4) 




y -k 


+ 






V 0 




r t 


m 

■ 



Man ersieht hieraus, wie das Doppelzeichen in (b^ zu vAiilen ist. 
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d. h. es gibt eine Gleichung zwisrboii x und y, aus der die (a) entsteht. 
Diese Gleichung muss im allgemeiostea Falle d Kotostanteo eothalteD« die io 
(a) Dicht vorkommen. 

Der Beweis dieser Behanptnncf kann wie in 90 ßefiilirt werden. Denkt 
man sich Ix tmendUch kieio und nimmt für deo bestimmten Werth a von x 
die Grösseo 

^* Bi* 81 ärf^ ^ ' 

wiUkörlich an, so gibt die (a) 4eo Werth voa |^ ffir deaseU>eii Warth voo x. 

Setzt man jetst x = a + ^x, bexdeboet di6 Wertlia der äfOäeeo (b) 
ftr.x=:a durch Anhängen des Zeigen 0; die Ar x = a-f-.^x dorcli den 
Zeiger 1| ebeneo die Werthe dereelbeo Grfteaen Ar x =s a + 2 Jx durch die 
Zeiger 2, n. e. w., so erbftit mao leicht^ 

fBrs=a; 

-=--(rD/-GD-GD-(*^.),^' 

n. s. w., so dass nnn lie Werthe von y nach einander für x-^ a, a4- Jx, 
a -t- 2 Jx, . . . beatimmeu kann. 



* Ei kl «twi Wwtb »uo für X = a-Mii bwlMitet , f^— f ^ 

deatoogluL Ab«f A ~- ^ ^ Jx , and da Jx nneodlicb kleio, ai»ü (nab«zD) 

Bs* A% 

d«n kann» w«a idwedlkb klein (= <fx 11). 
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58 Fora der Integnlgleicbaog. 

Man vird dabei beaebtea, daw die Annabme der Wertbe fon s^*.....t . - . 
aotb wendig irar, obgleich ia die BUdong der Gritaeen yi , j,, . . . mnrdle enten DUliHmiliaV 
foetfaBlM elatnitfln. — Zur Bereebamg twi (^^Q brauoht man Q Q , (^^^ ; >"»r 

Gl). - (p, ■ m ■ ^>^-ca- (fe)/ (|).' 

Bweebaaag Toa(^^_^taai,d»i mn (^^)^. Ql?)^ 

11 ehr all üeie OrBuen braaebl naa aber, wie die obea «tebeade üebenidit leigt» aleoBaUL 

Die Grössen y,, (jiQ i • • • i (^^^^) willliürliche Konstanten, 

dar Anzahl dach o , «odorcb die BehMiptong orwiaten ist 

n. Wie in §. 90, Ilt Iftast sieh unser Sata aaoh miitelsi der Taylor^tehen 
fymael erweisen. 

Da nämlich 

die WertbeToa 1 gp" J • J (Illrx=a) aber nuttelsi (a) leicht 

/^e y\ Z'Ö»-' y'N 

gefunden werden können, wenn man yo, x^^^y vfij?"' J angenom- 
men hat, so ist unsere Behauptung ebenfalls erwiesen. 

III. Jode Gleiohong swischen x und y mit n willkürlichen Konstanten, welche 
der (a) genügt, muss — wenn y aus ihr nach dem Taylor*»chon Satze entwickelt 
wird — mit der (c) zusaromcnfallen. — Wegen der n wUlkürliohen Konstanten 

können die n Werthe y, t • • • ■ ^^—i Air x = a gans wiUkflrIidi seyn, wie in (e), 

mit d< iiM'll)iMi -diso zusammenfallen; die Werthe Ton — . ^ . » aus der 

fraglidun (ikicliung gezogen, niiisson aber dann mit denen in (c) zusammen fallen, 
da aie ebenfalls der (a) genügen müssen, also auch aus (a) gezogen werden konnten, 
wie es mit denen in (e) der Fall ist (wodurch die Behauptung erwiesen ist). 

Aus I und II ergibt sicli unmittelbar, dass die Gleichung (a) eine ein- 
zige Integralgleichung mit n willkürlichen Konstanten habe. (Vergl. §. 132, 
VI.) Man wird dieselbe ermittelt haben, wenn man eine Gleichung zwischen 
X und y mit n nicht in (a) vorkommendi u Konstanten findet so beschaffen, 

dass y, ...» aus ihr gezogen, die (a) identisch erfüllen. ~ Dasa 

man die Integralgleichung unter verschiedenen Formen wird aoftreten sehen, 
ist begreiflich (§*90, IV); alle diese Formen Imboo sieb aber ans einander 
ableiten. 
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BiUaag 4«r DUbmtialgleidivBg an» 4er Integrdgl«ebiiiig. 59 

BUdniig dir DUbMulialglttebaqg an d<rla»yltfil»top|. 

iV. DiffertfDziit mui efoe Oleiebung zwischen z and 7, in dt r n onbe- 
Btiminte Konstaaten vorkommen, d mal nach eidaoder, bo erh&lt mao mit ihr 
n + 1 Oieichnsgen, die, ausser den Konstanten und der nnabhftngig Ver- 

8 y 8* y 8° y 

änderlichen x, die abhängigen Grössen y, r^, .... t—^ enthalten. Zwi- 

CIOX cx" 

scheu diesen n + 1 Gleicluingon kann mau nun die oKoaslaotea eliipioireü 
nnd erhält eine Diüereotialgleichung n'" Ordnung. 

War die angenommene Gleichung die Integralgleichung einer gegebenen 
Differentialgleichung u^" Ordnung, so wird die daraos erhaltene Gleichung 
die gegebene JÜifierentialgleichung seyn müssen. 

Wie man aber auch eliminiren mag, immer wird dieselbe Differential- 
gleichung erscheinen. Man kann also etwa aas der Integralgleichung und 
der durch einmalige Ditferenzirung daraus erhaltenen Gleichung durch Eli- 
mination je einer Kons'tanten n Differentialgleichungen erster Ordnung bilden. 
Differenzirt man jede derselben wieder ünd eliminirt je eine Konstante weiter, 
60 erhält man Gleichungen zweiter Ordnung mit je zwei Konstanten weniger 
als die anfängliche Gleichung u. s. w. Fährt uian elua so fort, so gelaugt 
man endgilti^ zur einen Differentialgleichung n^' Ordnung. 

V. Will man die hier aui'gestolUe BebauptDng tönnlicb erweisen, so kann man etwa in 
frigtader tr«iM mfdmn: Eine Oleichvng svisehsa s nod y betHnmit htmet «ia« Fnaktloii 

y ton X, die gsonetrisch in einer Rurre dargestellt wird. Die Differentialquotienten tod j 
sind eben so bestimmt durch diese Funktion , so dass für jeden Werth ron x dieselben be- 
stimmte, einzif^e Werthe haben. £s erhellt diess aoch unmittelbar aus §. 66, I, wornach aus 

y 

0 Wertiiea der Funktioo y der Differeotialqaotieot g~ sich bildet. Ans einer Uleicboog 

8 y 8'y 

sviadimi zead y kami aleo «oeh nur rtn «iaslter Werth to vod 7- . . . . . felgta. 

Gesetzt nun, eine Gleichung zwischen x und y enthalte m Konstanten, wo m^r (m and 
r positive, ganxe Zahlen), und man bilde aus derselben eine Gleichung, die r Konstanten we- 
iilgw h»Jb§ t «SS nnr dadurch gesebehen kaaa , dais bmui Mi tarn r**" DUhreatlalqnotieBteB 
anfoteig^ also eine Diffeieatlalgleicbung r'" Ordnung erhält; man bilde weiter auf einem von 
dem rhcn f*ing!"?cli!aj!;enen verschiodcnpn Wego aus derselben anfäncliclKn Gleichung eine 
DiÜerentialgleichung r'" Ordnung, welche dieselben r Konstanten «euiger habe, so mass 
dies« Oleichung mit der ¥orhl& arhallaaaa Idantiteh «eyn, oder doch sieh aa« 
alUelbar aot Ihr eigabea 

D!«» sei 
die erste, aad 



8x' 



da'" V'^'öa tx'-V ^ 

dia iweUe, «o naie, weil aar einen Werth haben Itaan, Ar Jeden Werth fon x leyn: 

/' (''~'vA ^ W'~'y"\ 

f(^«.y...-^^j-F(^x.y....^j. (•) 
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Di« OWohoif fm as rOi). 



beMiohiMt, 10 ktam nas diese GcSimb rwn wUlkQiUeh ftnfthtn Dana 



kann die r eliminirten Knn^tnoten , die -willkürlich bliebon, immer so bestimmt deDken, dau 
jene Grossen beliebige Wertbe aunehinen. Da abor jenn Konstanton in (d) and (d') nicht mehr 
vorkommen , to haben ihre Werthe keinerlei EinüuM auf diese Gleichangeo. Da die (e) für 
«De Wectiie veo z fUb/Üg ist, ae bk «lao «odi 

'[•. - Gf). Q^)^<^ r- 00.' •••• (^)J' 

waleba Olaiahnng ausser den bezeichnctea Grössen nur noch die nicht elirainirten Kamatanten 
enthalt. Da a selbst aach als willkürlich anzusehen ist. da (e) für alle Werthe ron x richtig 
sejm soll , ao enthalten die beiden Funktionen f and F in (e') nar rein willkürliche GxOaaeii. 
INa WmÄ» diaaar PviiklloiMB bhnan «Im bot daaa v4ilU( glalA aayo, vta Midi dia Vactha 
Jaaar willkürlichen Grossen seya raOgaii, waaft bai4a FnaktioiiaB dlaaa QiBaaan la dataaibaa 
Walaa anthalten, d. h. Uaatiaab afaid. 

Da in (e') bloss a. y^, , . . . . an die Stelle ron i, y . . . in (e) getreten sind , so werden 
also auch die beiden Fnnktionaa ( aod F ia (a) ideatkch leyn , d. b. die Gleiohusgen (d) aad 
(d') fallen xosammen. 

VI. Dass man nicht im Stande ist, von jeder gegebenen Diflerential- 
gleichung n**' Ordnung die Integralgleichung thatsächlich herzustellen, wird 
nach dem, was wir im vorhergehenden Abschnitte gesehen, begreiflich sevn. 
Wir werden desähalb auch hier zu besouder^D Metboden unsere Zuflucht 
nehmen müssen. 

Wir wollen dabei bemerken, dass wir zuweilen, der Bequemlichkeit we- 
gen, die GrOseea ^*'*** darcb y%tjtt •••> 7« bezeicbneQ 
werden. 

§. 103. 

Dia GMeliaagea: y. a f («). 7, = f (y). y, = f (y,) • jm^i = f (y,), y.^^t = f (y.), 
y, = f (1, y,), y, = f (y, y») » y.+i = f (1, y.) , y.*i = f (y. . y.+i). 

I. Sey 

die vorgelegte Gleichung*» io folgt ms derselben dnreh omnittolbsre Inte- 
gration: 



• Da(|.&d«II) M kaaa bmu alaa aagan, daia fOr aia 



8" y 

kleines Jx : J" v ^ Mx)", oder wenn mau diesen Werth toii v mit d'j beseichnet, 
d x" 

dass daon d" y - y. Desshalb schreibt man die vorgelegte (ileichung auch oft: 
^y = f <i) {d x)" . — Die GrOase d" y ist ein unendlich Kleines der n*'" Orduung, gegeaSbar dx 
(§. 75, 1), aa daaa d*j aabaa dy, d'y aabaa d'y so Tarw ar fea vira. 



Google 



it — ' (r) . 7t « fist) . y.*i = f W. 61' 

C, X"-' C, 
1.2..D-l"^L2..n-2"^-"^*'-»''^^* 

^0 C, , , C. willkürliche KonsUnten sind. Offeobar kann mau Aach 

schreibeo ; 

7 = fj . . y H- Ci + C,iP-«4-,... C-ix + C d. 88). 

U. Sty 
AO setzt mau, wenn |^'=a: 

vi 

alio ist 

d. h. • - * 

±y 2/f(y)8y-hC 

M dMS «lao die Integralgleichuog ist: ' 

WO beide Zeielien gelten, 
ud da aneli 

•0 wird man also u elimioireo zwischen y = C und z = + C. 



gibt, wenn man = o setzt: 
Ferner ist 



62 y.-^«=f(y-). y, = f(x.y»). 

,^=/^a.=/[y;-^,..c.jL^a.=/[y;^,,,+c.j,^,.c, 

and wenn man dann u zwischen den Wertben von x und y elimiuirt, so er- 
hält man die Integralgleichung. 

gibt für |^ = a: 
Dann 

8»-i 
8 



8« 



((o)ea4-C 

VL Hat man 



so aetie man || = « f vnd die Gleiehnng ist 



8d 



Kann man diese nach den Lebren des vorigen Abschnitts integriren, so 
erbXH naa eine GrleidHmg iiHtdiaii a und der Konstanta 0. Folgt 
daraus n = 9 (x, C), so ist 



y feQ 8«4- C. 



Folgt dagegen x = 1// (u, C) , so ist 

ex~8uÖJi~8a 8j~ 8a 8»(n. C; 

8a 8a 



0« 8«»>(u. t) y dn 



und man wird a eliminireo zwischen den Werthen von x and y. 



Google 



gibt ftr äi = o,«lao^,=^^ = gy,-=g^u: 

kann man diese Gleichung integriren, so erhält man eine Qleichang zwuchen 
y, a aod C, aus der folge u = y (y, C) , dann ist also 

Folgt aber y = ^(u,C), so ist zugleich ' . 

8 y 8 V (a. C) 



8a 



8x . ex ^ 



b X 8 (u. C) _ 7 *8 v,(a. C) 8 u ^ 



gibt ftr ^ = 02 



||=f(x.u)j F(i.a,C) = 0; 

folgt hienuis a = 9 (z, C), m ist 

woniiB y naeh L Ziebt man dagegen dairana z = ^(n,C), , lo 

erhalt man y wie in IV. Aehnlich ist, wenn 

8'^*y _ /e'y 8'^' y' N 

8x°+»~ V8x» • ex"+»y 

~ 8"y 8.*ii 8tt\ 

8b 

welche Gleichung wie VII m behandeln ist. Hat mao dann 7^ = 9 (q> C), 



10 Ut z = -h C nnd y folgt wie in IV. 

$.104. 

.1) m=a'y gibioach Ii: 



8»»' 

yV«?/y8, + C yVaV+C • 



«4 

Hieraus folgt 

'="2i' "ili^* ••»•»»•y = '^« • 

wttiw A «id B die wiUkafiieben Kowtonton. 

Fig. 59* 2) An eint ui elastischen Stab oder Seile AB (Fig Ö6) werde ein Go- 

A wieht p angehängt, und et tey B die Rnheltge deeselbeD; umd bringroiiB 
dw Gewicht gewaltMm io die Lage B% wodoreh der Stab ansgedeluit wird 
und überlasse es dann, ohne ihn'eine weitere BewegvogmitBatliiileo, lieh 
•elbst. £• mU «eine Bewegoiy anterracht werden. 

( Sey am Ende der Zeit t das Gewicht in M, in einer Entfemong x ron 

^^"^ Ruhelage B, wo wir x positiv ron B gepon W hin, negativ Ton B 
■X. gt'gt'n B" rechnen; in diesem Punkte wird der bt wepfte K(ir|)er nur von 
der elastischen Kraft des Stabes getrieben werden, da das eigene Gewicht 
aufgehoben wird- daieh den tragenden (bereite ■elion' aingedehnten) Stab; diese 
elaftiiche Kraft ist preper^nal den Abrtaade x and wirlit nach der Biehtong B'B. 
Denoneh(S.20.yia) hat 



p a*z 

-J-g^ = — a = x, (pd'x— -a'gxdt'), 

wenn die elaetiaehe Kraft dee Stabes in den Abstände 1 beieiehaet. Hieraiis 
fiilgtaaohll: 

' "^V-g.«/,8xH-C VVc=^5r. 

«r«^»i»=^^ = + (at-»-oC'>, ^=:±««n(at + aC)=±CMaC'«mat±«MiaC'«o«afc. 

Setstnan alse ± ^«e«aC'=:A, ±^«teaC'=>B. se ist 

x= AM»at+ B«M«ts AiAi^at y-^^ +Bees^at . 

Um nun A und B zu bestimmen, sey BB' — c, so ist x — c für t=: 0; da ferner 
die Geschwindigkeit im Anfange der Zeit ebenfalls Null ist, so ist auch (§ 20, VII) 

— = 0 für t = 0. Demnach <i»^=Aa "/-J-ces^at Vj) — Ba X 

c=:B, 0 = AaV-^; B = e, A=0, 
F 

ssccM^aty^^. 
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VcrtikAlichwiogaageB tfaiet «i|gthlagteii KOipm. 05 

Diese (ilcichung bestimmt die eintretende Bewegung vollständig. Da 
eot^at Y xwisohen + 1 und — 1 liegt, so folgt hienuu: Die £ntfeniung x 
wird nie gMieer al« e, d. h. der Körper gieht nie weiter ob nach B'; er kommt dort 
an 20 den Zeiten t=0, ~^'}/~ » Y ..... [d. h. weno eos t y — ^ = i]. x 
wird nie kleiner als — c, d. Ii. der Korper steigt nicht über Ii", wenn Bli" =BB'; 
er kouuni in B" an in den Zeiten ^V^Y» • • • i»« wenn co« (^*' Vp) 

= — 1]. Die Gesdiwindigkeit ^ — a c y »tu t y ist am grOssten, 
wenn «o« ^at '^'y^ ^ ^* ^' ^' xae 0, oder wenn der Körper durch B geht, 

sie ist Null, wenn der Körper in B' oder B" ist [da dann «tn t ^ ^ 

Man sieht daraus, dass die Bewegung eine regeliiiiisäig schwingende ist, und'dass 
die Dauer einer ganzen Sobwingnng= — ist. 

Gesetat, Jedes Mal wenn der Körper in B' wieder angelangt, gebe man ihm 
einen kleinen Stoss, der ilnn eine Geschwindigkeit ni ertheile gerichtet gegen B, so 
wollen wir nun annehmen, in einem bestimmten Zeitmomenlc befinde sich der Körper 
eben in fi' und wollen Ton da an die Zeit t rechnen. Alsdann ist wie obeo 

s = Asmat + B «osat, 
und f!lrt = 0:x = e, |^=— m, abo 



und 



e~B, Aa; Bsse, A = — — , 

a 



m 

X = nnat-h ceotat. 

a 



2« 

z wird auch jetzt nach der Zeit — jeweils wieder denselben Werth erlangen, die 

es ' 

Schwingungsdauer also dieselbe bleiben. Dagegen ^ wird 0 seyn, wenn 

. — m eos o t — o c tin ai = 0, (aot=- , 

sc 

woraus fBr at zunächst ein Werth zwischen y und it, etwa = y folgt; aber eben 

so auch y-f-iT, y -4- 2 -7, .... , so dass also die Wcrthc der Zeit t, für welche x ein 
Maximam oder Minimum ist, sind: 

und «war geben der erste, dritte, . . . Minima, die andern Maxima; fttr die ersteren 
wird 



m ra 

— ho 

tt ao 

x = 



l>ion(r«r, UifforOBtiaU o. int^rnl-Rochnwit. II. S. Avfl. 
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. Btiipwle. 

flir dto andern x = -4- Da diw >c, so wird also die Ausdehnung 
der Sehwingung grötser aeyn nU früher. Wenn also jedes Mal . wenn der Körper 
in leinem tiefeten (höchsten) Punkte angelangt ist. demselben ein wenn auch noch 
•e kleiner Stoss c-theilt wird, so werden seine Schwingungen nothwendig immer 
weiter werden , so dnm am Ende der Stab, wenn er diese grossen Ausdehnungen 
nicht ertrapon kann, /.orreissen ranss. • 

3) Man soll diejenige Kurve bestimmen, la der der KrümmungehalbnieMe* in 
»ilen Punkten derselbe ( — a) ist. Man hat aUo (§. 66, III) 

IblgUeh naeh §. 103. m:. ^ /> » 

y = ± / »=±a/ — -j+C, 

J (i+u»)i (H-u*)* 

(y_C)'-+-(x-C')' = a», 
d. h. die Kurre ist ein Kreis vom Halbmesser a. Sein Mittelpunkt irtheliebig wo. 

4) Man soll 

integriren. Nach IV, wo jetzt n = a, f(u) = aV'u: 

ex yi^x'ea 3ayav u V aV n 3»* » 

' SaVaV u a ^ayu V ay n 16a» »• a 

Aber 

V u = ^ C . y = jy^, u'- -h C, m- C, u^ + C, , 



d.h. 



oder was dasselbe ist 



• Hierauf beruht die Erklärung der Beobachtung SaTarts. das» wenn man den be- 
netxten Finger in regelmlssigsn ZwischeDieiten an einem elaiHadien Stabe hin- und her- 
ftthrt, denelbe in Sehwingungen tob metlbaier Welte venettt weiden kann. Dessgleichen 
erki&rt sich hierutf da« ZeneiiMB Ten KetteabiOokea «Bier dem legelmlMigen Tritt der 
Soldaten o. >. w. 



T— ~24 g- + C, X 4- C, X 4- C,. 



V8x»>^ 

gibt nacb V. wo n = 2, f (u) = — ^ . = : 

Hieraus folgt 
•o das» aiao 

— ._ + Y ^_ ,y==+yyy 8x'4-C,x + C,. 

6) Man loU diejenige ebene Kurve finden, in welcher die Ton einem bestinm- 

ten Punkte anfangenden Bögen mit den Stücken der Ordibatenaxe , welche durdi 
die Tan^t Hton in den Endpunkten dieser BOgen abgeiohnitten ^rden, in einem 

konstanten Vt rliultutüse stehen! 

Die GleiobuQg der Tangente im Punkte (x, y) der gesaeliten Korre itij 

•ie trifit die Ordinfttenaze in einem Punkte, dessen Ordinate s=y — xg^ ist. Sey 
alM Z| die Abisisse des Anftmgspunktee eines Bogen*, x die des Endpunktes; jg, 

7 dio zugehörigen O^dinaten, so ist die BogMÜftnge =^±f ^ ^"^i^)* 

St 

wihiend das Stttek der Ordinatenaxe switehen den beiden Tangenten =y — x 

Ii 8^ Werth von für x = Xj bezeichnet, so dass also 

Ii 

Da nun Xt, y« .konstant sind, so folgt hieraua, wenn man nadi x diübrensirt 
(§.85): 

welcher Gleichung die Kurro zu bestimmen ist. Nach IV ist (für = u): 

5» 
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68 B«iipid«. 

= ~ — VNH-U»» «l^o / =_n/ --1-0(1.91). 

1 + o • = C» — 2 Cb «— H- a», a = j - ^ «» ; 

8x 2^ 20*'' 2(n-l)* 2C(iH-l)' 

Dabei gilt io n=±^ das obere Zeichen» wenn der Bogen wAohst mi^ wach* 
■endtm z (§. 47). 

Dieselbe Aufgabe kann ^ufh otvas anders pingckloidpt werden. Dpiiken wir uns nSm- 
lieb, e« bewege sich ein Gegenstand in der Ordinatenaxe gieichförniig , während ein anderer 
lieh mit ebenfalU gleiobfDmiiger Gesehwiodigkeit gegen ibn bewegt, so beschreibt letalemr 
die ftagHebe Knrre, und wenn naa in tfaem Paidkte dieeer Kurvt die Tugeota siiftit, m trlfll 
sie die Onlinatoraxo in dem Punkte, in dem der erste^Gegenstand (Herr) sich Viefindpt» 
wahrend der.rweito (Uiind) in dorn fraplichon Karrenpunkt ist. Die Grösse a ist ~ der Ge- 
■ohwindigkeit des Uundes dihdirt durch die des Herrn. I&t im Anfange d«r Zeit der Herr im 
AalhngipiuilEt der KooidbiateB , der Hand im Ponlite x,« y,. io man fOr x « s, aaeh y ~ Tt * 
•eyn, was oino Gleicfiurinr zur Beitimninng der iwel Konstanten liefert : da n <[ 1 seyn wird, 
•o ist für X ^ 0, y ^ C, also ist C der gaoae Weg, den der Herr zarflcklegt, bia der Hund 

ihn einholt, lo data, (da der Bogen wiebit mit abnehmeadem i), alao a = — : 



seyn mos«, was aaf 



. ' - l-M. _l.ll._A 

2(1— ii)^2{l-hn)C * 9 



fBkrt, velehei dia sweite Oleiebong ist swlsdittn den Koastaatea C and C. Uebr|geBS moss 
andi die Tangente aa die Kurve fan Fankte Xt* Tt ^v^l* Anfinf^nnkt gehen , d. h. es 

C 1 

= -g- x, *• — 2^ Xj-» , so erhUt man dieselbe Olelehang iHeder. 

1) Man soll die Kurve finden, bei der der Krümmungslialbmesscr im l'uukte 
(x, y) gleich ist n mal der Länge des Stücks der Normale zwischen diesem Punkt« 
und der AbesiiMnaxe. 

Man hat also 

»5 = °^V*-^C8x)' 8r»=^ifL*^CeJJ' 

8x« 

so dais naoh VII: 

ay J l+u' y ny 2 a 
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Verlikftl-Bewegnng im witeitohMdmi Mitt«l. 69 

VT+v=c,". i+«'=C7". (Ji)' = <;T"-i. 

V € y — 1 

in welcluT Gleichung nun n gegeben si vn niuss, che man integriren kann. Dabei 
kann übrigens u positiv oder negativ mya, da die emUi üeite der gewählten 
Gleichung den positiven oder negativen Warth des Kr A mm ungthal haet— f » aiu- 
drfleken kann. 

Sey z. B. n — — 2 , so i>t 

also 

wa* t&M Cjoloide aiisdracki. Fflr q = 2 ist 



/v 



8y 



eine Parabel. 

8) Ein Körper b*-wegt sich geradlinig unter dem Einfluss der Schwerkraft 
(fallt vertikal herab) in einem Medium (Atmosphäre), das einen Widerstand leistet, 
der proporiiunal ist dem Quadrate der Geschwindigkeit. Man soll seine Bewegung 
bestihunen. 

Am Ende der Zeit t sey er in dem Abstände x vnn .seinem Ausgang.«!punkte, so 

p 8*s 

ist seine bewegen^ie Kraft (§. 20, Vlll) = -^^; dieselbe ist aber auch = p — 

' ^^^^ m'ein gewisser Koeffizient ist, so dass pm* den Luftwidentaiid 

für die Geschwindigkeit 1 ausdrückt 20, VII), uko ist 

78Tr=p-p»*(rtj • 8?"=«"«" W ' 

gesetzt gtbt 

8 



p ni ^ 



8t 

2in 



_ Q^tmn^ inu = 



. Ce-«»-hr 

Ist für t = 0 auch die Ueschwindigkeit 0 , so ist dann u.= 0, also C = l und 



"8t~e»««»H-l' "'~ye»-«»+l 



UooQle 



WinMbflvcfuig durah tiM «baiM Waid od«v iine 



' = 2 )' 



und d» X = 0 für t= 0, bo Ut 0 = 1(2) + C, C = — — U2). »i«o endUcU 

mg mg 

8i~"'m ««•«4-e-"'«»' 

welche sw«i Glelehungcn für jede Zeit t die Gesrhwindigkeit und den zuröckgeleg-- 
ten Weg angeben. Wir li;il)eii daln i jL-\vcils die \v illkürli« In n Konstanton sogleich 
bestimmt, wie diess der Aufgabe aiigi niesscn war, wobei wir also anuahmcu, dass 
der Körper ohne x\.^faug^;4•c•schwiulligk.eit frei lu-rabfalle. > 

9) Eine ebene Wand besteht au» mehreren parallelen Schichten, von denen 
Jede f&r sich gleichartig ist. Sie wird von Wurme durchströmt und es ist bereits 
der BehaiTungtainUuid derart eingetreten, dais die Temperatur in jedem Fankte 
immer dieaelbe bleibt nnd in allen Punkten, die gleieh weit ron der luderen Seite 

entfernt sind, ebenfiüla dieaelbe ist. Femer scy die Wand auf der Seite, auf der die 

Wärme einstrOmt, von rinom Haunic unigcb« n, <b r bc staiubg die Temperatur t^ hat; 
Auf der anderen Seito von einem eben t>olcbeu rou der Temperatur t^. Mau soll 
den Zustand der Temperatur im Innern untersuchen. 

£s bestehe die Wand aus n Schichten, deren Dicken d| , . . . 6. sejcu ; mau 
nebme die Axe der x eenkreeht auf die Wand und die Seite, auf der die Wftrme ein- 
strOmt, anr EbeAe der ja) sey ^ der Koeffiaient fttr das Einströmen der Winne 
(in die erste Schicht<>), Ag der für das Ausströmen (aus der n***); k| ; k|, . . . k. die 

Koeffizienten fiir die Leitungsföhigkeit im Innern; A| , , . . . . , X„_i die für den 
Uebergang der Wärme von der 1"" zur 2"", .... von der n — 1'*° zur n"" Schichte, 
so ist jetzt die in §. 75, VIII mit v be/eichnctu Temperatur von t, und eben soron j 
nnd z unabhängig, so dass für jede Schichic ist 

^=0, mithin rasaa + b.* 

Smd also t, , v^ , . . . , v„ die Temperatoran In der 1**", . . . , n*** Sohiebte, so iat 

Tj = a, X 4- b, t = a, X -4- b, , — a„ x -!- bn , 

wo a, , b, , . . . . , a„, ba noch zu bestimmeudc KousLauten sind, in der ersten Glei- 
eibung geht x ron 0 bis d| , in der aweiten Ton d| bis ^| + , .... , in der n*** Toa 
tff -f- dt -f- . . da— 1 bis d| dj + . . dm» Demnaeb hat man jeweils für den Anfluig und 
das Ende einer jeden Schichte folgende Temperaturen: 1** Schichte: bi und a^ dg + 
b| ; 2'* Sohichte: aj 4- b, und a, (d| -t- ds) + b, n** Schiebte: a« (d| -f- 

H- da^i) b. und »a(dt H*.... dO H-b.; da ferner ^ = a, so hat man also 
nach §.76, XII nnd XI: 

•|l«i=»ik»«...— a.k«i -a«.kt = A4ls,*i-Hb,-a,Äj~b,l, ~a,k, (\ -»-«,) 

H-b, — a, (Äj +»,) - b^l , .. . — a._i kmr^^JL^t [•.-! (\ + ..H-fti-i) +bi»-i — a. 
. . . O^i) —b.]; — a, = (t, — b|),— k. a.s= JU(a.(»i -(-. .+0»}+b.~t|]. 



• Es ist selbstverstÄndlich . dass man diese Gleichung auch unmittclhar ableiten kann, 
indem man sieb auf die in §. 76 gemachten Annahmen stützt. Wir überlassen diess dem 
Leser, indem vir anf die Note tn Nr. 10 verweisen, wo vir diese unmittelbare Ableitung 
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Kvf«l, tr«iuk dtmftM Mit limnofeMn Sdiiditoii bettdiM. 71 
Dsnuis folgt : 



11 15,*, «fc • ' 

^ 11 1 . • 

E J 



Die WämuMiiengr, welche ( liberal Ij durch dio Einheit der FUiche in der Zett- 
•iolMit strtint» i^st gleiofa "k.«^^ — ^i^i* ^dieh 



— 'l 



An k| k« 



tind wenn mui diet« kennt, so läMt «ich «us to besiimmett. 

10) Wir wollen uns dieselbe Aufgabe wie in Nr. 9 Torlcgen , nur seyen die 
Sebiefaten konaentrisdk« Kagekeluohten. Die OrOisen k, t sollen dieselbe Be- 
devtang haben wie so eben; es Sejen die inneren Halbmesser der i r.Htcn, zweiten, 
. . . . , n"" Schichte gleich r«i 't* > • ^*-t äoisere Halbmesser der n**" 

Schichte. 

Dnrf man die obigen VorausseUimgeii nebst denen in §. 75, IX machen, so ist 

— i^=0, TT=er + b, va=aH . 

dt' r 

d. b. wenn , . . . , dieselbe Bedeutung wie in Nr. 9 haben : 



* Die Voraiusetiimg bt hier, du> Ittr tUe Ftankte dis gleich wsit Tsm Ifittslpiinkte 

abtteben, die Temperatar (immer) dieselbe sey, sc dass also T Uois fOB r abhingt Will man 

die Formel unmittelbar ableiten, so terffllirt man so: ^ . 

Mao denke sich das bereits in ^. 83, III nälit^r bezeichnete Körpereiement, das als ein 
Parallelepiped betrachtet werde. Die auf r seulcrecbte (innere) Fldche ist r* eo« V '^^^ '^IPi 
dis Entfaffamg der entgegen sfeebtnden Fliebe: Ja dis Temperatur an der ernten fliehe iit v« 
fa letttever V Hr J t. Demnach skrtmt in der 2eitebiheit dareh die innere FMdie die Wanoe- 

meofe — 'kr'Mtif»^^ J9> dwdi die entgegengesetate: — kr'eetfi j^— k 

epfipJ^A^^Q* , so dass im Element Obr^ bleibt: + keosf» ^ipJ9^(j* Da 

nun die TempemtuT aicht gelndert wird, so nnss diese übrig Udbeade Winne = Null 

seyn, d. b. * . 

d. k. well eUe Ortseon nnendlieh klein seyn 
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Wlnneb«w«giiiig in «iMf Kvgd. 



b. 



Da hier ^ (§. 75, Xl^ Xll) = — ^ , so hat man zur Bestimmung der 2 n Kon- 
Staaten a| , b, , . . . , a«, b», die folgenden Gleiehnngen: 

a) wenn die Wärme von Innen nach Aussen geht, also die Temperatur auf 
der hohlen Seite der i rsteii Scliichte, t, &ut der erhabenen der letzton , Aj, der Ein- 
.strahlungskoeifizient bei der ersten. der AusstraJiiuogsiLoeflisient bei der 

letzten ist: 

— -jj- — Aoi lo — a, — I, , — ^VeBt-- tth t — r» _ » — "TT"""*» 

»0 V r© y Tn ra Tj Fi F, Fj 

k,-|bo- |_ knbn . k. W _ , r . W ^ k, b,__ r. . . 

r«»- , ~ ~ rtiir * V ~ * n n " ~ U - ^ l»» ^ " ^ J • * ' 

; = An-i I Sa-^ H a« I . 

r'a-i L rn-4 rn-iJ 

Dieraus folgt: 

k b = 

Ulf,* Aiir.* Vk, k^y r» V.k« k»-iyr.^J i^r,» [ 
kiTe k, r, / 



11^ I 1^ V 

\ 2 ^* j i *^ •••••••••••••••••• **i u u * 

Die durch die Einheit der Fliehe in der Zeiteinheit -in die erste Sofaichte ein- 

strömende W armemeuge ist gleich — p • 

flT\fity a r - 

^Vir hubi n dabei auf die Wärme, wi IcIm- (inrcl! die übrigen Seiteuflächen in da« Element 
einttrömcQ könnte, nicht Rücksicht genouimcu, da durt die entgegengesetzten FUcben gleiche 
TenperaHnr hiben. also keine WlnnesMmnng stattlfaidet. 

Die Orlosbedingnngen sind, dass an der innevso und Bassem Waadnng die Grosse 

— kr'eosii ht> If — gleich sey der in der Zeiteinheit darehstrSmenden Wlnaemenge, 

c r 

welche auch durch y r r* cos •;■ ''1 »;■ gcjfehen ist , wu % iler Temperaturunterschied. Femer 

8 T • 

dass — kr* eo$ipJff> J9 — dawelbe an der tirOose sweier Schichten» und auch gleich Ac r' 
«0ff ^ J ^ sey, wo wiedw t der Temperatoiontenebied. 
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b) wenn die WArme Ton Aiuaen oMh Innen geht, so gilt dieselbe Auflltsung, 

nur muss man dann die Schichten ron Aussen nach Innen zählen ; nU die Tempe- 
ratur auf der erhabenen Seite der ersten, als die auf der hohlen Seite der letsten 

Schichte ansehen. 

Mau sieht au3 Nr. 9 und lU, das» in beiden Falli-n die durch die Flächeneinheit 
in der Zeiteinheit strömende Wäruenieugu der 1 eniperaturditfereaz Iq — 1| propor- 
tional iflt. 

' §. 105. 

Gleichungen, die sieb nach Art bomogeuer Gleichungen behandeln lassen. 

I. Sieht man v , . - , , an als Grossen von der Ordnang 1 , 

0, — 1, — 2, so nenuea wir eine DiÖ'erentialgleiclmng höherer Ordnung 
homogen, weoii alle ihre eiozelneD Glieder denselbeo Grad haben. Setzt 
mau also 

_ ^y__ ^'y_ ^ 

y-**'8x~"' fta»~T 

80 wird in allen Gliedern dieselbe Potenx von xanigosehieden werden könneo, 
und die bleibende GrOsse kein z mehr enthalten. 

Eine (solche) homogene Gleichung der zweiten ÖrdnuDg kann dadurch 
imnier auf eine der ersten Ordnung zurückgeOhrt werden. Durch die ange- 
gebene EinsetsoDg erhält man eine Gleichong zwischen n, v, ans der eine 
dieser GrOpaen durch die zwei andern gefonden wird, w&hrend 

dT. «in Y 
a = X3 — Ha, 3-= — . 

Vermittelst dieser BeziehnngeD wird man immer eine Differentialgleichnng 
zwischen n nnd z, oder v und z, oder u und v herstellen können, wozu fol- 
gende Formeln dienen : 

(a) T = ,(u,z>:x^- = u-z, x^-=:f, ^^=_(8.21); 

Zu T du 8 v rf T b dv 8 V , » 

^ dz 6f t'f fiv dz u — z dt dv ef u — 1 
' ^ dvL 8u bv du du T övau 8u t 

Kann man diese Gleichung integriren , so hat man eine weitere Be- 
ziehung zwischen n, v, s, und mittelst derselben l&sst sich y> durch z ans- 

drfieken. So wenn etwa n und v in z ausgedrfiokt sind, gibt = u~z die 

Gleichung zwischen x und z; y = xz die zwischen y und x, u. s. w. 

gibt 
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m 4u s — a as a 
welehe Gleiohang naoh §, 92, 1 iotegrirt^ gibt: 

Mist man hier e* =9), s=a/(9)), = >o ut: 
Ce* +a 

aito 

> 

a* _„ y 

i(e*;-UCe''-i-a) = U«)-+-C*, I *^»** x * 

Ca'H-Ä 

so dMW die lotegmlglaiclMiBg ift 

i T y y 2. P 

••"«C^x(Ca" + a),a" = Cxa*'H-C,ax. •*' = fz:^» 

c c 

o = (wo C, für Cj* getaut ward«); 

y = -^i + |x,odery=Cx-f-|. 

II. Wird die DiffereDtialgletehoDg zweiter Ordonng erst homogeo, wenn 

man y, g^. ^» al* vom n**! (ö— 1)"". (a — 2)"° Grade ansieht, bo setze 



luan 



y = .-..i^=x-o.^ = x— T ^ 

und erhält eioe Gleichung zwischen z, u, v. Dann ist 

d.h. * * - 
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ai+x^Äiij (a— l)o-l-z^ = v; z — sn — HS, x^=st--(ii— d , 
▼orauft AQch 

<f z o — n z 



du T — (n — I)a' 

y = x*«,^=xo, |ps=v: V— a— 2sa+4s*=0, T=tt-h2«tt— 4«*, f— n=2«(tt— 2«); 



— ^=s^, /2xd» = u4-C, »» = u + C. 
T — u 2« J 



man 



8z dx 

§. 106. 
Bthaadlaag ihiilidier FMllt. 

I. Ist die vorgelegte Gleicbaog so beächaüeu, dass y aasfallt, wenn 

8y i y 

^ = ay.^,-. = Ty 

setst, 80 erhält man eine GleichnDg zwischen x, u, v noä da 

*8^-^y8^ = ^y- d.lu + ,-^7. «• + 8l^ = ^. 

80 wird man eino Gleichung /wischen u und X finden können, aus der dann 
die zwischen y und folgen wird.- 

gibt 

. - , u — bu' , cu u — bu* 

avH-bn*=:a. ▼ = , u*-hr- = , 

a oz a 

8p_ u — (aH- b)a^ /]___e_u__ 

8z"~ a Vo-(a+b)n«"" a "^^^ 



a ' I — (* + b>u 



<(o)-l[l~.(a-*-b)u]= — -f-C, -r — j—~~==C9\n = 



l+(aH-b)Ce* 

oicjui^L-j Oy Google 
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» 



ey 1 Öy Ce* ... e'öx 

H-(«-hb)Ce« H-(a+b)Ce* 

,(,)=iül±l»±>i£ill+c, ,=c. [1 +(.+ b)c."-j 

IL Die EinrühruDg neuer Veränderlichen statt x und y, die in irgend 

welcher Weise mit diesen Grössen zusammenhangen , ^vird eben so in man- 
chen Fällen entweder die Gleichung auf eine niedrigere Ordnung, udcr aber 
auf eine andere zurückrühren, die leichter za iuiegrireo ist. Als Beispiele 
mögen die folgenden dienen. 

Man sct^e y=:e'. g^ = e-g-, bV~®\<)i>/ ®' Ör» *** ^^"^ 

legte (jrleichuiig: 

8a 

also wenn msa ^ = ▼ setzt: 

T 1^ + = 0 . 2 T ~ •+- S T «+« a» =: 0 (|. 98, U, T = T «) : 

oz oz 

u= yVc>-"-a«as=-Vc6-«'~a'H-aartf(»= ^'^"J'~^ j 
I (y) = - V^oe-««-a« + a ar» (^r^ s= VüT^^IZlii:^ + C, . 

Man letse y = x««. || = a«-»t, ^ = x«-*u, so i»f (§. 105. H) 



* In «adsior Ponn : 

<iy d'y-H(<iy>'dx— y (dy)»-t-a*y*idx)» = 0, 

wo Dan alle Glieder unendlich klein der dritten Ordnung sind (§ 75. I, Note ta %. 103, I). 
Die Differentialgleichung gibt also die Verhältnisse die.<ser unendlich kleinen OrSssen gegen 
einander an. Da«» nur unendlich kleine Grössen derselben Ordnung rorkomuien könneo, iit 
ans |. 75 toloffl klar. 



LiOOQle 



Di« liaMte Differentialgieicbang n'" Orduoog. 7 7 

and also, wenn a so bestimmt wird, dass m-f-na-Hfilf — r — « + 2 = 0, a = 

(m— T-+-2) 
— 1 — — j^, so ist 

a=:as"t'. 

Aber 

d s d % d i 

«s as ax 

xO"»u = (a— ljx«-*t-H««->^. u = («— l)t4-x j-^, X j' = u — (o — l)t; 

CtX AX 0S 

hj^ns dmcli IHTision : 

»^.-(.-i)t^.^f-(.-m (. _„)8J=„.r_(._,).. 

8» t— «• t — «« 8« 

^Iche Gl«iehuDg enter OrdnuD|f xwisehen t und s m integriren ist. Hat man dann 

B s 

t als Fanktion Ton s, so er^bt z^st'-ccsdie Gleichung xwisoben z und s, nnd 

dann y =z"a die xwisehen 7 nnd x. Die obige AaflOsnng ist uasnlissig, wenn 
n H- r = 1 ist, da dann «t =s OD wttTde, In diesem Falle totse 



|^sry»,|^=yw, •lsoyw=:ax'»rr»'-»«^7''» w = ax-»'. 

d. h. 

welche Gleichung den Zusammenhang zwischen v und x, und dann 7 ^ 

sehen 7 nnd z gibt. 

Ffir r = 1 und m =: — 1 hätte man etwa a = 0; wenn^nieht n = 0 $ alsdann 
wäre also 

t|^ = a..t.. ^ = a.-.,.t = i^;j..+C;,=..x||^^!^.y.C. 



§. 107. 

Die lineare Differentialgleichung n" Ordnung. 
I. Die GleichuDg 

in der Po , P| , P„ X weder y noch die Differentialquotienten von y pnt- 
halteo, heisst eine lineare Differentialgleichung der 11"" Ordnung. 
Man sngt, sie habe einen zweiten Theil, wenn X nicht Null ist; im andern 
Falle hat die Gleichung koinen zweiten Thoü. Den letzteren Fall nun, als 
den einfacheren, wollen wir zooäcbstaiiuehmea, d. h. voraussetzen, man habe 
die Gleichaog 
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Ifan kMBt fiDM Wtrfb, wM«r 4«r DÜteMotialgleichung 



Gesetzt nun, y, , y,, , . . , y, seyen bekanote Funktionen von x so be- 
schaffen, dass sie für y gesetzt der Gleichong (b) geofl^n, eo wird dieser 
Gieicbnng aocb durch den Werth 

yssOtJTt + Cjy, -t-....4-C, y, » (c) 

Genttge geschehen, wenn C, , . . . , C, willkürliche Konstanten sind. J>enn 
da 7i der Gleichnng (b) genflgen, so hat man 



Mnltiplizirt man diese Gleichungen l^zfiglich mit 0^ , C, , . . * , G„ addirt 
sie nnd beachtet, daas ans (c) folgt 

ao erhält man die Gleichnng (b), der also anch durch den Werth (c) Ge- 
nfige geleistet wird. Daraus folgt» dass wenn man n Funktionen y,, y^f'* 
y„, die sämratlich von einander verschieden sind, kennt, welche für y gesetst 
der (b) genügen, das allgemeine Integral von (b) seyn werde: 

n. Kennt man nor einen Werth y« , der (b) genügt, so Iftsst sieh diese 
Ol^ehnng anf eine der (n— 1)*** Ordnung erniedrigen. Denn man setze 

wo ff eine noch unbekannte Funktion von x irt, so ist (§. 18'): 



8 
1 

8 

8^> 



* In aadem Fctm (Note m 1. 108, ]) htlnt dtee OMduuig sndi: 
P,^y + P.<^-*ydx-fP,d^y(<lx)«+.,.4-P.-idf(<lx)— »4-P.y(dx)»=0, 

wo Dun die sflmintlicheii Glieder anatidlich klein der n*** Ordrnug rtsd (f. 76»!). Die Oktdmog 

(b) gibt also das VerhflltnisF dieser Grössen gegen einander an. Unendlich Kleine höherer 
Ordnung können in ihr nicht zugleich Torkommen, da sie neben denen n'" Ordnung ver« 
eobwindeB wftrden. — Die (b) wäre hiernach die Gränzgleichung von 

P» y H- Pi ^« y J X H- . . -H P„_, ( Jx)"-« -h P„ y (J x)" = 0 

ndt ftbneluMndem Jz (|. 56, II). 



Google 



ge&üft, aod «roiedrigt disMlb« om ein« Ordnung. 
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also, wenn mau diess in (b) einsetzt: 

wo , Q, beluuiDta Fooktionen too i siod. Da der Koeffizient von 

y. 
9 dz Noll ist, iadem y« der (b) geoQgt, so hat man also znr Beatimmnng 

von (f eine Gleichung der (n — 1)**" Ordnung. ■ 

IIL Kennt man zwei Wertbe 7t • 7s * die der (b) genfigen, so kann man 
(b) am zwei Ordnnngen emiedrigeo. Denn setzt man znerat wieder 7=^7, X 

9z, so erhÜt man znr Beatimmnng von 9 wieder die so eben erhaltene 

Gleichung der (n — 1)**" Ordnung; da aber anch y, der Gleichung gentigt, 
80 gibt es also einen W'-rth (p so, dass y, =-yiJ^dx, (p = ^(^^ 
Da man hiernach einen Werth von (p kennt,' so kann man, indem man 
^ =: tpij\fßdx setzt, wo 9t = C yO' ^ erhaltene Gleiehnng 

.nochmals uiu eine Einheit erniedrigen. * 

m 

IV. Kennt man überhaupt rWerthe y, , y, , .... y,, welche der Gleichung 
(b) genügen, so kann man dieselbe auf eine Differentialgleichung der n— r*** 
Ordnung zurückfahren, wenn man nach folgender Uebersicht verfährt: 



* Genügt y, d«r (b), so genügt 7, ^9 Bx d«rMlben OMolmqg, # •» Q. 



n— I 



,4-Qa» = 0b«atfaDiiitist. Ungekelttt, wraa 4» m butfont wird, dsa Jt^f» 8 > ^ 
(I) gtaflgt, 10 vtad f» dw ebM sagvgclMiWB OMding goiigaD aftaiM. Dtnii letik nsn 
ft ds ia (b) da; lo tibill nsa aaBÜlelbsr die GMcImag in 9. — OwSgi am y, der (b) 

nd nsa mM 9= ^(j-^* ^ ^\/^^* ^ genflg«». «Uo ^ der Gl«-, 



8"-' «» 
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80 BeUpiel ftr dto vnHHt (Mnag; 

• • > 

=~rxK. > ^'-^ = ex yr^J • 

y. Ffir den speziellen Fall elfter Gleicbang zweiter Ordnung ist 

c * y 8 y 

80 das« die Gleichong P, -f - P, ~ 4- P, y = 0 wird : 



VT. Es folgt hieniu aneh leicht, datt die Tntegralgieiehiiiig tod (b) notliveDdig die 

Form (d) lial cn ninss. — Denn es genfljjo ihr y, . so genügt ihr nolliwcnclig aacb ^v> cx,wo 

9 darcb eine lineare Differentialgleichung n — 1*" Ordnung bestimmt ist, weldie die Form der 

(b) wieder hat SeM man aleo 7tJ^9 ^ z y,, go genflgfc der (b) noUnrendig aneh C| yi + e, y,. 

— Darane folgt, dass jeder linearen Difforentialgleiilmng n'" Ordnung notbwcndig die Form 
^\ ^'t ~^ Yi — I^*"" Gleichung in q> genügt jedenfalls ein Werth für g>, der 7 , heissen 

mag; da *ie linear ist, so genügt ihr also auch die Form C, -r C, V', , mithiti der (b) die 

GrOise ;C| 9% + C, i^,J 8 x = C» y, + C, y, , so dau ihr jetzt c» y, 4- c, y, -+- c, y, genügt. 

Eine solche Form genügt ileo volinrendlg Jeder Uneareo DUbnotialgleieliaiig, aleo anch der 

in fp, u. s. w. 

JÜa man für jeden einzelnen Werth, welcher der (b) genügt, die UifTercntiaigleicbaDg om 
•ine Ordnung erniedrigen kann, so ist es anmOglicb, dass mehr als n Tertchiedeve Wwtlie 
Qir gentigeo. Jede Fanlitleo alio, veiehe der (b) geaflgtt num die Fenn dar OrtaM j in 
(d) liaben. (Tenebieden aind die Werlha, wem cie nielit linear anianmienhiogen.) 

8*v 1 8r 1 
8x» I 8x^x«' 

wird befriedigt Ar 7 = z, to data also j« =s x , PgSsl.PiS^-^» y~|8x = 
--l(x), alao - * 

y=sCx + C'xy^8x«Cx + C'x<(x). 



* Vergleiche, als hieber gebOrijr, den Sau im , Anhang" anter V, X SeUaM. 



liMU« CM«ielnaf mit koMtaateB KMflisienteii. 8^1 
wird befriedigt füryrsx, a)«o «etse man j^x/^dx« g^^/^dxH-zfi, 

«Im 

j = C s* (T X* + C*'« <§. 100). 
wird flliMifiilli belHedigt f&r y^x, alio da P,=x*[/(x) — 1], P,=: — x^^* P x 

Wie wir oachher sehun werden, genügt es, die Gleichung (b) integriren 
zu können, am in allen Fällen das allgemeine Integral der Gleichung (a) zu 
finden, so dass wir uns nun dio Aufgabe vorlegen wollen, die Gleichuns: (h) 
in einigen besonderen I allen zu integriren, da eine allgemeine Integration 
derselben noch unbekannt ist. Diese besonderen F.ille betreffen natürlich 
den Bau der Koeffizienten Po, F| Pn, dessen Beschaü'euheit die Aufgabe 
mehr oder minder schwierig machen wird. 



§. 106. 

Lineare Gleichmif mit koBitanten KoeSsienten. 

Der erste ITauptfall, den wir betrachten wollen, ist der, da P, , P, 
konstant sind, man al.>o die Gleichung ^ 

» * V f » — I Y (* y 

hat, in der A^, , . . . , A„ (reelle) Konstanten sind. Setzt »inan hier y = 
e-', also = me-', = m'e- ^ = m"e"", so wird die Gleichung 

e» • iA. m" + Ai m"-' -h . . . A„-i lu 4- A,J — 0. 

Bestimmt man also m so, dass die Gleichaog 

A,iii* + Atirt*-' + ... + A.-ioi-»-A. = 0 (g) 

richtig ist, so genfigt y = e^' der Gteiclinog (0- Die Gleichang (g) wird 

im Allgemeinen oao mehrere Werthe von m liefern, so dass also auch 
mehrere Werthe von y gefonden sind, die der Gleichung (f) geottgen. In 
dieser Heziehnog mflssen wir folgende F&lle unterscheiden. 

OUBf er. DiMPMttal- latagnU-RMkaH«. U. t. A*lt ^ 
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Lineare QleicbuQg nait konsumtcn Ko«ffisieDt«n. 



V«neht«d«ae Wnrtelq. 

I. Die (ileichung (g) gebe tiir m lauter reelle von einander verschiedene 
Werthe, die alsdann der Anzahl nach n .seyn werden. Sind m,, m,,..., m„ 
diese Wertbe, so ist gemäss §. 107 das allgemoiue Integral der Gleichung (t j : 

y = Cie~«'-f-C,e»i' + ...CBe-.«. (h) 

II. Die Gleicbmig j(g) habe zwar lauter verschiedene Wurzein, seyen 
jedoch darunter auch imaginäre. Ist also etwa m, = ot -h /9i, so gibt es be- 
kanntlich noch eine zweite Wurzel m, = a — /Si; in diesem Falle nun ist 

C, e"!' -4- C. e^s' - = C, c■'«^^ ' C, e' = e"' [C, e>^" - ( ', o -i"'! — 
•« " [Cj CO* x) -I- i C\ I) J 4- C, x) — i C, tin (J x ij , IV) = 

e« « [(Ci -h C, ) eo$ (ß X ' ^ i (C\ — C',) . in {,y x) J . 

nnd da C\ -+- Cj , i (Cj — C^) eben auch Konstanten sind, die wir kurzweg 
mite, »Cj bezeichnen wollen, so folgt daraus, dass man in (h) die rwci 
Glieder, welche zu — a 4- /^i, — a — ß \ gehören, ersetzen muss durch 
[C, cos iß x) H- C, x)J e"'. Dass man in ganz ähnlicher Weise für zwei 
andere imagio&re Warsein to verfahren habe, versteht sieh von selbst. 

Gleiche Wurzeln. 

III. Die Gleichung (g) hat zwar lauter reelle Wurzeln , sie sind aber 
nicht alle von einander verschieden. Wir wollen einmal voraussetzen, es sey 
m, = m, , sonst keine Wurzel diesen gleich, in welch*'m Falle die zwei Glie- 
der C, e"«' -f- C, e"^' in Wahrheit bloss das eine (C^ + C.) fe"«* Lüden würden, 
so dass in (Ii) bloss n — 1 willkürliche Konstanten vorkommen würden, man 
also das allgemeine Integral nicht gefunden hcätte. Setzen wir aber zunächst 
ni, =:ait voraus, so sind die zwei betreffenden Glieder in (h): 

Ct » + C, = «-i- IC, + C, e««3 s= •-*« IC + C, + C, • X -h C, 4- .] 

du 

(§. 54), so dass, wenn man C| -i- C, — A, C, e — Ii setzt, der Gleichung {() 
ganz gewiss durch 

für y genügt wird, wenn nur e die Differenz der zwei Wurzeln ttl^ und m, 
ist, wobei dann A und B die Konstanten sind. Wie gesagt, die Form {i) 
genügt sicher der Gleichung (f), vorausgesetzt, dass ra = nit nnd ni = ni| 
+ e der Gleichung (g) genttgen. LAsst man hier e abnehmen, so bleibt die ' 
liohauptnng immer in Kraft, und wenn e unbegr&nzt gegen Noll gebt, so 
folgt daraos, dass falls zweimal Wurzel der Gleichung (g) ist, der Glei- 
f hang (f) Genöge geschieht durch e'^"(A 4- Bx), welche GrOsse uo (h) an 
Stelle der Somroe C| e"* ' + C, e"*'(ni, = m«) tritt 

Gesetzt nun, die drei Wurzel m, , m, , seyen gleich, weiter aber 
keine diesen gleich, so würden in (h) die drei Glieder. C« e*i'-f-G, e">* + 



LiBM(9 Oleidiuug mit konstanten Koeffixieuten. 
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G, e^' sieh in ein einziges zuaammensiehen. Wie so eben wird non aber 
gezeigt, dass an die Stelle der zwei ersten tritt e"*' (A +Bz), so dass also, 
wenn zuerst ui, =ni| +e, die Qleichang (Q befHedigt ist durch 

4 

wenn ro, = nii , m, = m, + e. Setzt man aber A -4- C, = M, B-hC, e=N, 

C e* 

-~ = L, 80 weiss man also, dass der Gleichung (f) genügt wird durch 

Lässt man hier wioder « unendlich abnehmen, so folgt dnraos, dass» 
wenn m, dreimal Wurzel von (g) ist, an die Stella von C, o"''-f- C, c"''-h 
Cje^-Mn (h) tritt » *"•'[ M -I- N x + L | , wo M , N, L Konstanten sind. 
Wie mau hier weiter ^ehcn kann, ist kl.ir, t^u dass wenn nij rmal VV'ur/X'l 
von (fi) ist, aber nicht mehrmal, dann an die Stelle der in eines zasammen- 
gehenden Glieder in (h) zu setzen bt 

e". ' [c, C, «H- C, «» + . . . C, »'-•]. 

Diese Art des Beweises bat iaimerbin etwas Anstössiges and wir haben sie nar wegen 
4ef Leiebtlgkelt, ni^t <br dt« Form dee Integrals sieh findet , beibehalten. üiS snr vollen 
Q^vlgglieit SU gelangen, muss man in solchen Fflllcn iinmpr t h a t s » ch ! i rli 
zeigen, das« der gefundene Werth der Differentialgleichung genügt. Diese 
geschieht in folgender Weise. 

Hat die (g) die r gleichen Wurseln = m, = . . . = ra, , so muss , wenn wir die erste 
Seite der OMehnng (g) mit f (m) beteiehnen, bekanatUeh Ar n snii lejn: 
f(m) = 0. r(m) = 0, r(tn) = 0....,l^«(ni)ssO.» 

Wir Wüllen nun seigeii, dass c"'* 'x<' auch dur (0 genügt, wenn nur die ganze Zahl a 
Uelner alt r Iit. Selsk man in (f) yse*"* (trdbel vir fttr n nna denken mg), entwickele 
na«h S. 18* nnd eidne». lo wird die «nie Seite von (Q: 

e» ' [Ao m° A, m"-' -h -h A„] -l- e- ' j^y Ao m»-' H- m*-* 

-h . . A.Jax«-»+*-'[^-^ 2 ^g-; A^m— »H-. 

'M ~1 . ... . «. fo (n— ^ 1 ) . . . (n — tt+1) 



• Eine algebraische Olaiehnng f (m) = 0 kftt die r gleichen Wnneia n,, wenn f (m) eicli 
aonh (m — m^y dividiren llMft. Aber es iik (|. AS, wenn a-f-bsn, assaii):. 

f (m) = f (mj 4- - r (mj + . . . H- f^' K) 

.1 s . »r » 

. (m — m^y ^, . . (m — Mt)" . > 

-f- ^ — ; ^ f (ro, ) -4- . . . H ^ — - P [lOi). 

1 . . r 1 . . . n 

Ilensach lAsst sich f (nit nnr dann dureh (m — mj' dtTidiren, wenn die Orflsaen f(mj), f (mj), 
.... r-' (ni.) Null sind. 
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+ r"5 T A^wr^ + — ^— Art|«(« — 

= « [f («) -h ii^* r (b) + ^^y^ X— • f ' («) H- . . . . -I- 1« (■>]'. 

Da aber, wegen a<^r, für m = mt die Grössen t im), r(in), . . ., fo(m) Null sind, so 
ittalio die (0 erfQUt, wenn ys=za«"t>. Dtnuiach gtuugen ihr: e"*«', xe^i', x'e"'*'. 
...» 1^*9^*, wtmm dian naeh 1. 107, 1 laidik folgt, dau ihr juieh 

IV. Die Gleichnog (g) bat aocb imaginäre gleiche Wuneln. In diesem 
.Falle tritt offenbar das Verfahren von III ganz wieder ein. Ist also a+/?i 
rmal Wurzel von (g), mithin auch a — ßi rmal Wurzel, so kommen in (g) 
die Glieder vor: 

« [C, + Cg » -I- . . . . H- Cr xJJäl] + e » (C, + C, x -I- . . . -H C, x^J 

d. h.Jetzt bat man die 2r Glieder zn ersetzen dnrcb: 

Wie man bei einer Verbiudung mehrerer dieser F&lle verfiihreu moss, 
ist wohl klar. 

B«iipM«. 

...+»-+.=0. — -"^Vf^. 

2a 

Irtnun b*— 4ae>0, toistyssCt« *; 
b*— 4a<=0, , , y=. '"'iCi+C,»]! 



m'— 14m»-f-Ü4ni — 06 = 0, ni = 6, 4, 4; y = Cj e*' -h e*'[C,-f- Cj xj. 

m^ — 3iii--h7ni - 5 0; m — I; l-h2i, 1— 2i. 
y = Cj e' -f- e' [€, co< 2 i-f- C, tm 2 x\. 

|^+»y«0;m>0; 



4) 
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dtmnaeli sind die rier Wunelo dieser Oieiehnng : 

VäI «w-^-H-iwii^ I d, k V*| «o#-^+i#m-j-J, V » | «»« -|- ± i «« -4- J t oder 



5) f v-5»H-»-»0* u V 
m* — 6ain*-+- lOa'm'— 10a'in= 5a' 



r' \ " • r' X 



in 



0, (m — »)* = 0i in = j 



y ^ e- ' [C, ^ t\ JE + C, + X* C. »«J. 

c • V . „ (' V 



C X* (! X ' t* x' t X 

m* — 4m»-^ Hm- — 20ni 25 — 0; (m' — 2in-h6>' = 0, 



also sind die rier Wurzeln ; 1 + 2 i, jede doppelt, so dass 

y = e' I 4- c, x) tfo* 2 X H- •* (e, -h €4 x) nn 2 x. 



7) Ifia aoU etn« Funktion f (z) hortimaon, wololio dio in der Gleidiong 

f(lt+T)+#(«-3r)«f(«)r(f) « 
«liigotpfoolwne Eigonsohnft habe. ^ 



• Man gelangt zn dioser Gh-iclinng bei folgcmlnr l iit* r^nchanp. 

Seyen iwei gleiche Krftfte R anter einem bestimmteu Winkel 2 x gej^on einander geneigt» 
•0 neiinen wir an. dam ihre Mittelkraa S den Winket 2 xholUrt» also des Kinkel x mit 
Jeder der Krifte R maehe. Diete Mittelkraft (Beniltiiende) i«t Jeden- 
falls einp Funktinn von H nnd x. «o (Ki««; wir sie ~ FfR. \\ setzen 
können. Nun aber ist klar, dass wenn bei iingoandertem x die Kr&fte R 
ilch Teidoppeln, verdreifachen n. %. w., dic^s aucji mit S der Fall ist. 
Daiaot fblgt» daM 

P<aR»s) = aP(R.s). 
Die F(R^x) itt aleo so boeebalfen, dais 
F(ay.b)=yF(a,b). 
Dank DiflbreosiniBf naeh y sieiit man hterans (wenn 07 = «): 

8F(f.b) 



(!l^»_i(ab) ?lL<fLya«-0 ®'i^>--0 
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Man dilferanxire dteie Gleiobong «wei Mal nach x uod y, w ziehi maa daraus: 

r'(x4-y) + r(?-y) = f(y)f"(i). r(x + y)-+-r(x~y)«f(»)r'(yy, . 

mithin 

f(y)f'(.) = f(,)f'(y). d. h. _ _ . 

In dieser Gleiclumg enthält die erste Seite kein y, die zweite kein x; da über X 
und y unabhängig vüii einander sind, so kAOU dieselbe nur besteben, wenn jede 
Seite dieselbe Konstante i>t. Deuinuch 

-r4r=af(s), a koBitant nach z (aad y). 

0 X 

Bieiaof folgt nach Nr. I : 

f(i) = Ae«^-»-Be-*^, oderf(x)=:A«M(zV=a) + B«M(z.V^), 

je ob a>0 oder a<0. Wir wollen Letateret ToniuMtaen und a = — a* an- 
nehmen, ao i«t 

f (z) = AcMaz + Bsmaz, 

welche Gleiehnog nun die Funkten f (x) bestimmt. Seist man diesen Werth in die 
00 ^ui* ergibt sich 

A»s«(x + y)-l-B#ft»«(xH-y)+A«M«(x— y)«+-B»6ia(z — j) ♦ 
s (A OM« s + B «Ata z) (A ««f « y -f> B sjea y)» 

d. h. 

2 A cos o z cotay -H 2 B /in n x cot a y = A ' cos a x cot a y 4- A B tin o x COS a y 
•i- AB Cosa X sin aj -^B* sinaxnnay. 

Diese Gleichung mnss fikr alle x und 7 richtig sejm. Setst man also etwa xi=iy—0, 
so eigibt sich: 

2A= A-, d. b. A^O «der~2. 

FOrA=0wiie 

2 B «fii «( z «ot a j = B * «m tt z «In « 7 • 



Deouacb 103. I>: 

F(s,b)«As + B, 

«• A und B Konstanten. FOr R =0 Ist aber aach S ss 0, d. h. ss Ist F (0, b) =0. Absr 

F (0, 1) r B,4so das^ n - 0 und F (B»b) AB» wo A naaUitagig tob B» also Uois FnoktioB 
?on z seyo kann. Demnacb ist. 

S = Rf(x). («) 

nr 

Ws«f(z) anbelangt, so ist ittr zssOaethwsndig Ss:2B, alsor(0) = 2« ftrx=:y 

sind die beiden Krftfke R ent;^» gingesetit ({eriohtet, also 8 = 0, so dsss ^ Wirdz 

zu n, 80 bat S abermals den Wertb 2 R u. s. w. — Um uun f (z) zu bestimmen ', denken wir 
UM Tisr gisiehs Krftfte Q. tco dmen je swel adt ^sr Kraft B gleite Winkel j osasben 

und so besehdfen, dass R die Mittelkraft ist, d. L so dass B = Qf (y). Die vier RrSfte Q 
ersetzen die «wei R; die Mittelkraft derselben ranss also gleich S seyn. Die Mittelkraft der 
svei &u&seriteb Kräfte Q ist nach (a) gleich Q f (x + y) , der zwei innem gleich Q f (z — y) ; 
beide sind nash 8 gerichtet, so dass 8=Q f (z + y) Qf (s — y) und da S » Bf(z) 
— Qf <y) C(i), so svhftlt man die Oleishaag (k) dss Tsstss. 

« 
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was allgemein nur für Ii = U zulässig ist; da aber A und B nicht beide Null «eyn 
wwdra, so ist also 2. Dann hat niaji 

2BtinaiLeotay=:2BtinaTCosay-h^li cot a x «tn a y + ü ' tin axsinay, 

woraus für x = 0 : 

0=2B«liiay, d.h. B = a 

Demnach hat man 

{{x) = 2cotax, dl') 

welche Funktion der (k) Tollkommen genügt. * 

§. 109. 

GMehong mtt den RoeAtitnten A(a4*bs)*. 
Als zweiter Fall sey die Gleichung 

Ao(a-Kbi)- ^ + A. (a-^-bi)-— -h . . . A.-, (a + bx)^-t- A.. y = 0 W 

vorgelegt, worin a, b, , A,, . . . A. Koustaoten sind. Man »eise 

y = (a + b x)% = r b (a H- b x)'-', ^-^ = r (r - I) b» (* 4- b x)'-«, , 

OS o z* 

^ = r(r-l)...(r-n4-l)b»(a4-bx)'-, 

80 wird die Gleicbong (K) zu 

(a+ bxr [A^b^ r<r— 1), .. (f — n + 1) b*-« r(r— 1). . .(if— n + 9) + 

H-A..ibr+Aja!0, 

SO dass also, weoa r ein Werth ist so beschaffen, dass 



* Vit den in der vorigen Note betrachteten Fall mo&s f(0) = 2 seyn, was sich auch aus 
(k*) «ifibt Uebrigm folgt aus (k) lllr x 2=7=0: 2f(0) = f(0)*, also r<0) = 2. PSr 

x~ ~ muss aber f (x) = 0 seyn, so dass 2 eo* « * = 0 . cot ^ =: 0 , und mithin a = 1 

oder 3, 5, .... all^reincin a = 2 n + 1 • wo o eine gauzo Zahl. Man bat also f (x) 

=2cM(2n+l)i. Diese GrSsse ist Qbrigeni aachNnil, wenn (2n-Hl)xs=-^, 

ff 

Es wäre also die Mittelkraft Ntil!, wenn die zwei Krfifte den Winkel r machen , was 

2 n + 1 

nicht der Fall seyn kann, da sie nur Null ist, wenn jener Winkel = ff. Daraus folgt, dass 
jisO. d. h. dsM 

8s=£Be0tz. 

EUmaas kKet sieh dann leichl das Parallelogramm der Krifte ak 

Welke man die Form Ae'* + Be~*>* lolascsen (wo a pedtiTs: a'), so Oade sidi', wemi 

man in (k) einsetzt und x = 0 macht: e«' -I- e~ «'= A e"' -1-B o~ was bei beliebigem 
y nur für A s B = 1 sallistg ist. so dau f (x) = e«' + e^"', welehe Form der (k) ebenfidls 

geaftgt. FOr z s= isfc ^oss aber niehfc 0. da e«*. f«' Immer peiitb sind. Demaaeh 
2 

k«m nieht a poeHIr seyn. was mis«re Anoshme raehtfertigt. 
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Ä^b«r(r— l>...(r— B4-l)-l-A|V^»t(r— l)...(f— ii-f-2) + ...+AiH-ibr-l-A,=0^ 0) 

der Werth (a + bx)' für y der Gleichuog (K) genügea wird. 0a die GleU 
chaag (1) io Bezog auf r vom n*" Orade ist, so gibt sie im Allgemeinen n 
Werthe von r und man wird, wie io §. 108 folgende Fälle ontersdieiden 
müssen. 

I. Die o Werthe von r, die ans (1) folgen, sind alle reell und verschie- 
den: sie seyen , . . . , r„. Alsdann ist (§.107) 

y — C, (.1 -H bx)'i 4- Cj (a4- bx)r» +...-f-CD(a-+-bx)'«. (m) 

II. Die Werthe seyen wohl verschieden, jedoch nicht alle reell. Sey 

aliso etw a \\ = n -h fi\, r, — a ~ ß \ , so ist in (m) : 

[Cj er»'"-^**' -H C, o-H'"*^"" | (a -h b %)" [(C, 4- G,) eoa j/Ji(»H-bx)j 

+ 1 (Cj - C) «« + bx) j , 

SO dass also In diesem Falle an die Stelle von (a+bz)'« 4- (a + bi)*^ 
tritt: 

U+bx)« |Ct«Mb9aAH-bx)] + C,«M(^i(aH-bx;lj, 
n. s. w. bei mehreren imaginären Wurzeln. 

III. Die Wiir/t'li) der Gleichung (1) sind wohl reell, aber nicht ungleich. 

Sey zuerst wieder r, r, -ff, so ist 

Cj (a + b X) 't C, (a -f- b x}r» = (» + b x) n LCj + C j (a-J- b X) ^ J = (a -J- b x) 'I [Ci + C, e« " " » »J 
= (a H- b x)ri [C, 4- C, + C, • I (» -h a x) 4- %^ * (a 4- b x) « + . . . .] . 

woraus wie in §. 1 08 folgt, dass jetzt die Summe C4 (a 4- bx)" 4- C, (a bxj'» 
zu ersetzeu ist durch 

(a 4- b x)--. [C, 4- C, / (a -r b x)]. 

Ist .iligemein r^ =r,=...=r«, so ist (a4-bx/»-|-..-hC«(a4-bx)'- 
zu ersetzen durch 

(sH-bx)r»lC4-l-C,l(»+bx)-»-C jl(a+bx))»-l-...+C. tl(a+bx)|— 

IV. Sind endlieh gleiche imaginäre Wurzeln in (I), kommt also etwa 
die Wursel a-\-ß\m mal, also auch a — ßi mmal vor, so hat man die be- 
treffenden Glieder in (m) zu ersetzen durch 

(»•+-bx)« iCj + Cj /(a -h bx) -h . . . H- C„ j / (a -4- b X) I »-'J CO* f<f ; (a + b x)| 
4-(a^bx)«LC\-HC',i(»-*-bx)-*-... + C'.| i(a-l-bi;)j— »J«»i^<(A-*-b^)J. ' 

• Seut man in der (iit'ichuug <,iv;f(a-f- bx) = u, a 4- bx = e», »o ut ^ = b»-« — , 

» s oa 

öp^^i» -~ öoi/ ^ sMaaa dis GMdinv fMM« dit Form d«r 

GMelittng<l)dtt|.106MUIt. Mso biaaoht sbo diwea twsitsB BsuptiaU iai Grand« niekt 
bM«nd«n m bshsiid«li. 
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Beiipitl«. 

r(r-l)-t->r-t-k = 0, i'-K4-l)H->=0. r= '~*- *\ 



Ii»t also (1— a)'— 4b> ü, SO ist J=C^x -1-C,x 

, „ (1— a)'— 4b = 0, „ „ >-i-lC»-rC,/(x)]x * ; 

I— • 



C, «in 



2) Setst man in dtr Oleiohung x ^ j -h x » — 2 x y -Hy '=0. y*= 

so wird sie zu 

und gibt 

z -= t, JL -h C, x=:y^ 

3) (2 + 3x)»|^, + 7(2+3x)J^+4y=0. 

Ör(r— i)-»-21H- 4 = 0. 9r'-M2r-h4 = 0, r = — — .— 4« 

8 O 

2 

y = (2-Hax) IC\ -HC, i(2 + 3x)J. 

4) Wir wollen nnnchmcn , eine zjllndrische Wand bestehe aus n parallelen 
(xylindriscbeu) Schichten^, in derselben Weise, wie in §, 104, Nr. 10 man sich eine 
kugelförmige Wand gedacht. Dieselben Bezeichnungen sollen auch hier gelten, 
•ir irardea r«, , . . . , r» die BtlboMiMr dar SsliiAtoB, tob d«r ^«BeiBsoliafl- 
lioheo) Zylindena« ant geiiblt lejn. Darf imui dieielbea VonuuaottwigMiiBaiohMi 
(d. h. daM die Temperatur in den emselnea Punkten der Wand bloM mit der Ent* 
fenraog rmi der Aze eiflli Andere), ao liaft man naeb §, 16, JL i 

|p-t-~|^=0. r»|^ + t~ = 0; Trrr-, ni(ni - 1) 4- m = 0; m = 0,0. 
» = rUaH-b<«I = »-t-bl(r); 

Demnach 

▼t = tj b| l(r) . r, = a, + b, l(r); = a. 4- b. <(r). 

k» b. = k, b, = . . = k. b. j - = i»m^-a. -b. / (r^J,_*iib = [a.-*-b.<(r->- HJ. 

r« r» 

— = [a, H- b, i (r J - a, - b, / (r, )J - = l««-! -h b._, i (r.^.) 
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OMduinK Bit den KotAitoiilw m +b x. 



^0 'o ^1 



Die dttfoh die FMoheneiiiheii in der Zeiletnheift in die enie Sdiielite einatrO- 

K\ ... 

racnde Wärmemenge ist — , sodass, wenn h dio Höhe des Zylitidcrs ist, die 

denselben durclustrümende Wärmemenge — — 2nkg b^h ist. (^Vergl. Aedteobacher» 
die Geäeticc doi» Lrokomotivbuus, S. 37ff.) 

§. uo. 

OMduiBg mit den KoefBiienlen » + b x. Inl^vatlon dnidi betliante btigmle. 

Als dritter Uauptfall sey uns eodlicb die Gleichung 

^ 4,(.^.+b.-ix)~^ + + -hb. X) Ii -h<ao-l-b.x)7=0 (e) 

vorgelegt, in der a«, a^, a«, b«, b^, . b„ beliebige iskonstauteu sind. 

1. Wir wolltn nan mitersiielien, ob dieser Gleichung etwa Geadge ge- 
leistet werden könne doreli 



f<i= J ' U ü II , 



worin U eine nooli onbeliannte Fonlttion von u, « nnd ^ aber noch cn bestim- 
mende Konstanten (nach n und x) sind. Ans dieser Annahme folgt (§.85): 

ue-'Ueu. W~l u»e"08u H = / u"e-'ÜÖu. 

ex y A ' ex" Ja J a ' 

Setzt man diese Werthe iit (n) ein, and zur AbkQnning 

B„ u" -I- a„_i u"-' -h . . . -H a, u 4- «0 = » t b„ u" -H b„_j u" * ' ~t- . . . -♦- u -t- bo = «f- , 

SO wird jene (ileicbuag 2U 
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ItitegrauoQ durch be&iimuiie Integrale. ^1 

Aber (§. 27) 
demnach 

WO wir doich (tr'fffU)fl den Werth von e'^^U Ar n = bezeichnen n. e. w. 
Ahio ist die Gieiehong (n) «och 

fl L*^" ^T?^] ö u + (e» ' ü)^ - (•" > 0)« = 0, 
Sey nnn 



•o hat man bloae noch a und ^ ao so, bestimmen , daaa 

V. y V >^/»-v. A«<>. <p) 

Sucht man also Werthe von für weiche 

e y ^ =k, (p-) 

wo k von u UDabhän<.ng ist, so wird mau dieselben für a und fi wählen 
können und dadurch Wertlie finden, die für y gesetzt der Gleichung (n) ge- 
nügen. Sind U0, U| , U], . . . solche Wertlie von u, so wäre dann (§. iU7): 

II. Würde man » twa nachweisen wollen, dass (q) der (n j genügt, so 
hStte man nur obige Rechuung zu wiederboleu, und fände, dass wenn (<i) in 
(u) eingeseUt wird, seyn müsse: 

Daraoa folgt aber aach» dass wenn v«, n« » n, » • • • so gewählt sind, dass 

v.e A-v« y ♦ y.o=A.f(«), 
y* y«,-v« y «*' y«,=A,f(x) 
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Dia Olcidiiiog S*** OMmntg. 



die Gleicbuog (q) immer noch besteht, wenn nnr 

Ci -h A, C, -h....=0 (r> 

gesetzt wird. Immerhin aber mtte8.en die Gränzen Og , o« , . . . . von a und x 

onabhängig seyn, d^ wenn sie Ton x abhängig wären, die Grdssen ~, .... 

nicht in der oben angegebenen Weise gebildet würden (s^. Hj). Hat die Glei- 
chung (qj n Glieder, so hat man das allgemeine Integral gefunden; ist diess 
nicht der Fall, so hat man wenigstens einige besondere Werths erhalten, die 
der Gieichong genügen, was nach' §. 107, IV immerhin riai bedeutendem 
Vorlheil ist. 

III. Es kann sich aber auch ereignen, dass y = e"*, wo u eine nocii /u 
bestimmende Konstante ist, der Gleichung (n) genügt. Man erhält niimlich, 

und dieser Gleichung knnn nriabh;inf,dg von x Genüge geschehen, wenn q> 
und ifj eiuen gemeinschattlichen Faktor u — « haben; alsdann ist für n = « 
sowohl ^ = 0, als ip=iO und mitbin genügt der vorgelegten Gleichung e"'. 
Ist (u — «)" gar ein Faktor von (f sowohl als ip, so genügt der (n) der 
Werth x' " für y, w enn r — 0, 1 , . . , , , m — l , was wie in §. 108 bewiesen 
wird. • Alsdann tritt in (q) tin 

lY. Legen wir uns (cor Anwendung des Vorstehenden) allgemein die 
Gieichong zweiter Ordnung 

▼or, so läset sich diese Gleichung immer auf eine etwas einfachere surfick- 
fllhren. Sey nämlich nicht b, = 0 , so setze man x = u — ^ und hat |^ = 

lulf~5m* SP*^!^», vorgelegte Gleichung auch ist: 

nnd wenn man noch mit b^ dlvidirt, so erhält man, wie man leicht sieht» die 
Gleichung von der Form : 

» ^ K + »> ^ + <«• -I- bo y = 0. 



* Mao würde jetzt etwa ao verfahren. Ist u — a gemein-scbaftlicber Faktor in v> and •/>, 
M gwUgt ' der (n): ist a— a' ein sndtrer Faktor« n fiafltk alio anch (|. 107) ■ 
-t-Ce"'*. Wild aber a' = a, eo i«ttv—a)* ^ Faktor von y nad 91, nvd «auB maaiuent 



B 

«' SS tt • aetat. ganOgt der (o) der Warth a" (A +-B x + «s* H- .. .)• voran» Mr a'sa 
d. b. «=0 folgt, daas a'^'CA-l- Bx) genügt, n. •. v. 
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Ist dagegen h, = 0, so wird, wenn luan mit a, dividirt, die vorgelegte 
Gleichong die Furui : 

|^-»-(«i-4-b|X)J|+K + 1«t«)y=0 - 

haben. Ist hier nicht b, 0, so erhält man, wenn man x — u — T^setst, 
eine Gleichung von der Form : 

Eft kniiD niiD aber hier diese allgemeine UnteniiolKiiig aehon der to 

grossen Ansdehnung wegen nicht darchgef&lirt werden. Wir wollen deaa» 
halb bloss einige Beispiele besonders betrachten, die uns Gelegenheit geben 
werden, die wichtigsten Methoden, die hier in Anwendung kommen können, 
näher zu betrachten. * (Siehe auob §. 162, VII, so wie fikr ein allgemeinerea 
Beispiel „Anhang unter y). 



§. III. 

i. liier ist 0 = 2, a, = 0, b, = 1, a|=:a, b^sO, 3^ = 0, 
b, = -b*; y = an, v. = n»~b^ ^ = ;^. = ia;^+|a^-i^^;/^3o 

Setzt mau in (p') k=0, SO wird jener Gleichung durch n=±b jeden- 
falls genügt, so dass also 

y^*^»(u»— b*)*'"'»B <b) 
ein Werth ist, welcher der (a) genügt. 

Da magUdwr W«iM f a—'l <0, alio (n*— b')^*^* flir «=s±b aneodlioh teyn kaaa; 
so'frtgt es lieb, ob das Integnl (b) immer zulässig ist Entwiekalt mso ia dM mMnd» 
liebe Reiht (S. M. III), so erblU mao die Integrale 



(u>— bv «o, / u(b»— br ö' 



Sind (UesG bcstimiobar, so ist es auch (b) [}• ^7, IJ. 



Nach f. 33 isi aber 



• Wir Terweisen den Leser, der eine allgeneine üntersachaog wünscht, anf. „Stadien 
ftber die Integration linoaror DitTerontialgleichangen. Von Simon Spitzer." 'Wi.^n I8H0). 
voxa läbl die «erste Fortsetzung' erschien. Eine sosammeutiaogende Dar)>i«ilang lieferte 
SehlSniUliiosdaerZeitidirift, Y, 8,228—845. 
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l-<ll» — b»)» 8«*= ab»^ ab' y — 

■ 

i.0 dass, 4a |a^0: 

u«(tt»— bT 8« = T» ^ / «""(a" — bT 6m. 

- b a b* y _ b 

Da uuri da« zweite lotegral angebbar ist, so ist es das erste aacü. Deuiuacit ist für a^O 
Jadnifint d«a Integral (b) lallnig. 

n. Ist ^a — 1 eiue gauze (positive) Zahl, gleich u, &o dass a— 2d+2, 

to Ut das Integral (b) gleich (o' ~ b')*da ood lisst eich, wenn mao 

e twa (a* — b*)"nach dein biooruischen Satze entwickelt, uumittelbar be- 
stimmen. 

Setzt man voraus, es enthalte die bestimmte Grössere* "(u'—b^)"Rn 
keiue willkttrUcbe Koostaote nach a (die also etwas enthalten kOnote), seist 
A yi"(a«-b*)-3B = yue"(n*-b»)-aii, f (n* - h*)' dü 

=: yu'e"'(u' — b'>"du, wenn für die letzten Integrale dieselbe Bemerkung 
gemacht wird (§. 37). Setst man min y=ye ''(o»-b»)*3n 10 ergibt sich 

=x yi«»<a* — b«)»">»8uH-fllD + 2) ye««(a»— b«)"8ii. 

Aber (§. 27) 
mithin 



X (2iH-2) 1^ - b«« y = e- • (B» - b«)- 



+1 



Die erste Seite ist also Null tür u = -i- b und u = — b, so dass der 
Gleicbong x + (2 n 4- 2) — b' x y = 0 genikgt wird darck 

[y'."(u'-h')"chi]^^ und [yi.'-(u'-b')"au]^_ ^. Demnach also 
genügt man der (a) für a = 2n 4- 2 durch : 

y*=c, [ bve«j ^+c,[ya"(«»— b«)"8ttj ^ 0»') 

(Vergl. §. 102. ViU). 

DieBdianptQDK, da*s ^^ye"(u»—b«)»8«= y«»** (u*— b»)- 8a »W lieh Mofcl 
«vaiseB lanaa. Dw»J\^ *(a*— bO^Bn« J*^*^* 6o~Bb* y«*« a**7* 8«4* 
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+ b«» /ue-eu. Ferner /e« ' u- u = - H^üiÜ H- ^ m(ni-l)..U" 



(01+ l)ni ... 1 e" 




m - 2) + . - + rn ( m - 1 ) . . . 1 e" « ^^Ti^l' - <'1±J)^ 

^(m+ l )roe"o --» «.(in -+- . 1 e" /* 

+ j[S?t =ye"«B*+»8o, «odnreh der Sali «r- 

III. Dpi- Ausdruck (b) liefert nur einen Wertii.* Ein zweiter könnte 
allerdings «ach §. Iü7, V daraus erhalten worden und damit das allgemeine 
Integral; allein wenn sich (b) nicht in gL.schlos ener Form ermitteln lässt, 
ntttzt jene Formel nicht, so dass wir einen zweiten Werth suchen müssen. 
Wir BeUeo zu dem Ende y = x"*E, wo m eine noch uubeatimmte Konstante 
ist, Qod erhalten aos (a); 

»■"^ ' + [2 m X- 4- A X- J ~ + [m (« - 1)1— i + a« - b*«-«"»J| . = 0. 

fiestimmt man ovo m aas der Gleichung in (in — 1) 4- a ra = ü, so iaÄstsich 
diese DiffereDtialgleichung darch dividireo und liefert: 

Abs m(ra— l)4-aiii=0 folgt m = 0, was wir begreiflich verwerfen, 
Qod ms 1 — a, so das« dann 

y=:x«r»i, ,^ + (a_t)||-.b«xi = 0. (C) 

Die Gleichung (c') stimmt mit (a) iiberein, wenn man in letzterer 2— a 
statt a setzt, l&t also 2 — a > 0 , d. h. a < 2, so genügt der (c'); 

/+* _i, 
e"(u»-b») » 8«, 

der (a) mithin 

X«— y^e» - (o* — b *)~ * ' 8 u . <d) 

Liegt^ also in (a) die Konstante a zwischen 0 und 2, so ist 
y= r,yV«(b»-o»)»'~'8aH-C,x*^ y*"^e"(b»-tt«)"^' 811 («) 



• Der in II bphancfpUe Fall i«t jetzt nicht maassgebonc', dn man •wenn ' a — 1 keine j^anz© 
Zahl ist. die anbestimmten Integrale nicht ermitteln kaon. Sonst würde allerdings die (b') 
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die allgemeine InUgralgleichung. * Für \i = hcosg> wird diese Gleicbang 
auch: 

III. Für a= 1 fallen beide Wertbe in (e) zusammen, so dass man 
immerhin nur ein besonderes Integral gefunden hat. Setzt man aber 

(b*— u'/*"' = £, b* — »i' = ^, 80 sind die zwei Werthe in (e): 

und man siebt leicbt, dwt (») aiieb genügt wird dnrcb die Weithe: 

▼OD welcben der letztere auch ist 

Für »=1 wird die GiOsie ^'fl'"^ «u nod liefert oacb §.22 ale- 

daoD den Werth l(x^), &o dass also fBr a = 1 jener Wertb gleieb 

/■*'i"|l(xl)ee= /*^e-«(b»-«")~*l[»(k«-ii')]au 

y — b »/ -b 

ist. Jetzt wird also das allgemeine InUgral seyn : 

y = C,y^*"(b»- u«)" * 8a -H C.y^e" " 0>* - u^/ W[i (b» - u»)J 6 u. (0 

Wio bereits in §. 108. III bemerkt, bedarf es jedoch bei dieser Beweisführung immer 
noch schliesslich des iinniittolbaren Nachweises der Blehtigkdt. DaragebSit, dan wirB^gea« 

das zweite Integral in (f) genüfjp der (a) , wenn ä= 1. Setzt man dasselbe in z g^»"""^ 

^ h*xj ein. so crbiUt man ($. 85): * 

y*,«! (b»— nO~ i l^u' X / jx (b* — u»)J H- Sa — -i— H n J {x(b»— ii*>| 
V -1- b' xZ jx (b» - u») {] e o = y*%"' (b« - ««r 5 [(u«- b«)!* {x (b»- o«)| 

4- 2 u -H u / |x (b' — >r>jj t' u. 

Abw es ist 



* int babeo b> — a> an die Stella roa n*— b> gMitst, was bloss den konitaaMB 
Faktor (— 1)*^' odor (— oiafUirt. 
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- y(b»-ttyifc»(b>-o»)ji^'da = -(b»~u«>M[«0»'--'tt')Je-« 
— (b* - a»r »[tt i jx (b* - tt*)} + 2uj8u (8. 27): 
y V'(b»-u') t x(a»-b»)iU(b«-u*)Jba = 

— y e"Mb' — uT *|ö — Q*)J-^2uJc u. 

Biedurrh rl^pr «itd die obso ttdiMida GxflMt Ideatiich jNaU, «omH «nriessn üft» dui (f) dw 

(a) genügt. 

V. Wir wollen non aDDehtneo» »sey grösser als 2, und setzen J a=n4-j», 
\ro /u<l nod n eine potitive ganie Zahl ist» Wir wollen weiter die 
Gleichung 

»— , + 2/i — b»x«=sO (g) 

betrachten, wo 2 ;i < 2, also (g) durch eine Formel wie (e) iutegrirt werden 
kann. Wii setzen in (g): z = e'"Zt und erhalten: 

x^l -h2(M + bx) +2b(ii, =0. 

ex c x 

Diese Gleichung wollen wir n mal nach den Formeln des §. 18' differenziren, 
wodnreli wir erhalten, wenn wir ^ = 8etzeo,(a =: 2n + 2f»): 

X 1^ -H (n + 2 1» -h 3 b x) a b 1, = 0. 

Setzen wir hier z, = e~ * v, so ergibt sich: 

b*v Ov 
X - 4-(m-2j» — 2bx) — 2b|tTsO. 
ö x' . ti X 

Differeszirt man wieder nmal und setzt ^ =: V| , so ergibt sich : 
und wenn v« = e^* v, : 

Diese Gleichung ist aber die (a) , nur ist an die Stelle von y getreten. 
Nun ist 

bi OlflnntlMl* «. laMfral<Jto«IUMf. II. s. A«t. 7 
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98 Dl»Qlelflbiing xd'y + adydx^>b*xyiz'ssO. 

Kaan man also (g) integriren, und es ist dieas aach III immer mdglicb, so 
findet sich auch das Integral tod (a), wenn a = 2n + 2j» nach der Formel: 



Pflrn 5=0 gibt die (g) einfach « = C, e"" -+- Cj e - ; alsdann aber führt die (h) auf 
7 = 0, gibt t\ho eigentlich keine AuflOauog. Dar Fall /< — 0 ist »bar in II banita erledigt. 

Nach (e) besteht der Werth tob f «u twei Xbeilen, «Ofon der ante gleieh 
8 tt Ift Wild dieier in (h) eingasettt» ao hat muk 

• 

= ^ (a - b)» (b' - u'/* -* ö u 

0 X" y — t 

= e-*' y *e'"^''»(a' — b«>''(b* — uV'-' bu = (— 1)" y*e'-(b» — n*)*'~*eu. 

d. h. die erste Form in (e), wie natQrlicb, da jene in allen Fällen der (a)ganagl> Hu 
braucht alao in {h) blou den aweiten Tbeil des Werthes von z einzusetzen. 

§.112. 

Behandlung der Gleichung x j-? -h -f- b* x y = 0 , a> 0. (k; 

ex* oz 

I. Die Gleichung (k) geht aus der (a) in §.111 hervor, \uuin man in 
letiterer bi statt b setzt. Daraus folgt, dass für a<2 der (k) genügen: 

/^i(b»H-o«)*'^8u, xi-* /*^i(b«+o»)'"»*8u. 
-bi J — bi 

Was diese Integrale betrifft, so setze man in denselben a = Ti, and 
lasse die konstanten Faktoren weg. Dadurch ergibt sich : 

Das erste ist gleich 

s=2yca«(Tx)(b» — t')*'~*8t(».42.VII); . 
eben so das zweite gleich 

xi— y t^. (xt) (b*— »«)"~**8Ts=2xi-« yj'«a»(xT) (b»— ▼•)"»*8t. 
Demnacb ist das allgemeine integral: 
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J = C, y*^o*(»^l)(b»-o•)*'~*ö■-^C,x«— y*e«t(Ku)(b*— «O^^'öo, ■<2. (I) 

l>ie übrigen Fälle werden sich aus 6. 1 H leicht zieheu lassen. (§. 162, 
VIII.) 

Die<HtiefauigXg^-a^^-b*z7 = 0.m>a (m) 



II. Hier i.t ^ - - a u . V> = 0 • - b \ = - . J\ d^^ 

-|ai(ii»-b«); i> - Setet man in (p') des §. 1 10 



wieder k = 0, so wird der Gleichoog 



= 0 



nur genügt, wenn u ± QC i, so dass also der {m) genügt wird durch 



80. 



In dieaem Integrale setze man wieder q = vi und lasse die koubtanteu Fak- 
toren weg» 80 erbält man 



g ^ _ /•+ * CO« (t i) -H i ^1« (t 1) ^ ^ r-\- « _ CO« (t») 



8v 



80 daas jetat der (m) genügt wird durch 

x) 



y: 



8>. 00 



Ist laH- 1 eine gaase Zahl, so lisst d«h dieses fategial nach §. 87, n bereoh- 
nen. FIr a=2 s. B* finde «ich C^~^ V^' ^^'^ ^ durch 

* » -h y ^ geaflgl wUrde. 

III. Die Integration der Gleichang (m) lässt sich übrigens auf die des 
§.111 snrfickf&hren. Setzt man nämlich y = x'+*z, so ergibt sich ans (m): 

WO nnn 2 -h a > 2, also der Fall des §.111, V eintritt. 

Man wird leiciit iiliorsehen, da^s die Bebtimtnang des Integrals (u) dadarcb auf die Inte- 
gratioo einer Diflereutiaigleicbung zarückgefübrt werden kann. (Yeigl. damit %. 92. 1, 4.) 

7^ 
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100 Die Gleichung (<*y-Haxdy <ix-t-bydx* = 0. 

DleGI«ldniiig«|p4-»j|-»-b(«~bx)y=:0. (p) 

IV. Bier ist 9> = a(o + b), V = ^=jr~b* I>««n»«h ge- 

nfigt der (p) nach §. 110» III: e""^*. Das aUgemeine Integral ist dann nach 
§.J07,V: 



DtoOltlohung— +ax~H-by=0, a>0, b>a 



(4) 



V. Jetzt ist sp = u»-hb, i// = au, - = -7;r = T^aa' 7^ 
= :!l + li(u), e"'7 7*' = e"^=^*^*- Setzt man also wieder 



2a -a 



80 genfigt man dieser Gleicbung durch a = 0, a = ± ooi, eo daM 



ys=Cj y ^ e^8»U» ^^~^^»J^ * ^Zaua e U. 

Für u = V i ist diess 

C.y e »• [flo#(?x)+i#<ii(Ts)l(Ti)» ier 

/*<" _ — ^ — 1 

-+-C,/ e ' a [co# (v 4- i *m (▼ x)J (i v) a ißv, 

oder Venn man i' mit den Konstaaten znsammenzielit: 

+ C,y « «•1«w(tx)+4»i»(tx)]t» 8t 

t' b 

4-C,y e 2» [co*(Tx;-i-i«i»(vx)jT» 8t 

= (C»+C,)y^ • «*T» [cM(Tx) + im(Tx)18» 
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Die Gl©ichmigx*<i»y-»-(aj+bii'»)x<iydx4-(ao-+-b,»'»-t-CoX*'»)ydx*=:0. 101 



■4-rC, 4-C, — (- !)• Cji/ e iti»(Tx)8r. 

c/ 0 



Daraas folgt leicht, dasa der Gleichung (q) genflgt wird durch ' 

y = C»/ e «w(Tx)8TH-Ciy e *m»(tx)8t. (r) 

y 0 «/ • 

Ist — eine ganze Zahl, 6o gehören diese integrale za §.86» lY^ond 



§. 92. 1, 4. 

^. 113. 

ZorflokflUinMg a«f Foim dct §. 1 IQ. 

Auf die in §§. 110—112 behandtiite Form lässt sich die Gleichung 

ziirüi kliiliien. Man setze uiinilich x" — u , y =■ u" z, wo n eine noch unbe- 
6tiuiiiite Konstante ist. Alsdann hat man: 

y dCn" 7.) dn 
cx du 

= C"*"^' <»"li + » »)J ^ = » (» - 1) «— • (»"1^ + » ■) 

-H mx«-' fu» ^H-2iin»-' |^ -H n (n— 1) u«-*!] in x»->, 

Ott Oll 
0 X 0 II Ott O V 

80 dass, wenn man diese Werthe in (a) einsetzt: 

0 Q Ott 

+ foin(m— l)n"-f-tn*ii(D— I)n"+s,mBa» H- nn «t-»»«* 

und wenn man n so bestimmt, dass, 

Biii(m— l) + iii*ii(8— l)H-ttmB-i-a,==0, (b) 
so wird diese Gleichnng, die man alsdann dnrch n*'**' dividiren kann : 

m'a— ^,4-[2nin*-4-uj(in— J^-t- a4in-i-bjin«iJ^-+-(b4mn4-b,-*-c,u)»=0 (c) 

ond gehdrt npmittelbar za der in §. 110, IV betraehteten Form. Die 
Gleichoog (b) liefert 
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X02 BeioDden FlUe. 



von welcheo zwei Werthen jeder gewählt werden kano. 
1) ^±a'«'y=o. «•^.±%'.— 7=0. 

Hier ist a, = h, =0. a„=0, bo=±a\ Co=0. m = r-l-2, also u = x'*-*; Üe 
(b) ist n(r-l-2}(r-f- l)4-(r-»-2)'n(tt— l) = ü, der geaügi wird darch n=:0, lo 
dafis z = y. Die (c) ist jetzt 

und gehOrl lu §. III und §. 112. bt diaie Ol^ung swiiefami s md n integrirt, 



•0 tetet man u=:x'**, «=y. 

Der Füll r— — '2 ist aber hier ausgeschlossen; alsdann hat man x'^,ia'y 
= 0, welche Gleichung zu ??. lÜU gthürt, wo »io in Nr. 1 bereits iutcgrirt ist. 

wo r eine positive ganze Zahl. a|=2, b(=:0, = — r(rH-l), bo=0, Oq =a', 
lu = 1 , mitbin die (b) : 

n(n— l)H-2n — r(r-+- 1) = 0, n = r; x=:u, j — u'*i 

also die (c): 

Xg-^,4-2(r-Hl)^ + a»XE = 0, 

welcher Gleiebmig nim (§. 1 12. 1) das Integral 

z =j*\o» (o x) (a' — u 6 u 

genllgt. .CVergl. $. 162, Vm.) Setsi man n =»eA»9 » so erhiU man : 

IL 

•0 daM der rorgelegten geafigt: 

ff 

») fö-^TH-^'*'y = ^' ,ai^H-ax^4-bx-«, = 0. 

nj=a, b4=0. at = 0, bo = 0, q,=b, in = -^; u = x » , n = U, y=z; 

welehe Glaiohung in §. 1 1 1 gehOrt. Fttr r = — 2 gehört sie jm 1. 109. (§. 162, IX.) 
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Intagnl dar Form J*'* Ü ijT jq^ 
§. 114. 

Difterentialgleicbaogen, denen gegebene bcstitotutc IniL'graio gonügeo. 

Die seither lutttelst bestimmter Integrale durchgeführte Integration von 
Diflercntialgleichnngen hat den mittelbaren Weg eingehalten. Es ist aber 
leicht, auch den tminittelbaren einzuschlagen, d. b. eine Differentialgleichung 
zu bilden, der eine bestimmte Integralfurm zukommt, ^^ie diess namentlich 
schon E u ler gethan, dem im Wesentlichen also der Grandgedanke obiger 
Methode zukommt. Wir wollen diess an Beispielen erläutern. 

1. Sey 

7= y^ü(u-#-«)»tJo, 

wo ^ eine )» liebige Funktion von X ist, während a und ß Konstanten nach x 
und u sind, so hat mau: 

Sind L, M, >i noch zu bestimmende Funktionen von x, so ist hieraus: 

H- MB(tt+ i> H- N (b H- 0*1 e o. 

ü X 

Gesetzt nun es werden L, M, N so bestimmt, dass da^ unbestimmt ge- 
nommene lutegiial der zweiten Seite — 11 (u + wo R eine noch zu be- 
stimmende Fnnküon von n ist, so moss seyn 

U(u-4-f)-«lBL(u-»-|)^,+ ...+N(tt-f-ö»j = ^-(B-4-i>-'H-(n-l)B(tt + *>^. 

O X 0 II 

+ (b — 1)E. 

Sind A, B, G, a, b, c beliebige Konstanten, so wollen wir setxen: 

N = AH-»4. 2N|-*-BM^-+-iiL~=B + b{, J 

ox ex r 

wodoreh obige Gleichong zn 

ü[(A-*-ft|)u»-J-(B-»-b|)ii4-CH-cfJ-:u^^ + ^|5-+-(D--l)R 

c U OB 

wird, wo nnn U und R so bestimmt werden sollen, dass 



OB OB 
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lotegnl d«r Form / U (a-h 1)* 80. 
AbdaoD ist obige Gleichang idestbch und man hmt: • 

DU 

An « + Bn4-C _ °Ö ii"'"^"~"^^" R _ ~ >n*4- (A - b) a '4- (B -c)iH-C 

aii* + bv-f-c 8R ^ 8R »a»-»-boH-c 

8a äu 

1 ( R (n — 1; (a q' -f b u -J- c) 



E Öu — au*-^ fA — b)u- + (H — ou-J-C* 

. r (au - -f- b u -H c ) u 

I eR (n — i) B 



0») 



• «•-l-ba + c 8a — au'-§-(A — b)u»+(B— c)u-*-C ' 



während 



I* f^, -f- M ^ ^ -H N y = IB (u 4- £)•' - ' J..^ - [B (u + ö-'].-«. 



Aq8 Ueu Gleichuogen (a) folgt: 



8»« 



N = Ä-+-a^L= >i iTT-= » M= ; (c) 

ist num aUo im Stande, a nnd ß nnabhftngig Ton.x za bestimmen, so dass 

(R (u H- ir 'j-a = LH (u -h i)"-'J.=|J . 

SO genagt der Werth 

a a 4- (b — A)u' 4- (c— B) u— C 

der Gleichung 

wonn L, M, N durch (c), R darcb (b) gegeben ist uod A, B, C, a, b, c, n 
beliebige Konstanten sind. 

.... I. . ^, . , C4-(c— n)x-+-(A-b)x»-+-ax» 
n. Hbo setse hier etwa ^=z« so ist N=A+ax, L= -a^jk — 1) ^* 

„ _ B-t-(b-2A)»~2ax» ^ , ^ «. • w 
M = ^ ; so dass also der Qieiobiisg 

C-i-(c-B)x-H( A -b)i»-i-ai » b'y . B -Kb-2A)»-2ax» by . . ... 
genÜ£^t Wird durch 

B(tt -h»)'eo 

a au»4-(b-A>«»+(o^B)a-rO* 



wo 



f/»v_/„_,x r (au--hbu-i-c)tiu 

|R (u 4- »)"-'J._ o = lB{u 4- x)"-*J,_<i. 
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C c — B 

Iba Mtae nun spezieller noch m(e):a=^ü, -7- -,v = a,, - -;r- =:!»•. 

„ . „ »Cb— l) ^ u(n— I) 

A — b B b — 2A 

-j-^j^^if =«».-S' = »i.-^=«4. A=a»,ioistC = n(n--l)«,,A=sa», b= 

nbt -f-2ao, B = na|, e = ii(a— l)b,-i-nftt> »0 das« wgen A — b = n(ii~l)e, 
aneh nooh 

n (q — 1) e, H- n b^ + s= 0 

seyn nmss. Bestimmt man Iiicraus n, so sind , n,, a,, b|, b|, <^ gMX beliebige 
Grössen, und man kann also sagen, das» der Gleichung 

genügt wird durch 

y'^ R(a+ »)°ea 
ac,ii* — b,ii-l-a,* 

wenn . - 

/(E) ^ -y ^ ^. _ ^ ^ 1 8«. « (o - De, + ob, «. ==0, 

(R(n-t-«)— •J.-a = [R(u-hx)" '],. 
wo wir die konatanten Faktoren ron y gleich weggelassen li.ihen. • 

Die Qrüsse u darf nicht Null seyn, wenn es nicht ist, da sonst \i nicht be- 
•timmbar wAre. So lauge aber von Null verschieden, ist es auch n. Für Cj=:bi 
= 0 i«t n nicht bestimmbar: aladaon gehört aber aaob (f) nieht hieher, eondem zu 
%, HO. 

IIL Auf die Gleiehong (0 kommt die folgende Gleichung zurück: 

(x-l)x»~^+<ax-|-b)x|^ + (ox+d)y«0. ' (g) 



• Für den Fall , dass n etue positive ganze Zahl ist, wird offenbar y nach Potenzen ron 
z «Dtviekebi leine, 10 da» maa letaen kam : 

y = A«x» + A,„ix»-' 4- . . . . A, X -f- A«, 

wo A« , . . . , Ao b«etinnte Konatanten lind. Die Werthe derselben wiid maa erbalten, wenn 

'man obigen Werth von y in (0 einsetzt, mid dann der Gleichung identisch zn genügen sucht,- 
d. h. die C ocflizicntcn der einzeken PoteDsen von x NoU setzt. Wenigstens einer der Coeffl- 

sienten A bleibt \irilll(ürlicb 

Ist dj-rbj x+Cj x' ein Tollständiges Quadratsset(x+a)'> ■<> erhilt man 0br x<4-a=-^, 

tt 

y = n'z, wenn c, r^-+-(c, — bj)r4-a« = 0; 

«««^ + [2(r+l)e,-b»-(a»-bi«)uJ^^-r(a,-b.«)z=0, 

welche Gleichung au §. 110 gehfirt. 

Den Fall, dws n als lu^.'ativc panze Zahl ans n (n — l)c, n 1>, -t-a(,=0 crlialtoii 
wild, bebandeln wir im „Anhang", unter II. Es bliebe somit nur noch der Fall besonders 
zu betraebten, da a» -i> b^ x + e, x* (also anch a, — b» n + c, u») kein vollstibidiges Quadrat 
ist r>on^Hlien behandelt Spitaer in der «Foitsetsaag^.fonwelcherln der Note an §. 110.17 

die Hede war. 

£in allgemeines Beispiel findet sich in MAnbaog" anter A. 
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106 (x-'h)*s*<i>]r+(fts+b)(i-h)zil7(fs + (os>H-di-t-f)r4(>*— 0. 

Denn setzt man y = x*», also — « ^t""' « x" i = n (n — 1) z 

,6z R 

+ 2ax**''^ so erhalt nuui naoli Weglurang des geiMiiiidiilUiobeii 
EÜLton X*: 

»'(x — 1) 5-4-^-12 Dx(x—l)-»-(ax-hb)x]^-»-[n(n— 1) (x— 1) -h (ax-+-b)n+ cx-hd]t 

= 0. 

so dtts» wenn nun n auf der Gleichung 

n(n— 1) — nb — d=0 
beaiinuut, man die gnnae Oleiohnng dnroh x dlTidtren kann und erhftlt: 

X (x- 1) g-^i -+- [(2iH-a)a + b - 2nJ + [n(n - 1) -»- an + c] y = 0. 

welche Gleichung unmittelbar an (I) gebOrk» Die Bestinminng von a ist immer 
mttgUoh. Die Gleiohung 

(x-b)a» + (aaH-b)x ^ -+- (cx+ d)y «0 (g') 

kommt auf (g) zuriick, wenn man x = hn aetsl. 

17. Ferner rednairt sieh die Oleidinng 

(x-h)»x^,-»-(4x-+-b>(x-h>^-l-<cx + d)y = 0 (h) 

auf (g) . wenn man X = h ( 1 - u) . also g , =^ • 8i = ~Tdll*ei»'^i?e^» *®**'» 
wodurch erhalten wird : 

hn»(l-o)|^^-[fth(l-a)+b]a|^-l-[oh(l-n)-l-d]y=0. 

0 a o n 

¥. £ndliQb kann die Gleichung 

(x-h)»x*^-4-(ax4-b)(x-h)x^^-|-(cx» + dx-»-f)y = 0 (i> 

ox' C^X N/. 

auf die Form ron (h) zurückgeführt werden. Man setae nttmlidi y = X* z, so eihftlt 
man, nach Weglassung von x" : 

(x-h)»x*^4-[2nx(x-h)»-4-(ax-l-b)(x-h)i]^-»-rn(n-l)(x-b)« 
-H (ax-f-b) (x — h)ti-^cx'-hdx-hf]z = 0, 
so dass, wenn mau n aus der Gleichung 

n(n — l)h^ — bhn -t f = 0 
bestimmt, man durch x dividiren kann und sofort die Form (h) erhttlt. 

FQr h = 0 Ustt tioh n hierans niehi bestinunen. AUdaan «ekae man x = * 

8^ = -« ei- 8^» = ^" V«"*"" »X«» 
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Integral dw Fom J*^V9F*h9. iqj 
welche Gleiehuiig zu §. 1 13 gehört. 

§. 115. 

f ottMtmBg. Integml von der fvm j^^ U e" * ^ 8a. 

I. Sey 

WO ^ eine bekannte Funktion von x, U eine noch unbekannte Fanktioo von 
u ist, so ist 

also 

Öx* öx Ja Vöxy fcx' 8x 

80 daw, weno das UDbestimmte Integial der sweiten Seite ^Ke""' 
setst: 

seyn muss. Ist also ^ 
•oUt 



und also 



ü [(A 4- a I) u» + (B H- b 0 u + C + c = |5 +n|B» 

OB 



woraus 

1 eR n(Au'-hBu + C) /A u' -H B u 4- C' 

— - ; — = , — , — ( lfKj = n / - 00* 

B fcu. au'H-bu-*-c ' J au*4-ba-f-c 

und daDO * 

dB 

1 j — 

Bestimmt man dami u und ß so, daas 

(R e"'^^ = Re"" ^)^, 

80 ist daa bestimmte Integral Kall, und man hat somit den Satsi 
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108 «*<I«y+(a.-»-1>,x)»»«lydx+(»,-Kb,x)ydx»=0. 
Der Gleichung 

genügt 



„ an» 



' + bii-4-o 
wenn 

c' ' i 

^- T tri» TZ » N=C + o£» l(E)=n / ^ _^ ea. 



IL Setzt man hier £ = x, n=l, »o gelangt inao auf §. 1,10. Setzt man 
Ä+jw» ,,_ -A + (8i>B-a)»'-h2nb i* 

^~TW^ • 

1 

Ist hier A^O, u = -2^, a— 1, also 

und setzt man B — i=at> b^b^, C = a2, o^b^r so folgt bieraus . <ia»i> der 
Gleichung 

genügt wird durch 

c , - ^ • T (Ax+a)x' ^, bx 2a— nB . 

lU. .St'l/.t mau i Ucn so — — , so ist L = z , M = — 1 i — x' 

X n* ' an* 

2Ax^ Cx4-c m 

+ N= — - — , und wenn efw» A=0, n=I, assl, b = ~a|, 2 — B=bi, 

Csrb], ossay, ao hat man: 

Der Qleiehung 

e'y a,+b,x8y a» + b , » 

eV"^ ' x» öx"^ ,4 

genügt 

V 

/V ItL^bu /•{2-b.,>u-t „ " " 

y«n'— atB + a, ^' y a» — ajUH-a, ^ 'jj ^ a- 

( VergK anch $. 1 14. (i) An h s= 0.) 

Integral tob der Form e*^ 0 8 n. 

IV. Sey 

wo 4 ^ bekannte Funktionen von x, so ist 
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Integral der Form {; / e"^Uda. lOU 

und wenn man das uiibostiminto Integral = e" ^ H setzt: 

so^dasB, wenn 
nnd 



num bat 



U{Aii»+Btt-l-C]=^^, UtAa*+biiH-c] = fi, 



.rnv /'Aq'+BoH-C^ „ B 



und wenn dann a und ß so bestimmt werden, dass die GrOsse e"^R ftlr n=sa 

und u — ß denselben Werth gibt, so genügt y-^^^' e"^ ü üu der Gleichung , 



<v^ • 1 ^■ 



V. Für |=xitt 



, A-^ax ^ (B+bx)t^2(A^ax)|| 

(C -H c X) i« - (B 4- b X) {^^ 4-2(A + a X ) Q-'J - (A + a x) i .-^^ 
K= p , 

to dan ftUo der Gleiehung 

^^"^ex»^ t 8x 



(C-+-cx)t»-(B-Hbx)t|-^-H2(A-+-»x)(^~^ -(AH-ax)t|^ 



8'f 

y = 0 



geaflgt wird dureh y =:ry^^e*>U8tL Für ^=e* kommt maa auf die Form det 
|b 110; für ^=z bat man 
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110 d=y-H(a» 4-b»x)<iy<is + («o-+-boX+CoX*)ydx* = 0. 

(A-t-»«>^,-»- i Tx"^ X* ^ ' 

VI. Setzt man dagegen ^=^**, so ist 

L = (A4-ax}e-"'^\ M - JB 4- (b — 4 m A ) x - 4max*j e— N= |C — 2niA 
-h(c— 2mB — 2ain)xH-(4Am» — 2iiib)x'-+-4am*x*j e"»»*{ 

also wenn eiw» a=0, As= 1 , B = a|, b— 4m = bj; C— 2m=ao, C'~2mat=bo, 
4g|3 — 2mb=Ce, wo also m derart bestimmt werden mnss, daas 

4m* + 2mbt +e^s:Qi 

so wird die Gleichnng 

m + (a» + X) 4- («, bex -h Cox») y = 0 

Dz OX ' 

integrirt werden dnreh * 

'^•■Va(b»H-4iD)tt+2in».-+-bo' ^ ^ y(b,+4«)a+2ma,+b, * 



* Diese Oleidniog kam flbffgens dnröh ümfermmig leleht auf eine andere aarftdcge-. 

führt werden. Setzt man y = eo»' + ^*r, »o ist 1 (2ox4-<J)x4-|-Jeax' + ^«, 

^^^^ = [(4«»x»+4«(^x^-<f«^-2«)»^-2(2«x^-Ä||4-^]e««^•+^ so das» die- 
selbe liefert: 

I^H- [4axH-2^H-a, H-b| »3 1^ + [4««x»4-4«/»x-4-/J»H-2« 

-»-2a»ox-+-a4^-l-2objX*-»-bj^H-a« + b,H-joX*J» = 0. 

lüMi beetimnie nana» f ans 

4«*+ 2abt -P- sO, 4a^+2at « 4- bo +b, ^=sO, 

sowAultnaa 

1*4 4- [2^-f-a4 4-(4a4-K)xJ ^-h0ir»+2o+a,#-»-a,)t8=0t 

0 X ö X 

velehe Oleiehnng an %. 1 10 gehört. 

Man findet « = — -^-b, + \ V^b^* — 4c„; ist b,* = 4co. >o Ist a = — ^b», sodass 

die sweite obiger GleicliuDgeD kein ^ entb&lt , und mit der ersten im Allgemeinen nicht la- 
gleieb besleben bann. 

SeUt mau aber jetzt y = e« z , und 4 a ' + 2 a b, 4- =: 0 , so wird die vorgelegte 
Gietdwag an 

gpH-«»|| + [(b*--ja,b.)x4-(ao-~W)Jz=:0, 
die ebeafttls ta |. Il5 islillit. 
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Vil. Als besondern Fall wulleu wir die Gleichung 

1^, ~ (2s-|. 1) ^ -h (x'H- X- 1) y «0 

betrachten. Verglichen mit VI ist a, = — 1 , bj = — 2 , n,, — — 1 , b„=l, Co = l ; 
also m zu bestimmen aus 4m* — 4m-+-l=0, (2m — 1)'=:0, m-=i. Dann 

Dil unendlich ausfällt, so wäre e» mOglich, dass R = 0 und v ~ e' . 
Wirklich genügt dieber Werth auch der Torgelegten Gleichung. Noch ^. lOl, V 
llndel sieh dann 

I 

$. 116. 

Integration der Uneaito Dürerentialglelchung mit iveitem Theile. 

I. Wir haben seither nur die linearen Differcntialgleicbaogeil ohoe 
zweiten Theil (§.107) botrnchtct: die Integration dieser Gleichungen mit 
zweitem Theile lässt sich aher <.,'auz leicht auf das im Seitheng6|[l AogegsbeOS 
zoräcklühreo. Gesetzt Dämlich, es sey die Gleiohong 

foigelegt, in welcher Xg, X., X bekannte FnnktioDen von z eiod, 

Qttd man habe als allgemeinea Integral der Gleichnng 

8" V 6"-« y e y 

geftmden: 

y = Cjy^-hC,y, H-...-hC.y., (e) 

WO , y, ) . . . , y. ebenfalls bekannte Funktionen von x sind , so lässt sieh, 
hieraas immer das allgemeine Integral der Gleichnng (a) finden. Denken 
wir nns nämlich, in der (Jleichung (c) bedeuten einmal C, , C, , C„ nicht 
mehr Konstanten, sondern (noch unbekannte) Funktionen vonx, während* 
7t 9 • • * t 7« immer noch Funktionen von x sind, die so beschaffen sind, dass 

und versnrhon, , C, , . . . , C„ als Fonktionen von z so zu beatimmen, dass 
(c) auch der Gleichung (a) genüge. 

A08 (0) folgt nnter den jetsigen Voranesetsangen: 
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112 lategratioD der linearen Differentialgleicbuog mit zweitem Theile. 

und wenn wir nun , . . C„ so bestimmen, dass 



80 ist 



ö C» PC, 6 Cn 



^y-n !Xt^.. ^X" 

Hieraos folgt 



wenn wir Cj , . . ., C„ so bestiniincn, dass 



Aua (f,) folgt wieder 

wenn C| » . . . , C. der Gleichong 

dx« 8x^8x« 8x^**-^8x» öx " 
genügen. Wie inau bo weiter gehen kann, ist i^lar. Man hat 

wenn wieder 



:in— t 



y, PC, e-^-^y, ^C, 8»-»>„ 8C»_ 



.4- 



ex«^« dx 8x»"« 8x 8 

Ans (f_i) folgt endltcli 



8»y_^ 6"yt f^"y, c" yn e"-' y. c <_\ r'"' y, 8 0. 

d?~^»T?'*"^'eii ■^■••••■^^^■li='"^8F=r 8^ eT-^ 

8°-*y. 8C, 
8x— » 8x * 

und wenn man die Werthe vüu g-^, .... ^— f , \*ie sie diese Gleichungen 

geben, in (a) einsetzt, dabei aber die Gleichangon (d) beachtet, so er- 
.hält man 

^•Ldx-' 8x^'8l?=«'ir^-"*'*^"bx-' exj"** ^•^ 

Daraus folgt nnn, dass wenn man Cj, C» als Funktionen Tonx 
dnrch die Gleichungen 
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latof ratira der linearMi DifftraDtiaigMdiirog mit f w«item HmUc. 113 

evj (}Cj . &y„ ec„ 



= 0, 



dz8x bxcx 8z 

8°-' ejc^ _^ e-j^y^ 8C, e'>-^y.. 8C, 

ex»^»' 8x ' Bx"-» cix ex"-» ex 



«0, 



8°-'y t 8 0^ 8"-'y, aC, • e"-'y, eCn_ X 

8z—'' 8x **" 8x'-' 8i ■^•••■^ e««-» "ex 

bestimmt, alsdann die Gleichung (c) der (a) geDügen wird. An« (e) folgt 
aber immer unzweideutig 

dx X c X 

Venn * «••*> (bekannte) Funktionen von z sind, während nnn aoA (e') 
eich ergibt: 

C, ^^8I + r,, C,=yi,8i+E C.=yi.8x+E», 

wo E, , . . . , willkürliche Konstauten sind. Demnach wird der (a) genügt 
durch 



(g) 



welche Gleichung, da sie n willkürliche Konstanten enthält, das allge- 
meine Integral von (a) vorslellt.- 

II. Gesetzt aber man kenne nicht das allgemeine Integral von (b). 
sondern blossn—l besondere Werthe: y«, y,,..., y«-t, die der Qleichting (b) 
genfigen, so dass also 

y—Cj jrt + C,y,-h,... + C.-iy^» (b) 

zwar wohl der (b) genügt, aber eine Konstante 2u wenig hat, um das allge- 
meine Integral dieser Gleiehnng zu scyu. Lftsst man wieder C, , . . . , C„ , 
Funktionen von x seyn, und setzt die Gleichungen (ej), (o,), . . ., (p„_t), 
d. h. die n— 2 «nten Gleichungen von (e) fest, in denen jedoch C. fehle, so 
hat man 

»-'y_P 8— >! , , f. a-'y-« , e-Vi 8C, . 8-»y,-. ec,.. 

. 8--»y, 8»Q . . 8-«y,-t 8»C^i 
und wenn man dann diese Werthe ra (a) einsetzt, dabei die Gleichungen (d) 

Dl«Bf »r, PiS»«MM «. to U tw l-mefcwg. IL 1. A«ll. g 
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114 Integratioo der lioeareo Differeutialgleicbong mit sw«it«iii Thüle. 

beachtet, so folgt, dass (h) der (a) geuügen werde, wenn C, , . . . C»_| so 
bestimint werden, dass: 

by» eC. Öy, 8C, . Oy—, 8C.>. _^ 

87 Ti""^ eri7"^-**"^"8ir "87" 



tix—^ ex ex»-'" 8x * 8x— » 8x ~ • 

^Le»--* 8x. • 8i-« nf7^J^*^Ll^=^"87"*" 

8»-« "87*J"^*«L8i--»' 8x» -"^ 8x-« "n^J- 
Aus den n — 2 ersten Gleichungen (i) folgt 

"8T~**"87' bx~^'ö7 "8x~"^-*8r' 

WO £ , ... , £,^1 bekannte Funktionen von x sind; setxt mui non diete WerÜie 
in die letzte Gleichung (i) ein, so erh&lt man eine Gleichoog 

in der P und Q bekannte Funktionen von x sind. Kann mau (1) allgemeiu 
mit zwei willkQrlichen Konstanten integriren, 6o geben dann (k) die C,, . . . , 
C»-t mit weiteren n~2 willkOrlichen Konstanten, nod (h) gibt das allge- 
meine Integral von (a). FOr X = 0 gäbe die (1): 



8x 



8 C 8 T 8 C 

wie bei eitsiug. 107, V gefunden. (Es ist nämlich X , "g^^"2Xo-gY 'eJ^ 

X. y. 5^=0. Q=X.,.. P=X. y. + 2X.*^ , yi av)*^' 

III. Man siebt leicht, dass wenn man mir n — 2 besondere Wertbe: 
Tl. yn-j kennen würde, die der Gleichung (b) genügen, man das 

allgemeine Integral vou (a) erhalten würde, weun man die Gleichungen 
annähme : 
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Bflilftel«. 115 

^* TT "elf "TT 



(n) 



^•L'e^^s'Tr^ »X-» "S7'J^^^L8?=s"*8r^ 

**" »X—« 8x J ^L»x— ■ iz* »X—» »X» J 

ax-^ 8x« J"*" •Löx-^ 8x* ^ ex""=* 8?~J""'^' 

wonns sanäclist folgt: 

8c. ec. L2^_v 8c. 
TT^ 8x 8x ei^' 

and dann 

4i.'-<»^^-''iir='- <-> 

bt ans (n') mit drei KomtaiiteD erhftlt«n, so folgen C, , . . . , C„_, 
«BS (n) mit weiteren n — 3 Konstanten und 

y = C'i > i y, -h . . . C„_» y„_j 

gibt das allgemeine lutegral von (a). Wie iiuiii diese Betrachtung» ii weiter 
fortbtUcu kauu, ist klar. JCben so, weuo X — 0, dass die (i), (a')... dazu 
dienen werden, ans n—l, oder n — 2,.. besonderen Wertheu von y das 
allgemeine Integral von (b) za finden. (Vergl. „Anhang*' unter H, X.) 

§. 117. 
Beiipiele sn g. 116. 

Wir wollen nun vor Allem die Methode des §. 116 auf eine Reihe von 
Beispielen anwenden. 

1) g^+A^ + By«X, ((i'y-»-Aay<ix4-By<lx»=Xdx»>, 

wenn A, B Konttenten. Hier ist (ft. 108): ji = e"« y, s e^', wenn , m, die 
Wmeeln voa m* + Aai-hBsO sbd, vonuasgetetst diese Wvrs^ aeyen ungleieb; 
sind sie glmeh, so ist ji = e**% ji =xeP'. Also sind die (e): 

ox mi—^ntj öx. Uli — iB|— a^y 

"»1— 



8« 
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11g BciipM*. 

in,— m, J J 
für ni| = ist 




SS «MX. y,Ä«ft»x 108, II)? »iw 

•"«^ + '*»*1& = ^' -^x^ + *o.x^ = «.x; 
i£L=: _eo«xmx, ^ = «M*x, Cj = — /«nxc<»#x8x = — i«n»x4-Ej. 

Ca as I «m z z + i z + E» * 

«od 

y«^|#fti»z«ofzH-|l«»**c«tz-^|z«»z+E|i««*z4-E,imx=ixmxH-Ej«oix+E»#mz. 

8*y 1 fey_^ 1 ^1 . ,." ■ . . 

3) 8r«-T8i'*-?'^==T- 

8z z Oz z » 

y«--i-r(l)H-zi»(«)H-E*» + *^«»'W=^»''W-*-^» + '»»^<*>'* 

ÄX, wlo man leicht sie&i; tbo ntob (m), WWU» dort n =3, jt =6z, 
X,= — 3x>,X, = x»,X=x: 

8 

5) »•pw->3i;^-«li+'=-«lö- 



* Dm Zeichen (x; bedeutet du Quadrat ?on l (x), ist also an nntencheideii ron / (x*)- 
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Beiipiel«. 117 

j4=x; •taoüi(i)n=a,X,«-x,X,=x»[«x)— iLXss-j—J 

8 C 6 C C X 

eCi 

Setst maa hier = 9, »o ist 



alao(§.92,D: 



2f(i)-3 1 



8«UtiBaii{(z) = s, x = e*, 10 ist 

y e» _ A*8x ■ / *<^es /ve£_/vei j;^ 

i(»)ci(x)-i)*"v «(«-!)• ~y « v(T=ip yi-i~y t i-i 

alto 

c. = - f + ,= - c( w +c'x+(u,y;i^,. 

Nach §. 109 ist = 1 , Ä, — 1. A, = 3, A, = — 8, »= 1, b=I, n=3, alt« 

r(r — l)(r — 2)-l-r(r- l) + 3r— 8 = 0. r' - 2 r' -(- 4 r — 8 - 0, r — 2, +21; 
y» = (l 4- x)», jr, = co4Ul -H x)»J. = *in [/ (1 4- x)^]. also 
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118 BalifMft. 



ec^^ j 8C, _ »nf (!-»-«)>— wlQ+x)' 8C, _ |ii»l(l-l-«)»-»-<»tl(i+»)' 

8(l+x)'' 8{l+x)' ®* 8(1+,)^ 



C,= -/ ^ -gj i ; (l-+-x = e'). /- , 

(l-t-xf (I+x)' (l + x)' 



•"'-'(— J«« 2z— 2 co#2s) 6^*(2m2» — 8 co<2«) . e *'(2jmi2iH-8co«2i) 

— ^1^:^ 17 ■»■- 17 

~ 17 *^ 17 

Beftinmi mm di» andern Intagnla in iludidier W«iM, lo erliiK marn 

Alao 

j = Ct (1 H- 1)» + G, eotfd -I- s}* + Pi «Ai 1(1 + 1)« 
= E.(l-hx)»-f-E,e<»*i(l+x)» + E,«»/(l-f.x)«— ^ Vl+in- ^ 



51' -^»yr?^" 

7) Maa soll die Gieiehuag 

8x* X 6x 8x ' 
iategriren. LäMi maa aaaioliat den xweiton Tbeil weg, to bandeli et »ieli nn 

8x« xex^^ex 8x»^^* *^*8x 



• HI«tali(H-x)' = <((l + x)«], alaofllr l + x>02l(l + x)*seSI(l-M). 
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10 dass also in §. 113 a, = —4. b| = l, msfS, ««sO, lio=0, e^ss — 6j x*=u, 

y = u"c, wo n bestimmt ist aus 

SOn + 2ftB(oo-l) — aOn=0, n=0. fst 
und dio nooo Qloichmig ist 

t a t » , 

,1 6 ' 2 3 i n r'* „ -T* 

m»-h y m— — = 0; in= y , — y ; y = Cje H- t, © = e +C,« 



8x ~ öx« ' dx ~ 6x» ' 



.8) Donkeii wir ana, der in §. 75. VII betraeliteto Stab sey bereite so lange der 
Einwirkung der Wärmequelle luisgesetst, dass er in den Beharmngszustand einge- 
treten ist« d. b. dass stcb die Temperator seiner oinselnen Querschnitte mit der Zeit 

niebt nebr ändert. Da alsdann r unabbftngig ist von t» so ist = 0, also 



6 



lI^!LJ,=-o (wennbsO) 



die Gleichung der Wärniebewegung, wenn a> und k fiir deu ganzen btuU kon<>tunt 
sind, und wo nun «9 den (konstanten) Queraduiitt des Stabes, Ji die innere Leitungs* 
fthif^eit, / das AttSstrablungsTonnSgon und w den Umfiuig des Querschnitts be- 
xeiobnot. Ans der obigen Gleiebnng folgt nach §. 108 : 

T=Ce '•'^-t-C'e •* = Ce^'-+-C'o—«.a=v''u- 

Um die Konstanten C un'l C zu bestimmen, wollen wir annehmen, der Stah 
Imbe die Länge L und seine beiden Enden soycn immer auf den Temperaturen Vq, 
erhalten ; alsdann muss für x =^ 0, t = Vq und für x — L , v = scyn, d. b. man bat 

T^=c^-c^T.r.ce^'.^c-e-'^c= ;*.\^;^~ ^,c-« 

Also ist unter diesen Voraussetzungen 

welebo Formel die Tempefattir r des Stabes in der Entfernung x rem Anfangspunkte 
(dem tsstq entspricht) gibt. 
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Wire tq =: r« , «o bitte man 

(e'* H- e»"- - *') (e* — I) e* ' + e*''- - " 



Dies« Letetore hat eimi in einem dünnen Binge Ton der Linge L Statt, der 
nur einer WArmeqnelle ron der nnTerftnderltehen Temperatur unterworfen itk 

Nehmen wir in unierem Stabe drei Scbnitte an, deren Abstand je X «ej, so das» 
sie vom Anfang- uroz, xH-A,z-f-2A entfernt sind. Alsdann sind die Temperaturen 
V. t", t " derselben: 

▼'ÄCe^'+C'e"**«, T'*=Ce*<* + ^> +C'e^»<**^*>,y''=C«»t?'*'**> + C'e~»<"***' , 
woraus folgt 



»" Ce*'e*^-f-C'o~***e~ 

Ce»i«*^) (e'^ -i- Co-»''* ^Ke»^ + e-' ^> . . 

— i — =:a*^4.e~* , 

(; g» II + _l_ c' e- » (' ^' 

welche GrOsie ron x unabhängig ist. Wo also auch der erste Quersohniti gewählt 
wird, die Grflsse — — bleibt dieseliw , wenn X ungeändert bleibt. Dieses meik- 

wflrdige Resultat wurde durch Versuche bestätigt. (Lam^. Cours de Phjsique, 
lefon XVI, 260.) 

Ist der Stab unbegränzt, so muss die Konstante CsO sejm, da sonst die 
Temperatur mit z unbegränxt wachsen wQrde. Alsdann ist bloss 

T = C* e- • «. C Ä v„ » = oT • «, 

wenn To die unveränderliche Temperatur der Quelle. Sollea also awei Stäbe Ton 
▼erschiedenem Stoflb u. s. w., die derselb» Wärmequelle ausgesetit «nd , dieselbe 
Temperatur in den um x und x' abstehenden Querschnitten haben, so ist ax s a' x% 
d. h. 

und wenn w = w', (u ^ (u' : « 



ftus welcher Proportion, wie man siebt, mittelst Erfahrung das Verbältniss des 

y 

Bruches für den eioen Stab au dem für den andern Stab erhalten werden kann. 

Wir haben bei diesem Beispiel Gelfgenlait «gehabt, die sviliiiüriichen 
Konstauten den Bediogangen der Aufgabe gemäss zu bestimmen. Im All« 
gemeinen werden, wenn n willk&rliche Konstanten in dem aUgemeinen Inte- 
grale vorkommen, eben ao viele Bedingungen gegeben seyn niiUsen, um die- 
selben za bestimmen. Diese können non darin bestehen, dass man Arn 
verschiedene Werths von z die zogehörigen Werthe von y kennt; oder dass 
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man etw^ Ar deoaelben Werth ▼on % die Werthe von- 7^ , r-r-r 

kennt, oder dass eine Mischung dieser beiden Bestimmuogweisen Statt 
findet, 0. s. w. 

I 

j 

§.118. 

Dnrcbgaog durch DiffanaiiaIgl«icIiiiogeu niederer Ordnung* 

L Wir haben seither meisteDS die lotegralgleichong einer Diffeiential- 
gleichnng n*** Ordnung in so ferne gesocfat, als wir die Gleichung swischan x 
lind y mit n willkürlichen Konstanten zu erhalten sachten, die der gegebenen 
Differentiaigleichong genfigt. In manchen FAllen kann man diess nicht oder 
zieht es vor, anders zu verfahren, indem man nämlich znnftchst ans der 
Differentialgleichung n'" Ordnung eine der n ~ l"" Ordnung zn erhalten sucht, 
die ihr genügt und fine willkürliche Konstante mehr erhält; d-mn aus dieser 
eine der n — 2'*" Ordnung u. s. \v Da die Schlussgleichun^' mit n willkür- 
lichen Konst.uitt n all' den so einzeln erhaltenen Diflcrentialgieichungen ge- 
nügt, so inüh.seii diese letzteren durch Elimination der willkürlichen Kon- 
stanten sich ans jener bilden lassen. Um aber zu der Gleichung der n — 1'*" 
Orduung zu gelangen, niuss man n — 1 willkürliche Konstanten eliminiren 
und nor eine noch beibehalten; welche der n diess sey, bleibt willkürlich. 
Daraus folgt aber wieder, dass eine jede DifferentiaJglerchnng der n**" Ord- 
nung n Differentialgleichungen dem — 1*~ Ordnung als erste Integralglei- 
chungen haben wird, Jede mit einer anderen willk&rltchen Konstanten. Ist 
man im Stande, diese n Gleichungen herxustellen, so gibt die EliminatioD von 

1^, |p ♦ 6x"-^ denselben dann die letzte (eigentliche) Integral- 
gleichung mit n willkürlichen Konstanten. (Vergl. §. 102). 

1) C tey derMittelpnnktderXrde (Fig. 58); eioKftrper, dessen 
'Oewiiät an der Oberfläche — p ist , sey zu An^^ng der Zeit in der 
F.ntfernunp C A — r -4- h vom Mittelpunkte, wo r der Erdhalbmesser 
und HA ~ h i.st ; dieser Körper falle zur Erde, indem er von A mit 
der Aufangügeschwiiidigkeit \q ausgehe, wo Yq nach AC gerichtet ist. 
Kan toll seine Be^xregung untersueben. 

Am Ende der^Zeit t sey der Körper in M, and AM = x, so ist 
(§. 20, VIII) die bewegrade Krafts j- j^i allein diese Kraft ist 

die Ansiehangskraft der Erde, die naeh C geriehtek ist, und sieh im 
Gewidite des KOrpers Äussert, wobei jedoch bekannt ist, dass dieselbe abnimmt nach 
dem Quadrat der Entfernong Ton C, mithin die bewegende Kraft in M (die in B 

gleieh p ist) nur i«t, so dass also die Oleiebung der Bewegung ist 
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^ Hieraus folgt, da (^-J = ^ 0 1 »1? ' 

eiöt* (r+h— x>*8t' V8t^ ^ V(r-i-h-x)'^ r-t-h— » 
Für t = 0 ist z = 0 nad f^^n (§.20, VII). also 

welche Gleichung die Geschwindigkeit in jedem Punkte des Weges bestimmt. Für 
B ist z. B. x = h und wenn dort t, die (Jeschwindigkcit, so ist 

— 2gr* 

Aot obigOT OleiehiiDi^ ibigfe* weno -f* r«' = a: 



2gf* — l/ ^g a(r -1- bj — a X Vr Ii — : 

8l~V rH-h — X ""V r-+-h~x, * 8x~ yu-ax 

[b = 2gj'H-»(r-hh)].(S.2l. f). 



y V'b — J Vb(r-Hh) — (b-J-ar-f- Ahj*4-ax* 

Für di« Z«it des Falls Ton A nach B folgt hieiant 

(r4-h — x)ex 



y« Vb(r+b)— CbH-ar + ab)x+ax»' 
da Ar t = 0 aiioiix = 0 ist. Ist ye = 0, so ist as — b = 0, a(r-l-h) 

= — 2gr", also diewu Zeit 

«M. X nr X «irtkaH. gibt. *y |i^+(g^)'= = 

y 1^ + /x 6 X + C = 0, w«»«« + / Vk 8 j • + C 1 + C - 0. 

a) .B=<-)[-(aO"]- 

Hieraus folgt 

/ «_«öx 

= 2ax— x»-t- C. 



[-GOT" 7 [-GOT 



d. h. 
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II. Setzt man io der Gleichung 
WO Y. y blosse FDDkUooen vooy sind: ^^0*= t, also 2 *^'>^=. ^ ^ ^ =^ 

1 Fi 1 P z ^ 

2" ^ 2^ by ^S- 21). 80 bat man 
ex 

welche Gleichnog zwischen y und z nach §. 92, 1 iotegrirt wird. Folgt daraus 
1 s f (y) , so ist dami 

XU. Die DiffereotialgleichoDjg zweiter Ordnong 

io der X bloss z, T bloss y entbält, wird iotegrirt, iudeiu luan seut 

wo a eine noch zu bestimmeode Fooktioo toq z )8t. Daraus folgt ^ 

Jj+«T«0, «=Cs-/»»» (8.91). 

welche Gleichnog das allgemeine lotegral der voi^gelegten Gleiehong ist. 
(Vergl. htehef aoch §. 138, IV o. V.) 
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§119. 

Integration anitel&t ciaer angenommeneD Gleichang. * 

Gesetzt mao habe die Gleicbnog 

ayf-bxse* 

SO folgt darans 

eine jede DiÜ'erentialgieichuog mithin, deren allgemeines Integral die vorge- 
legte seyn soll, mass ^ = 0 geben. Hat man aber 

a7*+2bz7+ex'H-2d/+2«isr, (a) 

so folgt hierans: 

8 y . <^y y , 8 V 

8*y , ey8*y ^ ..^V . .8*7 * 

'8x» cxbx* t'x-Cx* bx* ? X* Bx' 

Bestimmt man aus den letzten zwei Gleichungen a und b und setzt diese 
Werthe in die vorhergehende Gleichung ein, so erhält man 

8* y 

d. h. 4a Bieber oicht ^ = 0 : 

ox 

Eine jede Differentialgleichung nun, deren allgemeines Integral die Form 
(a) haben soll, moss dieser Gleichung (b) genägeo. Zieht man also ans der 

d'y 8'y 6*y 

vorgelegten Diüerentialgleichang die Differentialquotienten ^» ~i» 

g-^, om sie in (b) eiozosetzen, so mnss diese Gleichang erfölU seyn, wenn 

(a) das allgemeine Integral der vorgelegten Differentialgleichung seyu soll. 
Da (a) in Wahrheit f&nf willkürliche Konstanten enthält (indem man die 
ganze Gleichoog dorch einen der sechs KoelBsienten dividiren kann nnd daon 
nor die f&Df Brfiche als wirklieh Terschiedene Konstanten bleiben), so ist es 
wohl möglich, dass sie in viel Konstanten enthält» Allein es werden tieh 
dann immer Beziehmgen swischen den Konstanten anfstellen lassen, sn dass 
die ftberfl&sstgen entfernt werden kOnnen. 
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M aa iMiM ttmm dfo Olaiehong' 

•0 folgt danmi 



1 + 



woraus 

M d«M ftlto d«r TorgelegCtD Gleiehoog' duroh (•) genflgt wird. Allein d» di« ge- 
gebene Oleiehang nur vom zweiten Grade ist, so mflnen swuehen den fünf Kon- 
•tantrn noch drei Besiehoogen bestehen, die nna findet^ wenn man Mie (a) die Werthe 

c! y 6 ' y 

Ton g -j «ebt und in die gegebene einietati welebe dann erflUlt teg« awei. 
Aber aa« (a) folgt: 

ex ay4-bx-|-d ' bx* " ay-l-bx-f-d 

_ a [by-hcx-hej' — 2b(l>y4-cx-he) (a y -f b»-hd)-hc(ayH>*H- d)' 

' (ay + bx-hd)' * 

80 dass die gegebene Gleichung ist 

(»y + bx4-d>*H-(by 4^ cx 4 i-r (ay-t-bx-hd) — ayfby-l-cx -f e)'-i-2by(by-J-cx-he) 

(ay-J-bx-f-d) — cy(ay4-bx-rd^' — 0, 

welche Gleichung, wenn man y durch x aus (a) ersetzt, identisch seyn muss, d. h. 
für alle möglichen Werthe von x in Erfdllung zu gehen hat. Da diese Gleichung 
aneh ist 

<ay + bx+d)»[(a— c)y-hb«-»-dJ (b7-|-«x+ e)' [bx -H dH-2by (by + cx + e) 

(ay + bs + d) + 0, 

so wird ihr gtattgt« wenn ase, basdssO, ifnd swar was inuner aneh x Mgm 
mg. Darana Mgt mm, dase das Integral der obigen Gleiehvog ist 

«•-l-y»-Hox-Hc'=0. 
weaa 0 nad e' die wUlkUrUdien Konstanten sind. (Vergl. 1. 118, Nr. 2.) 

§. 120. 

Intigiatlon len Diibrenlla||^el«bttDgen dvrdi AniMeigen «1 lidbeni Oidangea. 

L Wie bereits in §.IOl aogedeatet, kaon man raweilen Gleiebimgeii 
niederer Ordnong dadoreb integriren, dass man so Gleiobungen böberer 
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Ordnung, die man aus jf-nen bildet, übergeht, vorausgesetzt dass man dann 
die letztern integriren kann. Da man liiedurch aber zu viele Konstanten in 
die Rechnung erhält, so muss man durch Substitution in die gegebene 
Gleichung dio überflüssigen Konstanten zu eriuitteln suchen. 

1) Mao habe etwa die Gleichung 
•0 Iblgt d«raiu duroh DiflSarenainuig : 

(r;.-0(4^")=«- • 

8 y a X* 

Ull i da für 2 = ax : = ^ -+- C, dieser Wertli aber der vorgelegten Gleichung 
nicht genügt, so ist 

e*y 1 , 

SS a, y ss^ ax' -4- CS + e'« 

8 y * 

wo 0 aikd e' KonatMiteii sind. Dmtms folgt ^ = a x -h e und wran man diese 
WerÜie in die Torgelegte Gleiohung einietet, so bat man 

c»+cs — CS— o's=e*— a»» 

so dass also 

yÄ-g-as'+csH-c»— a« 

der vorgelegten Gleichung genügt, wenn c die willkürliche Konstante iat. 

2) 'HAIte man weiter die Gleiehuog 

SO erhielte man hieraus durch DUforenstruag: 

und da 

s y ^ . a,y_--H, _ — , 

8s - 8s 

80 folgt hieraus, da 1 4- Q nicht = 0: 

8*y e»y 

. . 8y /"^Öx» - 8x* > ey 1 ^ 
ox 8y yPxx 

8s 8x 
welche Gleichung unmittelbar gibt 
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Setxt man diese Werihe Ton y undg-j^ in die gegebene Gleiehung, so wird .de 



Ii - 'f '•"'+r(i-c)x'-c-jcx-(..'+.-).=o. 

ee'4>e'=0, c'=0« y»=cx», jr=«s. 
8) Sejr ferner gegeben : 

SO fähre nw eine neue unabhängig Veränderliehe z ein, gegeben dnroh die Gleiebnng 

|^ = y, wo also ^ ^ = :r- »st , und erhftlt (§. 21); 

woraus durch Diffcrenziruog nach z; 

welcher Gleichung nach §. 108 genügt wird durch 

y — Cj t' -h C, e""" + C, eosz-h C^tint, 

während 

xss y]res=:Cte* — C,e-' + C,nns'-C«e0«t+C. 

I>a aber auoh^i=:x, d.h. C| e* — C|e~* + C|«^B— «msssx, so ist 

C s 0 , so dasi »«1 also 

7=:C(e' + C,«-'4-Ca00t>+C««<Ns« »a£C^ «p — C,e-»-hC!|«ws— C^eat«, 

6'y /'^y\* 

hat. Setzt maa diese Werihe in 2 y — ( g _^ — x • = U ein, so erhält man 

2 [C, e» + C, e- • H- C, ««« « + C4 sAis] [C, e^ + C, e- ■ — C, «es 1 — C4 «asl 
— {Cj e* — C, e- ■ — na s + C4 ««f sj» — [C, e« — C, • + j«a » — C« «o« s]» ss: 0, 

d. h. 

welehe Beziehung swisohen den ^er Koastenten lisstehen nass. £liminirt man 
dann z swisdien den Werthoi von 7 und x, so werded^Ton sdbst nvr swei Konstan- 
ten bleiben. Um diess hier hervortreten zu lassen, setse man Cg =iQcosit, €4 = 
ggina» also C,' H- C(' = (/^ = 4C|G|, C« co«z + C4«tex = ^tf0tf(s — a), C^simz 
— C4eoea = ^«m(z — a), also: 

y =s C, e-H- C4 e-» -h 2 VC^C, «of (s— a), x=Cte«— CjSr'H- 2 VCiC| 
Setstman s=saH-n, CfO^sA, C|e~"=B, also ABssGi C|, so ist u au 
oliminiren awisehen 

y=Ae*+Be- --hB VaB«oso, xaAeP— Be-* H- 2VÄB«isn, 
wo A und B die beiden willkfirliehen Konsfanton 
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6 y & y /" e y\ 
_j28 DieGleicbui.gy-2Xg^ = 2-^,(^y^J.. 

IL Ist 

f(9>,^,)=0 (a) 

eine Difl'ereiuialgleichung erster Ordnung, worin (p und ^ die Grösse g~ 

enthalten, und es sind die beiden Differentialgleichungen 

V = a , ip = b (b) 

durch Elimination von je einer der Koostanten a oder b aus derselben 
Gleichung 

F (x, y, a. b) = 0 (c) 

entstanden, so hängen a und b durch die Gleichung 

f(a.b)=o (d) 
snaammeD ood es ist (c) die allgemeine lotegralgleichoog von (a). 

DUhnoiiit nm almiidi die m «rgtb* ilch 

8F 6F8y ^ 

«I + «^8i = ^* <•> 

md wenn man aos (•) und (c) je eine der zwei Konstantem a und b ellaiiaift, lo erUh man 

— der Annahme nacb — die beiden Gleichongen (b). Lllsst man aber a und b snsaittBieB- 

bSogen mitt.el!.t (d), so geben die (richtigen) Gleichungen (b) sofort die (a). 

Zuweilen ist es nicht leicht, die (c) herzustellen, d. h. thatsäcbüch su 
zeigen, das« die (b) aus derselben Gleichung stammen. Differenzirt man 
aber die beiden Gleichungen (b) und erhält aus beiden dieselbe Differential- 
gleichung zweiter Ordnung, so müssen die (b) aus einer Gleichung (c) 
stammen (§. 102, III), können also zusammen bestehen. Eliminirtman dann 

einsehen (b) nod (d) die beiden Grdsseo b oud so erh&li nan die Inte« 

gralgleiclinng tod (a) mit der willicflrKehen KoDstanteo a. 

wo ^ MO« beliebige FtonktioB bedeutet. Setzt man 

8y 



8y ^ 



so ergibt sich durch Differenziruog aus beiden : 

8y 

Also hat man b und z— za eliminiien am 

es 

woraus 

y» — 2ax =2a9>(a). 
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9y 

alto^, b za elimtniren zwischen 
woraus 

y«+(a-t)«r=^(m)». 

e) 

führt eben so auf 

x'+T'~Sas = 2y9<a>. 

7) äetzt mao in der Gleichung 

«■ V 8a y da ,80 * 



8a ,^ ' 

Setzt man 

8 T 8tt 

^-°8^. = "' ö7-=«' 

w» «rgibt tieh dnreh DiffereDiining naeih « : ^ = 0. Al»o a und ^- zu elioiiniren 
swiMhen 

8 

woran« 



ae4-b ' ae + b 



a die, wUlkOrltehe Konstante. 
Oleat««» nMnaaal. a. tmcnl-ReetaMf. U. X. Ann. 
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1 30 latcfiatioD mitt«ls( B«Uimi. 

§.121. 
Intogntloo nltttbl Balbes. 

Wie in §.101 wird mao, wenn alle liittel vereooht shid, zo der Inte« 
gration rntttekt Reihen greifen können. Die Bemerkungen, die wir dort ge- 
macht haben, gelten hier natOriicb ebenfiüU. Einige Beiapiele mögen «ur 
Ert&nterong dienen. 

1) Man haiM die Oleiehiing 
•o Iblgt darant:. 

" 8x ei*"''* ^^'^ Ib ö xU "c X Löx xd • 
woraus nun, indem man n — 4nial nach einander differenzirt, (§. 18'): 

xp:y gjy^^ ^ p,-4 ^piy fi»y>v_ c"-' y^8y B'yN 
*p7" ♦ Vr b X V ^ c X « X* öxV ~Ö X»-? \.8x SxV * 

EntwiGkelt man diese Grossen, so bat man 

Fx^ ve x' 8 X V L r V' i X" ^ ^ i ö x' e X" ö X—« e xü 



Für X = 0 i!>t nun nach einander (n = 4, . . . .) 

8': 



J.I bx' -cy öx* 8i* 



2-^ 
8x 

b y 

also da y und fUr x = ü willkürliche Konstanten sind, etwa c und c' : 
2) .;^.~a^-l + b«.y-a. 

f'y 8t 

Wir haben bereits in §. 112, II die GKichuog — — b*xj = U 

/** cot (xr) Ü V 

inlegrirfe nnd dort geftmden, dau J ^ Oleidinng genflgt. Die ge- 



gebene Gleichung unterscheidet sich ron der eben angefuhrton nur durch das Zeichen 
von b"; allein v' — b ^ für v -+- b ^ gesetzt , würde ein bestimmtes Integral geben, 
dai nidht benfitst werden darfl * Kann man aber das IntegriU der eben angefahrte« 



• Das Jnt«gnl / V f » ist nteht «illsslg. wril ArT=b,weleb«rWtrth 

■^sshsa 0 nnd QO lisgk, die OrOtse unter dem lot^alzeiehen aDeodlich ist. 
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Dia Oleiehnngsip — a^H-b*z7 = 0, IZl 

Gleirhunp in anderer Form heritellcn, welche diesem l't l)elstande nicht unter- 
worfen ist, sn würde f-in SchhisR von einem Integrale auCdas andere wohl gestattet 
sejrn. Nun ist aber nach 87, II: ' 



f*eot (y x) P 
./ 0 b-f-T* 



2 Vb • 
also wenn man o mal naeh b diffi»r»Dsirt: 

* 

Penkt man sieh die «weite Seite entwiekeltk te werden alle Glieder den Faktor 
e-* haben, so dau man eine Reihe Ten der Form 

e-.VbfA X» + A, i"-«-4- 1 

erliält. Daraus schiiesseo wir, wenn man für b setzt, es werde das Integral der 
Oleidiung a^- — b'zysO sieh darstellen lassen in der Form, die eben 
angegeben wnrde, nnd worin wir nun A« A| , . . . eniwiekeln wollen. Sey also: 
y = e " ' [ A, X» + S!^' + A»-»x— » ] . 

so ist 

l?s= — be-»'[A. »"-HA»-,»—' -+-,..] -he-*» [nA,x»-' 4- (n- I) A^ix»-*H- . . . .j. 

^ = b»e- IA„ X» H- A„-, X—' + . . .1 - 2 b e-*' [u An x"-> 4- (n— I) A„_, x"-« + . . . .J 
+ e- * • [n (n — 1) A„ x— » (n — 1} (o — 2) A„-, x"-' + . . . .j. 

Setxl man diese Werthe in die Oleiohnng ^ g ~ ^ ü x ~ xy^O ein nad 
ordnet naeh Potenxen ron x, so ergibt sieh: 

x"*'tb»A„ — b'A„l + x"[b'An-i — 2nbA„4-abA„ — b*A„_ij4- 

-4-x"-'lb*Ap-,-i "2(u -r)bA„-,-|-(n"r-|-l) (n-r) A„^,^,-hxbA«_, 
— (n— r-<- l)aA„_,^., — l»A._,_i] -f- — 0. 

woraus nun, indem man die Koeffizienten der auf einander folgenden Potenxen ron 

X gleich Null setxt, folgt: 

— 2n4-*=0 bA..r[— 2n-i-2r+aJ — (n— r4-l)A.^+i(a— ii+r}sO 

d.h. 

a = 2u bA„-,(2r) — (o — r-h l) (n H- r) A.-,+i = 0 , 

so dass für r = 1 , 2 

^-'^ 2.1b OTb ^- — T^jS — 



woraus 

_ (n--r-4-l)(n — r + ^....( D 4- r) 
■""^ 1.2.. .r. (2b)' 

Bemnaeh bleibt A« Willkttrlieh C nnd es ist 
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132 DbOWcM|«^-a^^-^-b»iy = 0. 

(n-2)(n-l)n. ..(DH-S) , - 
1.2 3. (2b)^ 

WO 0=*^*. Diese Reihe »■( endlich, wenn n eine pMilive oder oogaliT fABio 

Zahl ist. 

SeUt iMUi — b tUtt b» ao sieht nttn leiebt, daie devsolbeii Gleiobang eboDflüli 

8*T 8y 

ffeuügt wird, so dass also das allgemeine Integral der Gleiehnng x ^ ^ 8z *~* 

b* zy = 0 gegeben ist durch 

/-=Ce li-H- 2b * ^ 2. (2b)» 2.ö.(2b)« * 

+ I 

^ C' Ix- - ?i5L±i) H- (o-I)l»»(»H-2) ^,-. (n-2)..(n-h 3) 

-hCe IX X -1- g^jj^j, X 2.3.(2b>« * -»--.J. 

1 



wolehe Grllise immer eodlieh ist, wenn n eine potitire oder negattTO ^anxe Zahl. 

In diesem Falle lässt sich also die Gleichung in geschloMtener Form integrivtn (§.111 

und 112) Ist n nicht in der angegebenen Lage, '<o werden die Reihen unendlioh« 
diTergireu aber, so dass die angegebenen Formeln nicht 2u brauchen sind. 

Van MtM nun bi lilr b, so wird das nllgomeino Integral der Gleiobnag 

gegeben seyn durch 

^/ u « • 1. \r« o(o + l)i -_i (n — l)...(n-+- 2) , 
y = C(eo.b«-ismbx)Cx- 2V~'* 2^ 

(n — 2). . .(0^3) . _^ 

"~2.a.(2b)* - 

^ C ,co, b X ^ b X) U" i X- -<Jt^lö^^x- 

(n-2 )...(n4 -3) 
2.3. (2b>« 

wenn man beachtet dass 

— — I » ^ — • » ^ — 1,»«... j, — A, — I...... 

Hieraus folgt 

, = (C-t-C)*a*biU 5553 » + 2.».4<2b)* * ~ -'^ 

H-(C'-C)ico,bx[^^^x--....J 

+ (C - C)lsli»bx[i[- — . . . . 
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x*<« + bi»)tf*y-)-*(o+ds-)474iH-(rH*KX")7tfx*s=a 133 

■ 

sodass, wenn C-I-C' = E, (C — C)i = F/: 

«. ^ ^. » ^ (n— l)..(n-f 2) , (n — . . fn 4) 

+ (E'e««bx-BsA.bx)[ -^-ix-» --^-_-^^,.-s+ J.» = i»- 

Ist n eine £^anze Zahl, so ist dieser Werth ein endlicher; im anderen Falle ist 
er weiter sieht brauchbar. 

S) x»(aH-bx->|^H-x(e + dx-/^^ + (fH-gx-)y = a 

Uan tetse, um die Gleidmng m ▼«rein^Mdien : = u, y = u" z, so ist (§. 1 13) : 

+ m' l«" 1^ -t- a B «*-! 1^ T D (O — . J) » »1 , 
OQ O n 

und wenn man diese Warthe in die Teri^legte Oleidrang^ einsetst, to erhilt man : 

ni*(»+bo)u»*«5— , + l2nni»(*+bu)u»+' + mCm — 1) (a-+-bn)B»*» 
oa * ■ • 

4- m (o + d a) u»^' j -h In (n — 1) m* (a -i- b q> u» -m» (m — 1) n (a + b u) u" 
Oa 

•t* mB(o 4- da) a" + (f+ga) a*] X SS 0 • 

> 

ao dau, wann n ans der Oleiehvng 

n(B — l)ni*a+Bi(Bi — l)aa+mne + f=0 

beatiainit wird, man di« gann -Olaiahiing doroh dhrfdirm kann, und eine Olai- 
abong eihilt ran der Farn 

a(a,H-bon)~-t-(a,H-bta)^-h»,t = 0. 
deren Integration bereits in §. 114, Ii vorkam. * In manchen Fällen kann jedoch 



• lit a = o = 0, so lat die Bestinaiaag voa n anmOgUah. Aladaan liat man die 

Olsiebaqg 

Sstst man hier x"= — , y = n" x, io bt x ~ = ~ ma Tna"'' « 4- n" x*§-? 

a ' 8x V 8ay dx* 

nu"^' z -T- u" — I -h oi-u- 1 n(ii — I)u"-«« +2aa*-' 4- n" z— ; I . 

ouy L ox oa'J 

wodurch man findet : 

bm»a«*« l* ] -h [2bm'aa» -I- b»^ + 1) a" — dm n"J P 

[(^f 4- 1^ ) 0» + b m« B (n — I) u— ' 4- b m (m + 1) n a»-' — d m a a«- ' j X = 0. 

Bestimmt man also ii aas 

g-hbro*n(n— 1)-^ bnnm4-l>n — dmn = 0, 
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jl34 bx";d*y-|-x(cH-dx'"><iy dx-r (I gx"'> y dx' = ü. 

die dort gelehrte IntegratioD mittelii bettiiniBtor lolfl^ale tilet^ cum ZMe (Obren 
und wir wollen desshalb die mittelst nnendUober Reihen anfllhren. Die obige 
Gleichüng, die n bestimmt, kann «neb imaginäre Werthe fttr n geben« so daas dann 
-die Koeffizienten in der umgeformten Gleichung auch imaginär werden köimti n 
Obwohl dies kein absolutes Hindemiss wäre, wollen wir doch n — 0 setzen, ulso 
bloss x"' = a eioiuhren, wodurch dann die Gleichung 

n"(s, + b.u)^,-+-(s,-»-b,n)u||-*-(n,H-b,u)y = 0, d.b. 

x»(s» + bo«) H- x(«i +b, X) ^ + (a, + b, «) y =0 

2um Vori»chein konmieu wird. Man setze nun 

y = AoX" Aj x"^' + A,x"^-*-|-..,. 

wo n ebeofisUs noch unbestimmt ist, so erhAlt man, wenn man diesen Werth ein- 
führt : 

A„ |n (n — 1) -t DEi -f-aj x" -f- [(n4-l)n Aj -I- n (n — I ) Aq -t- (n-hl) A, a, -f- n Aob, 
a, A» -»-b, Ao]x""' + ...-+- I(n ^ r) (n-h r — 1)A, a„-t (n + r- I) (n -+- r — 2) A,_i 
-t- (n — r) Ar a» -H (n -r r — I) bj Ar-i a, A, 4- b, A,_,) x"^ ' 4- , 

welche Grüähe — ü sejrn uiuss. Darausfolgt: 

A, [(o-J- l>nao-H(u+ IJa^ r a,J= — [u(u— l>bg-|-nb, -r bjA« 

A, ((n + r) (n + r — 1) a» -h (n + r) s» -f- a,] = — [(o + r — l) (n-»-r — 2) -H (n-hr— 1) b, 

-»-b,lA,-i, 

welche GleiolniBgaa nun n und dam A^, dondi A« besünmea. Im Allge- 
meinen wird es zwei Werthe ron n geben, die der Gleiohang genigen, also aaeh 

zwei Reihen , so dass man das aUgmeitttt Integral gefbnden hat. Im he^ondem 
Falle werden diese Reihen endliche seyn kOnneo. Diess wird dann der Fall sejo, 
weuu für ein gujues posiiires r die Gleichung 

(n-hr> (o-i-r— l)bg-+-(n-hr)bi-hb,=0 

möglich ist. 

' Man könnte jedoch statt der steigenden Reihe eine fiiUende w&hlen» also setMO 

y = A, X» -f- Aj X— • -H A, X— «.-I- . . . . 

und würde dann finden : 

A,(n(n — l>bo -+ nb, + bjx"*'-^ [n (n — 1) a« A« (n — 1) (n — 2jbo A, ns, A» 

(n — 1) b, A, -f- a, A„ -r b, A, I X" -h -f- [(n — r) (n — r — 1) Og A, 

-h(n — r — l) (n — r — 2)bo A,^, - (n — r)s, A, -f- (n — r — l>b| Am-i -t-s,A, 

-1-b, A,^,Jx"-' + ....=0, 

woraus 



«a& louner möglich ist, da nicht b = 0, so erfa&lt man, ludom man mit u" diridirt: 
bm*n^^+[2bm'+bm(ra + ]) — dml^ + fssO. 

DU' 'ÖB 

«eiche Gleichung tu §. 1 10 gehOrt. 
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Die Qleicfauiig ztf*y — jdz*==:0. 



135 



n(D — 1) bo -+- n -+- b, = 0 , 
[(o - 1) b, (a - 1) im- b,J A, = - [n <o - 1) + n + A,, 

■ 

[(o_,_i)(a-r-2)K, + <B-r-l)l»|-f.b,lA^, = -I(o-*f)<B-r-l)^ 

•o dMf di« Beihe «in« emlliclie wflrde, wadii «im gmnie Zahl r mlligUoh ist, m» dait 

r) (n — r — l)ao + (b— r)«, + = a 

Begreiflicher Weiae kdonen die etwa erbalteneD anendlichen Reihen 
nur io soweit bentttst werdeo, ab sie konTergent sind. Kann man sie sam- 
miren» so wird man dadurch auf einen ge8c1)losseneo Ansdrack geflUirt, 
während anch umgekehrt dadorch, dass man für die Integralgleiehimg 
einerseits nnendliche Reihen, anderseits etwa bestimmte Integrale erbftlt» 
interessante analytische Resnltate ans der Yet^leichnng beider gesogen 
werden kOnnen. 



§. 122. 

Fortsetzung. Die lineare DifTerciitialgleicbaog. 

1. Um von der bo eben gemachten Bemerknng eine Anwendung in 
machen, wollen wir die Gieichong 

die zwar za §.110 gehurt, sich aber nach der dortigen Metbode nicht inte- 
giriren I&sst, näher untersuchen. 

Setien wir 

und führen ^aen Werth in die gegebene Gleidinng ein, to erhalten wir 
— A« 4- (2 . 1 A, — A J X + (» . 2 A, — A,) 1 • . , . . s= 0 , 

•0 daH also 

A« = 0. 2.IA, — A,=:0, 3.2A, — Aa = 0 

woraus 

und wenn A| = C : 

X» X» »* _ 2x» 3x' 4x* 



Es ist aber 

.•V.-..=,+£l^522+-*i!2l-+8iif^ + ; «.Ml. 

1 1 »m 1 . 2.9 
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lotigrtItoBTon gy, + Pg~ + Qy=Odiiirdieliie Rdh«. 

n 1 rr ''II 

= ^~-/ «»•••8»-r , — ^ / c<w*«8«H-^ — «M*«a« + ..<|.42,TII)^ 

l J Q \ .Z .6 J 0 1 . .Oj 0 

_ 4Vx 1 Ä Jl6x'- 3.1 jt 64 5 .3.1 n aa n\ 

"~r"¥¥'"l 2.32.4 2 ^ 2.4.6 2 

Duavs eigibt noh nua sofort, das« 

em Werth iat, weicher der Torgelegteo Differentialgleichang genügt, 
n. Die Gleichuig 

{n der P imd Q bekennte Fonktion von z sind (§. 107) wird Ar y—z e-l/' *' zn 

|^-R»«0, (e) 
wo R eine el»enfalle bekannte Fonktion von x ist. Setien wir nnn 

■ = X, + Xi4-X,H-..., (d) 

wo Xo , Xt , . . . noch ZQ ermittelode Funktionen von z sind, so gibt die (c): 
welcher Gleicbong etwa genOgt wird, indem man setzt: 

Die erste Gleichung gibt X«» uud die andern dannXi, X,, . . . I>iimmt 
man an es sey flbr x=:a: X,=A, -^ = B, w&hrend X| , X,, 

. . . fdr X = a Kuli werdeu, so ist hieraus: 

Xo = A4-B(x-a), Xj=/ 8x/ RXo8x,X,= / 8x/ R8x /Ix / KX«cx, 
U. 8. W. 

Es lässt sich nun aber zeigra , dass mit diesen Werthen die Reihe (d) 
eine endliehe Snmme haben wird. Scy M der grOsste Werth, den R 
erlangt, wenn x von a bis b geht (h beliebig gross, doch so dass alle 
Grossen endlich bleiben), eben so N der grösste Werth vopX«. Alsdann ist 

y*'RXobx<y^'MN8x. d. h. <MK(x-»), (*.89.II) 
y^'8xy^'RXo8x< y^'8xl£N(x-Ä). d. h. <M^^^p^ . 
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Die lUccMiMhe GteithuDf . 137 
Die Glieder der Reihe (ü) siod also kleiner als die der Reihe 



Die Summe dieser Reihe ist aber [e(— )V^m _|- e'"-'' V^«], also end- 
lich: mithin ist die Summe der Keihe (d) ebenfalls endlich und bestimmt 
(§.60, IV). 

§. 123. 
Die KiccaUcche Gleielmiif. 

L liegt maa sich die Differeatialgleiehong erster Ordnung 
vor, so erhält man aus derselhen, wenn man y — ' ^ ^ äetst : 

az ex 

welche Gleichung, wenn man sie mit muiUplizirt, gibt 

und ganz unmittelbar zu der in §. 113 allgemein betracliteten Form gehört. 
Sie wurde bereits in der dortigen ^^r. 3 speziell behandelt, und es folgt 

daraos, dass durch die Annahme x = u"»+« diese Gleichung auf 

t*' z ni+2b b X 4ae 

zurOckkommt Vergleicht mau dieselbe mit §.111, §. 112; I, II mid §. 121 
Nr. 2, so steht man leicht, daas sie in geschlossener Form integrirt werden 
kann, wenn 

tn-f-2b 
2 (m 2) 

eine positive oder negative ganze Zahl ist, d. h. also wenn 

m 4- 2b 2b~4r 
2(111 4- 2) 27^1^' 

WO r eine ganze Zahl. In dem hesondern Falle, da in der Gleichung (a) 
b = 0, heisst sie die Kiccatische Gleichung 'und ist also in geschlossener 

Form int^rtibar, wenn m = — zr^i * ' (positive oder negative) 

ganze Zahl IHr Fall m= -2 gehört hieher (r— cscj und ist in der 
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138 dy-+-(»x»y»-»-»»«*)<'»=0. <iyH-(Xy»-4-X,y+X,)d«=0. * 

Gleichung (b) unmittelbar zu erledigen, da man hier nicht auf die Gleichung 
(c) kommen darf. Allein alsdann gehurt die Gleichung (b) zu den io §. iü^ 
erledigten Fällen (Beispiel Nr. 1). 

Hat man (c) integrirt, so ergibt sich das Integral von (b), wenn man 
Q = x^"'^^ setzt and dann folgt y = ^ g~ • immer s = C| z« H- 2| 
(§. 107. VI). 80 ist 



Ii H- C, 4- C z. 



wenn ^ = C die (eine) wUlkflrliche Konstante (§. 101, Nr. 5). 



11. Auf die Riccati'sche Gleichung lässt sich die Gleichung 

8 V 

5^-»-ax»y"-*-bx"=0 
ox 



sarfickführen. Denn man setze z"^' = z, >o ist ^ = ^^(n + l)x*, also die 

gegebene Gleichung 

(„4.1)x.^4-ax-y'4-bx-=0.|l4-j^y«+^x— = 0. 

ni. Wir haben unter I. die Gleichung erster Ordnung (a) zu integriren 
gelehrt Hat man nnn die allgemeinere Gleichung 

|| + Xy»-i-X^y-t-X. = 0. (0 
ox ^ 

WO X, X| , Xj bekannte Funktionen von z sind, und man kennt bereits ein« 
Funktion von z, welche der (f) genügt, so lässt sich das allgemeine In- 
tegral (mit der willkOrlichen Konstanten, die wir in nicht als Torhanden 
ansehen) leicht finden. Bfan setze nftmlicb 

80 wird die (f), da +Xy. ' + X, >i -hX, =0: 

^ " 4- (2y, X H- Zt)ii H-Zn« = 0. 
welche Gleichung nach §. 92, 11 gibt: 



Also ist, wenn y(2y, X -l-X«)8z = y : 



y = y» 



So z. B. genügt der ülcichung 



^^-h^4-y«2x + l 

ex X 
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Uomittelbar inmoibara DiffeT«ntialglMchaiig«ii. 13d 

'rix 



oAtobar y = X( to 4Mt ihr Integiml ist [9 = J (j^-^ i^oxss^x}: 



•-»« 



§. 124. 

IMerentMlfltidiuiigVB, die durch unmitteU arp DifTerenihniig «ntiteodeo aiod. B«diafiiiv 

der loteghrb&rkeiu 

L AogeoomoMn es sey die Gleichung d*" Ordnimg 
einfach durch DiffereDEimng ans der Gleichung 

(8" V "\ 
X, y, . . . , g-^» ) nichts Anderes, als der (vollständige) 

Differentialqaofieot von F ^x, so ^ mso (§• 16) 

und umgekehrt 

II. Soll die Gleichung (c) möglich seyn, so ist diess so zu verstehen, 
daf>s Y eine ganz beliel)ige Funktion von x seyn kann, d. h. also, was 
immer auch y sey, die Grösse aweiter Seite muaa sich geradezu beatimmeo 
lassen. So wäre etwa 

was immer auch y seyn mag. Man sieht, dass wenn anr Abkflraung ^-^ = yi» 

• * ♦ %^ ~ 6^^®^^ wird, Alles darauf aiikoiniut, dass 



bestimmt werdon könne, unabliaiigig von jeder Beziehung zwischen x und y, 
d. h was immer uucli y für eine Funktion von X seyo möge. Gesetzt nun, 
diese Bestimmuog sey möglich und üs sey 



f ÖS. y. yi. • • • ♦ y«)di = F (x, y . y,*, .... y«-i). <•) 
so ist, wenn u und v beliebige Funktionen von x bedeuten, aber von x 
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140 ümBittdlN» intogriilwn DiArantiali^elHiiigmi. 

unabhängig ist, dabei u, , . . . , d., v^, v. die Differentialquotieoteo vodd 
und V bezeicboen , eben so 



eben weil die Gleichaog .(e) gilt för alle möglichen Fanktioneo y von x. 
Nun ist aber (§. 16) 

r^f(x,a -+-»»▼, .... o« 4- —»4- -h 

wenn man sor Abkarzang n + ^ v y , , u. + ^t. = y. setst, d. h. 

man hat 

f(x,a + 9T,...,n,4-#T«) = /[T- -hT|r— + = — t.] 89 
and hieraas (§. 41): 

y • V cy 8y, 

* 8f 8 f 

webei bloss vorausgesetzt ist, dass die Grösse Vr — h .... 4-v_ — von a> = 

0 bis y — I endlich bleibe, was man immer erreichen wird, wenn man die 
beliebige Funktion u gehörig wählt. Wir wollen uns nämlich denken, in der 
Gleichung (t').i>ey u eine bestimmte Funktion von x (etwa 0, wenn diess an- 
geht, oder X, u. s. w.), während v ganz willkürlich bleibe. Künnen wir dann 

Jtix,u+T, Vi + Tt • • • • > V* +▼«) dz 

bestimmen fÖr ein beliehiges v, so worden wir aucli die GrOsse (d) bestimmt 
habun, indem wir bloss v = y— u, d. h. y für u 4- v setzen. Dabei be- 
merken wir, dass etwa J^^i<^ "if • • t u») du immer als bestimmbar ange- 
sehen weiden mnss, da ja u eine bekannte Funktion von z ist, also die Grösse 
f(x, u, u„) nur X enthält, und man mithin eine blosse Integration an 
vollziehen hat. Aas der Gleichung (f) folgt aber: 

fem« iat (§. 27) : 

/• er „ »t f d f«f\. 
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Unmittelbar iattipiitan DUEBztnUalgleielmBgVB. ] 41 

Setzt mau diese Werthe io obige Gleichung ein, so erhält man 

[«T - S Gt) + (eis) — • *^ (5^^)] ' • 

WilivrrXify t^cmh 

(D 

III. Da, wie scboD bemerkt, J'^i^^ "t < • • • 1 ^^dx als bestimmbar aoza- 
sehen »t; ferner in/J ± /^n^'. ...» bl^ ' .'^^^B^^die 

Integration nur uach y geschieht, u uud v also kon>tant sind und diese In- 
tegrale mithin sämmtlich als bestimmbar betrai htt t werden mü>sen, so folgt 

hieraus , dass J^^i^i u + v, . . o« + v^) (ix bestimmt werden kann Air ganz 
beliebige wenn 

in derselben Lage ist, wo J'^ ^ — . . . :p ^ Ct^ /O] ^ ~ ^* Atteln bei 

ganz Villkürlichem v ist diese Integration nicbt durchführbar, wie sich leicht 
nachweisen 'liisst. Wäre nämlich diese lutegration ausführbar, was auch 
immer v seyo möge, so äetze man einmal 

r — ^ - a/" (x — ly z , 

WO m und r ganze positive Zahlen sind, die beide grösser als n seyen , und 
wo z eine ganz beliebige Funktion von x ist, die endlich sey von x — a bis 
X = b. Alsdann werden v, v^, v,, , . , v. Null seyn fUr z = a und x = b 
(§. 18') und mithin 

y^f(a,j.7, y,Od«=y^f<^,«.s, iiii)ds+ y^V-a)-(»— sVrfK. 

wenn man n -t- ▼ = y setzt Da nach onserer dermallgea Aonabme r(z, y, 

, y„) dx integrirbar ist, d. h. es eine Funktion F (x, y, y^ , . . . , y.-i) gibt^ 

die jener GrOsse gleich ist, so hangt die erste Seite von dem Werthe von s 
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gar Dicht ab. Denn dann sind ja die Werthe von y, yi«**«, y„-i an den 
Gränzen x = a nnd x =s b denen von u, D|«.... an denselben Gränzen 
gleich, d. h. man hat 

80 dass fitar gnis beliebige z seyn mnea 

— b)'«V4x=a (g) 



IV. Können wir also nachweisen, dass diese Gleichung unmöglich ist, 

80 haben wir damit auch bewiesen, dass ^Vv dx nicht im Allgemeinen be- 

^ stimmbar sey. Dazn geafigt es aber, etwa m und r als gerade Zahlen 'sich 
sn denken, und wenn Y von x = a bis x = b dasselbe Zeichen hat , unter z 
sich eine Funktion zu denken, die in derselben Lage ist; wenn V sein Zeichen 

ändern sollte, z ganz eben so sich zu denken, so dass z V immer positiv 
bleibt. In diesem Falle wird das bestimmte Integral sicher nicht Null seyn. 
üohrin't-'ns wird man leicht sehen, dass ra und r immer so gewcählt werden 
können, dass die Gleichung (g) nicht befriedigt ist, esmagntin z V zwischen 
X = a und x = b sein Zeichen wechseln oder nicht. Demnach ist auch 

J^Vvdx bei ganz willk&rlichem v nicht integrirbar, and also auch nicht 

^t(x,y,..., y„) d\ bestimmbar, es müsste denn seyn, dass V = 0 
wäre. Dazu gehört aber wieder, dass identisch d. h. was auch y sey, ist: 

welche Gleichung also nothwendig ist, damit ^ '(\, y, . . • , y„) dx für je- 
des y bestimmbar sey, und die auch, wie die vorstehende Entwicklitni,' (P) 
zeigt, genügt, damit wirklich diese Bestimmung durchgeführt werden kann. 

V. Die Gleichung (h) pflegt die Bedingungsgleichnng der Integrir- 
bar keit genannt zu werden. Ist sie erf&llt, unabb&ngig von Jeder Bezie- 
hung zwischen x und y, so ist f (x, y, . . . , y.) der Differentialqnotient einer 
Funktion von x, y, . . . , y._i; ist sie nicht erföUt, so ist diess nicht der Fall. 

Für die Gleichung (§. 96) P -h = 0 oder P H- Qy» = 0 «st|^=^ 

8y 8z*~ 

8 y 

soyn , damit i^ Qg^ geradezu der Differentialquotient einer Funktion vonx 
and y sey. 
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B«iipiel«. 

I> »y||-^«»j|+2y-12i=0. d.li.8yy.-».2xy,+2y-12x«a 
yf (x,u,n,)<ix= 12x)8x= — 7=#r: 

yistT, + 2xTt + 8» - 12«) rfx = - 6x« -h T 4- 2x) , 
d. h. wenn nan T = 7 Mtet: 

yt8y5| + 2x^+2y-12xjdx = |.y'4-2xy-.6x«, 
d. h.-die Integralgleichung der Torgelegteu ist 

|-y»4-2xy-ex« = C. 
2> (8x-x«)|^-*-(6-4x)^-2y=0, (8x-x»)y, +(6-4x>y, -2y=0. 

ey dxUyJ'^dx*\ljJ-^* 
lind nftn kann hier wieder a = 0 seteen, ao dast 

(x, u, u,, u,)dx =yOc!x = 0{ 
M dAM also die (erake) Integralgleioliang i«t 

ox 

welche Qleichoag nun la §. 92, 1 gehört. 
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544 «•■•olltolegrireiiderr«lUorTOii|p + x|^H-X'y = Oi^. 

also wenn 1 + v = j , ^ — J — I , so ist das Intp^al : 
».+ <J- 7. + ,(,-_r) - ^f) +T. (i7.-«-T + l) = »(|{)'-«^i-S 



vnd di«M s C goMtst irird, so bat nun eine «rate Integnlglaialnuiff der tot- 
gelegton Gleidrang. 

§. 12B. 

Anfrt^Uimg von B^dingangen, nnter denen cino lineare Differentialgleicboag zweiter Ordnang 

durch einen j^pgebenen Faktor integrirbar wird. 

Eine vorgelegte Differentialgleichung beliebiger Ordnnog kann zwar 

ganz wohl durch Diflferenzirung einer Gleichung der nächst niederen Ordnung 
entstanden seyn, man hat aber einen gemeinschaftlichen Faktor ausgeworfen, 
80 dass die vorgelegte Gleichung nicht geradezu ein DiÖerentialquotient ist, 
es aber werden würde, wenn man im Stande wäre, jenen Faktor wieder her- 
zustellen. Wie in §.98 wird man nun, bei der Unmöglichkeit, denselben 
geradezu zu bestimmen, gewisse besondere Gleichungen untersuchen und 
nachsehen, ob Faktoren von bestimmter Forni dieselben auf diejenige Form 
bringen, die den Bedingungen des §. 124 entspricht Wir wollen data nnr 
Gleicliungen der zweiten Ordnung wftfalen. 

I. Zu untersuchen, ob die Gleichung 

|^+x»^ + X',=o (.) 

durch einen Faktor von der Form e" integrirbar werden kann, wo a eine 
Konatante ist Da alsdann e*' +X ^ + X' ein TollsUUidigerDiife- 
rentialqnotieni aeyn soll, so ist ($. 124): 

5-5s:X'e", - =rX«»». .-^c*';^ (; — ) = ( ) aXIe", ^ ,( )«»••••, 
öyi dy, dxVöyj^ Vöx J 'dx^Vciy,/ 



al»o muss 



••»[X'-mX-^ + a»J=0. X'-aX-|^+a»«0 



seyn. Ist diese Beziehung errüllt, so wird (a) durch den Faktor e'* inte- 
grirbar. Für X und X' konstant, bestimmt diese Gleichung die Werthe von 
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a (§. 108). Ist aber die gegebene Bedingong erfüllt, eo liest sieh leicht das 
Integral voo (a) finden. Denn es ist dann (§• 124): 

nnd wenn n = 0» y = y , das Integral : 
d. h. die Integralgleiehoog ist 

welche letztere Gleichong zu §. 92, I gehört. 

IT. Zu untersacbeo, ob die Gleichung (a) durch einen Faktor der Form 
e»* r iat^grirbar werden kann. Also ist jetzt 

woraos als Bedingnngsgleichnng folgt 

X' — (»nx»-« H- nyx— '>X — 1| -Hin|i(flii— 1) sP- • + 07 (o— 1) x»-« (»#1 x-»-' 

Ist diese Bedingung erfüllt, so ist dann das Integral : 

d.h. ' 

(tX-<-*i-' +-rx-)y+|£)-o. 

Für m = 1 , n = 2 wäre 

X' = 0>+2rx)X-l-||-Oi+2yx)>-2y, 

und also etwa für X = 2 x , das Integral von « 

8*7 6t 



(ll-")=- ■ 



III. Man soll untersuchen, ob die Gleichung (a) durch eiuen Faktor 
von der Form e^'" integrirbar gemacht werden kann. 

Hier ist nun ^-=X'x-e^«", ^=Xx"e'"". ~ =x-e^"'. worans 

oji 8y, 

als iiedingun^^glcichnng : 

10 
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X' ,» _ ,» ^ - (ms + nfix*^OX + m(iii - 1) H- ^iD(aiii + »— 1)»» + *V ^^0. 
Während die lotegralgleichung ist 

IV. Man soll die BedingODgen aogebeo, unUr deoen dieselbe Gleichoog 
(a) durcli den Faktor ^ ^ 5' y iotegrlrbar wird, wenn {, 1* Funktionen von 
z sind. 

Da jetzt 

ein TolUt&Qdiger DifferentialqaotieDt seyn soll, so ist 

il = Xtfy»4-£'y) + l(y.+ Xy.-hX'y)=ly,4-2X«y,+(X«'+X't)y. 

■*yi 
•yi 

so dHi «Im weg« (") + ~. Q'^ = 0 •eyn moM: 

Damit diese Gleicbong für alle y erfüllt sey, mass 

seyn, woraus tod selbst folgt, dass der Faktor von Noll ist Uan sieht 

hieraus, dass w< nn man ^. ^' al.s bekannt ansieht, X aus der ersten 
Gleichung und dann X' nach §.92, I aus der zweiten erhalten wird. 

Wir wollen einmal £ = f« |' = b annehmen, so hat man 
also wird die Gleichung 

8 y 

integrirbar durch den Faktor |^ + ^J* 

Diese Beispiele mögen genOgen um m zeigen, in welcher Weise hier 
BQ Terfahren ist. 
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Besonderer Satz für die lineareo DifferentialgUtchqngen. 

V. Sey M eine Funktion von x, ohne y oder DlfforentialquotieDten von y, 
Dod zugleich eio integrireoder Faktor der Gleichung (§. 107) 

c- X" t'x»-' + • • • • P— 1 =0, (b) 
wo , . . . , P. ebenfalls bloss Funktionen Von z yorstellen. 
Wegen §. 124, IV mnss also seyn : 

MP» - (M r._i) 4- ~i (M P»-*) - ± ^„ (M Po> 0. (c) 

Entwickelt man die hier vorkommenden Differentialqnotienten nach 
§. 18', so nimmt die (c) folgende Grestalt an: 

^ 8"M ^ P"-'M 8"-»M 

wo 

O — P(o-i)..(n-r-H) (n-l)(n-2)..(n-rH-l) e'-'P, " 

Hierans «folgt, dasa jede Fonktion von z, welche der Gleichung 

*^«8l?- + Qcä^» + + Qi^.|^H-Q.. = 0 (d) 

geijügt, ein integrirender Faktor der Gleicfanng (b) ist 

VI. Sey nun aber N, ebenfalls eine blosse Fuoktion von x, integriren- 
der Faktor von (d'), so wird man eben so N an bestimmen haben ans 

wo wieder 

R -ü H " ^^*-o j> _ i«(n-1)..(ö-rH-l) 8'Qo . 

Bq-Q«. K, y -g- — Q4. 1 2...r ex' ' 

Setzt man aber obige Werthe von Q«, Q|, .., Qr hier eiu, so erh&lt 

man: 

n(o-l)...(B~f-M)a'Po 
^ 1 . 2 . . r ? 

(n — l)(D-2). .-(n ^r-f-l) n (n— I) (n--2j . . (n—r-t- I ) b—* , 

1.2...r— 1 1 cJx' 1.2. ...r—I öx'-' 

(n — g) (o — T-M) li(a--l ) 8^0 _ (n — 2). (n — r-H ) n— 1 S'-'Pt 

1 r—2 l.a'e«' I.2...Y— 2 " 1 8»'-' 

(tt-2)..(n-rH-l) 6'--P» 
l...r— 2 öx'-« 

10» 
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. D(n— 1) ..(n — r-H) Pq _ 

^ TYrrT 8x' •** • 

Diese Grösse ist aber gleich P,, da ausser dem !• tzton allein stehenden 
Gliede alle senkrecht tinter einander stehenden sich aut liebeu. Ks ergibt 
sich diess aus der Gleichung (18) des §. 18', weoa man dort setzt: 
b = ~ (u ~r4- 1) nnd 

a — n , n = r , alio »-t-b — n-+-l=:;0, 
»=n— 1, n = r — ]# » »-|-b— «•+- 1 =0, 
,»=BB — 2, B = r— 2, , AH-b — aH-l=Ot 

♦ 

Demnach ist die (e) : . 

• • • • 87 ^•^=^' 

d. h. N ist ein Werth, welcher der Gleichung (b) genügt. 
Man zieht daraus folgenden Satz: 

Jeder Werth von z, als Funktion von x, welcher der (d'} ge- 
nügt, ist ein integrirender Faktor der Gleichung (b), und umge- 
kehrt, jeder Werth von y, als Funktion von x, welcher der (b) 
genügt, i«t integrirender Faktor von (d'). 



Siebzehnter Abschnitt. 
Von den betonderen AnfUmmgen der Diffarentialgleioliiingen, ^ 

§. 126. 

B«grUr der b«iOBd«n AafMf ODg. 

I. Schon in §. 100, II haben wir gesehen, dass es zuweilen Auflösungen 
von Diflerontialgleichungen der ersten Ordnung geben kann, die keine will- 
kürliche Konstante enthalten, aber auch nicht aus der allgemeinen 
Inteirralgleichung hervorgehen, indem raan bloss der willkür- 
lichen Konstantin einen beslininiten W^erth beilegt. So würde in 
dem dortigen Beispiele 4 sicher nicht die Gleichung x' -f- y' = a' aus y = 

Cx a Y 1 -f-C^ zu erhalten seyn, man möchte der Konstanten C irgend 
welche Wierthe beilegen. Solche Auflösungen heissen wir besondere Auf- 
lösungen, im Gegensatz zu dem Integral oder der Integralgleichung. 

Gesetzt also, die Gleichung erster Ordnung 

Digitized by Google 



GMnelrlidM llMOlie'dtmIbfln. 149 

habe snr allgemeinen Integnlgleichong 

F(«.y.e)=o. (b) 

wo c die willkfirlielte Konstante vorstellt, so wird jede besondere Form, die 
ans (b) dadurch folgt, dass man der c einen bestimmten, natttrlieh Ton x 
miabhängigen Werth beilegt, ein besonderes Integral von (a) darstellen. 
Wird dagegen die Oleiohnng (a) auch noch befnedigt dnreh die Gleiohnog 

♦(«.y)«0/ (e) 

in der eine Eonstante, die in (a) nicht ist, nicht Torkommt» nnd es ist nicht 
möglich, die Oleichung (o) ans (b) zn erhalten, Indem man der dortigen 
Grosse c einen bestimmten Werth beilegt, so wird (c) ehie besondere Anf- 
lOsnng der Oleichong (a) seyn. 

OMflMferiiche TliMil«. 

II. Um uns die Möglichkeit einer solchen besonderen Auflösung klar zu 
machen, wollen v,\y wieder zn der lert its in §. 90, II angewandten Betrachtung 
zurückkehren. Wir haben dort gftsehtu, dass man mittelst der Gleichung (a) 
immer eine Keihe vonKarven verzeichnen könne, deren allgemeine Gleichung 
die (b) ist, während jede eiaxelne dieser Kurven dadurch erhalten wird, dass 
die Konstante c einen bestimmten Werth annimmt Benken wir uns nun die 
(unendliche) Menge dieser Kurven, die wir als unmittelbar auf einander 
folgend denken wollen, d. h. so, dass in je swei auf einander folgenden die 
Werthe der Konstanten c nur unendlich wenig verschieden sind, so hat jede 
einielne dieser Kurven die Eigenschaft» dass der aus ihr folgende Werth von 

~ derselbe ist, wie er ans der Gleichung (a) folgt , wenn man Ar x und y 

die dem betreffenden Karvenpunkte zugehörigen Werthe wählt. 

Gehen wir etwas genauer auf die Sache ein, F%g^69, 
so werden wir uns auch so aassprechen können. j^/* 
Gesetzt FG sey eine der betrrffendon Kurvon , M 
ein Punkt derselben, dessen Koordinaten x und v 
sind, N ein zweiter Punkt, dessen Koordinaten 
x-hz/x, y H- /iy i>eyeu, wo Jx = DE, Jy = UjN 

ist, 60 wird der Werth Qr (^^^t wie er ans der 

Karve folgt, nichts Anderes seyn als das g^, das aus (a) folgt, wenn man 

in (a) für x und y die Koordinaten des Punktes M setzt. Was wir so eben 
von einer Kure gesagt haben, gilt von allen andern. 

Denken wir ans nun weiter, diese Reihe von Kurven sey so beschafl'en, 
dass je zwei unmittelbar anf einander folgende sich schneiden (in einem oder 
mehreren Punkten), und man ziehe durch diese Dnrchschnittspunktc je zweier 
auf einander folgender Kurven selbst wieder eine stetige Kurve, so wird diese 
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ebenfalls Werth voo ^ Hefeni, irie sie aus der Oleichnng (ä) folgen. Denn 

auf (It r oben betrachteten besonderen Kurve FG liegen zwei einander unend- 
lich nahe solcher Darchschoittspuokte , der eine (M) als BarchscbnittspQDkt 
der Karve F6 mit der ▼orangehenden, der andere (N, wenn MN onendlieh 
klein) als solcher Durchschnittspnnkt mit der nAchst folgenden Knrve. Da * 
die neue Karve nnn dorch alle diese DorchschotttspQnkte geht, so hat sie 
mit der Karve FG zwei einander onendlieh nahe Pankte (M und N) gemein- 
schaftlich, und folglich wird der Werth von ^»"(t^). er för den Pankt 

M ans (It'V Kurve FG lulgt, nothwcndig derselbe seyn , wie der Werth der- 
selben (in .s.se für denselben Punkt aus der neuen Kurve. Da der eine 
der (aj genügt, so genügt also auch der andere derselben Gleichung. 
Hieraus folgt aber ganz offenbar, dass die Gleichang der neuen Kurve eben- 
falls der (a) genügt und eine villkQrliche Konstante sicher nicht mehr ent- 
hält, da diese Karve eben oor eine einzige ist JSs folgt hieraas noch 
weiter, dass ausser den anfäoglicheo Kurven, deren Gleiehong (b) ist, aar 
noch die neoe Karve aas (a) folgt, also weitere Aofldsangen nicht 
mehr vorhanden seyn kOnneo. 

Die neue Kurve pflegt die einhüllende Kurve der frühem ge- 
nannt zu werden, und da sie mit jeder der letzteren zwei unmittelbar auf 
einander folgende Punkte gemeinschaftlich hat, so folgt nomittelhar daraos, 
dass sie mit derselben jeweils eine gemeinschaftlich berlkhrende Gerade hat, 
oder alle jene Kurven berührt Ist nan diese einhüllende Karve 
nicht^elbst einender früheren, so ist ihre Gleiehong die gesuchte 
besondere AaftOsang. 

III. Soll man also die besondere Auflösung der Gleichung (a), deren 
allgemcinrs Integral (b) ibt, aufsuchen, so ist die Aufgabe darauf ziiriick- 
gefuhit, die einhüllende Kurve der durch (b) ausgedrückten Kurven zu 
suchen. Seyen nun c, c + ^^c zwei anf einander folgende Werthe der 
Konstanten c, so werden die Gleichungen 

F(x,y.c)r=0, F(x,y,o + zlc) =0 (d) 

anch zwei anf einander folgenden Kurven zugehören, und die Koordinaten 
ihres Durchs( linittsjuinktes werden erhalten worden, wenn man x und y ans 
diesen beiden Gleichungen bestimmt. Aas den zwei Gieichangen (dj folgt 
aber auch 

welche zwei Gleichungen eben so gut zur Hestinimung \ üu x und y verwendet 
werduu können, ' da sie die (d) vollstiindig ersetzen. Die letzte dieser 
Gleichungen gibt, wenn man Je unendlicli abnehmen lässt, was man 
mass, wenn die zwei Kurven unmittelbar auf einander folgende seyn sollen: 



Digitized by Google 



Aaalyti«die Theorie. 



151 



^—^^^^ = 0, gemäss dea Grund-Erklärungea in §.11, bo das» aUo die 
zwei GleieliiiDgeD (d) xu enetzen sind daich 

F(,.y.c):^-0. ?^I.^>=0. (d') 

• 

aos denen die Koordinaten des DurchschDittspunktes zweier unmittelbar auf 
einander folgender Kurven hervorgehen m&ssen.* Ist es nicht möglich, dieselben 
bieraas zu bestiminen , so besteht eben ein solcher Durchschnittspunkt gar 
nicht. Letzteres wird dann immer der Fall seyn, wenn x und y in der /weiten 
Gleichung (d') nicht vorkommen, in welchem Falle dieselbe für c einen 
bestimmten Werth lieicrt. 

Bildet man nim aas den jQieichungeu (d') eine nene Gleichong 

v(x.y) = 0, (•) 

indem man c zwischen beiden eliminirt, so wird diese Gleichung nothwendtg 
die der einhüllenden Kurve also die besondere AuflüsaDg voif (a) seyn. 
Denn die Koordinaten des Durchschnittspunktes der Kurven (d) genügen 
der (e), uud da in letzterer c nicht vorkommt, so wird diess der Fall seyn, 
was auch immer c seya uia<;, d. h. für alle möglichen Durchschoittspunkte, 
so dass also die (e) die iresuchte Gleichnng ist. 

Wir haben so eben die Theorie der besonderen Auflösungen aus geome- 
trischen Betrachtimgen abgeleitet, die immer den Vortheil «.'nisserer An- 
schaulichkeit, dagegen auch den Naelitheil j:eringerer Allgemeiulieit haben. 
Es ist jeduch ziemlich leicht« auf analytischem Wege zu denselben Ergebmsseu 
zu gelangen. 

ikttaljtlfdt» Tbaoil«. 

IV. Ist (b) die allgemeine Integralgleichung von (a), se mois anz deo 
Gleichungen 



* Man kSnirte aa dieser SchliiMweiie Amtaad finden. E» liul eieh Jedoeb die Sache 
aacb etwas anders danteUen, lo da» kein Zweifol mehr obvalten kann. Beetimmt man 
.olaaUeh aoi den sirei Oleichnngen 

F(x,y,c) = 0, «eO, («) 

welche jedenfalls dio (d) ersetzen, die Werth© von x und y, so hat man den Durchschiiitta- 
pookt der zwei zu c and z->r Az gehörigen Kunreu. L&sst man daon in den so gefaodeuen 
Weftfaeo ehnelnnen (gegen Noll geben), eo wird man eben dieJCoordinaten der Dnrch- 
schnittspunktc von zwei sich näher rückenden Karren erhalten. Geht man zur Orftnze über, 
d. h. I.1*8t A c unendlich klein worden , so hat man oIm ti dailurch ritich die GrÄnzwerthe von 
X und y, d. h. die Koordinaten des Durchschnitc^punktes zweier unmittelbar auf einander 
f9%eader Kjnrran gelbndnu — Ob naa aber autuuglicb oder scblieMUeh nnendlieh Ueia 
•etie, macfal in Beniltate keiomi Untenehied. Zieht man das Entere voti so hat man die 
DatiHUoiig im Texte. 



Digitized by Google 



1 ü 2 AoalytifdM n«»ite dar b moatoa AüfMiaiifia 

Fe^,..)=o.H+|||J=o. (0 

wenn mao zwischen ihnen c eliminirt, derselbe Werth von ^ folgen, wie 

0 X 

ihn die (a) liefert. Denken wir uns aber einmal, c sey nicht mehr 
konstant, sondern eine Funktion von x nnd y, so wird die Gleichung (b) 
durch IKfferenziruog geben ' * 



F 8 F 8 y 

4 



t I 8 y 8 



xöcVoxPycxy ^ 



soll nun durch EUmioation von c aus (b) und (g) eine Gleichung entsteheo, 

die denselben Werth von || wie (a) d. h. wie die ans den (f) entstehende 

Gleichung geben soll, so mfissen die (b) und (g) der Form nach mit den (f) 
Sttsammenstimmen. Diese ist aber der Fall» wenn c eine Fnnhtion von z 
nnd 7 ist, bestimmt dnreh die Gleichong 

Gibt diese Gleichung wirklich c als Funktion von x und y, d. h. enthält sie 
ausser c wenigstens noch eine dieser Veränderlichen, so wird diese Funktion, 
in (b) für c gesetzt, eine Gleichung liefern, die als Auflösung von (a) wird 
angesehen werden mflssen. Denn dann gibt (b) zwei Gleichungen, die ge- 
^ Dan die Form (f) haben, nnd ans denen dnrch Elimination von e dasselbe 
folgt wie oben. Man sieht, dass diess ganz dasselbe ist, wfts wir in Ilt auf 
geometrischem Wege anfgefonden haben; namentlich ist (g') die zweite 
Gleichung (d'). 

Allein der analytische Weg geht einen Schritt weiter. Gesetzt näm- 
8 F P 

lieh es sey gj = "Qt wo F und Q Funktionen von x und y sind, so werden 
die Gleiehnngen (f) seyn : ' 

f{^y.c) = o.g^+p?^=o 

und die (g) : 

8F Öy 8F/ec 808 t\ 

und diese Systeme werden auch zusammenstimmen, wenn Q = 0. Bestimmt 
man also c als 1 uuktion von x aus der Gleichung Q = 0, so kann die 
dnrch Elimination von c aus dieser Gleichung und (b) hervor- 
gehende Gleichung anch eine besondere AnflOsnng von (a) seyn. 

Es ist aber wohl möglich, dass dem nicht so ist, da die Annahme Q = 0 
gegen die vorhergehende Multiplikation mit Q streiten könnte, so dass mau 
im besondern Falle sich versichern muss, ob die gefundene Gleichung über- 
haupt eine Lösung von (a) ist, oder nicht. 
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V. Da aocb ff'^^g^* <o genfigt Datfirlich (b) aucb der Olalcbimg 

and eine besondere Auflösung der (a') iüt andi eine kwk (a). Statt der 
zweiten Gleicbang (f) wird man jetst acbreiben 

8F8x 8F_ 

und statt (g) : 

8F 8 X 8F d¥^ /8c 8^ 8 cN _^ 
8 F P' 

woraus dann folgt, dass wenn = qT* die Gleiebong Q's^O, benfttat am 

c zwisebeo ibr nnd (b) so elbniniren, an einer beeonderon' Anflltoung von (a) 
Ifibren liann. 

VI. Wenn in IV und V gefanden wurde, dass die Elimination von c 

8 F 

swiscben (a) nnd einer der Gieicbongen U = 0 oder = 0 (d. b. ^ = oo 

8 F 

oder~ = ao) zu einer besondern Auflösung führen könne, so war diess 

nur desshalb richtig, weil z. B. in der zweiten Gleicbang (b) aladann die 

6 F 

GrOesaQ ^ Noll war, also die (b) mit den (f) fibereuoatimmten. 

8 F 8 F 

Gesetzt nun aber, es baben die beiden Grössen • einen gemein- 

8 F 

scbafUiqben F^tor, so wird denelbe u niebt mebr Torbanden sejn, 

er 

indem Q= also q|^=P~. SeUt man also diesen Falitor Noll 

[wodnrcb die (g') erfttlit ist], so wird derselbe iieine besondere Anfldsong 
geben. 

8 F 

Ganz dasselbe gilt nach Y natfirUob anob von einem den Grossen ^ . 

8 F 

gemeinscbaftiicben Faktor. 

8 X 

VII. Denkt man sich die (b) nacbx oder y aufgelöst und ermittelt dann 

by 



0 c 



, 80 wird die Elimination Ton e ans 



F(x,y,e) = 0, g^=:0. od«r F(s.7,s)=:0, 1^ = 0 
alle besondem Aafldsnngen geben. 

Digitized by Google 



164 Tb«orie dar bM0iid«n Aaf Utainigwi. 

Mao hat oämlieh sor BefttinunanK von ^ t s- ^ 

erey bf ^ erfx t-F ^ 

H ^ = 0, — 1 = 0, 

fay 8o (De fix Öc öc 

d. b. 

_p_8y üi»« L?!— 0 

oder 

80" p »«• Bc r 8« • 

8 P 

Die zweitoa Seiten eind Null, wenn ä~ ^ 0, oder 0, Q' = 0, 

voraosgesetst, dass nicht in |^ und ^ (d. b. oder in^l nnd ^ (d. h. 

1^ ein gemeinsehaftlicher Faktor 007 (den man gleich Kail setsen wUl). 
Diese omfaeat aber alle betrachteten FftUe. 



OtM ittKii dlMM Bcraltat MMb «miiteellmr ftndet, ist begfrifich. 80 etw» aus (b) : 

Y = 9>(x,c). 0) 

Betrachtet man hinin e als konitaot, 10 hak maa 

8a 8x ^ ' 

und die Elhnfnatfon von e tvisdira 0} wod (m) illbrt su (a). 

BvtfachM man aber e alt Fmktion von x, so gibt (\): 

8y_ti» 8#8o 
8i~8l'^87 8l' 

welch« OMeboeg der Form nach mit (m) abereUuUmmt; w 

öc l'l ~ 



0») 



8 0 

Der Oleiehong (p) wird genOgt dnrdi r- sO, d. h. e eine Koaatante, was uatArlich hier 

oX 

nnaallnig ist; dann aber aodi doteb 

^'9 V 

j|=0.d.b.,-^=0. 

was auf die Beliuuptung, die wir oben aufgestellt, fuhrt. Eben so folgt der zweite Theil. 

Wir bemerken liiozu nur noch, dass es immer leidit ist zu entscheiden, 
ob das gefundene Resultat eine be^nTiflcrc Auflösung, oder ein besonderes 
Integral ist. Wäre es letzteres, so müssto die Elimination von y oder x 
zwischen (b) und (c) nothwendi<,' für c einen konstanten Werth liefern; ist 
diess nicht der Fall, so ist die Gleichung (c) eine besondere Auflosung. 
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§. 127. 
Beiipltl« 10 %. 126. 

I) Die Gleichung 
bat zum aIlg«iB«inea Integral 

y = CX+.,-(c) (§. 100,11). 
Daraua folgt, iudem man nach c difTerenzirt : 

0=-x-h .f ' (c) , 

nad wenn man c zwischen dieser Gleichung und jr = ex + <^ (cj eiiminirt, su erhalt 
man eine Auflösung der Gleiehung. Diese AoflOsnag isl opthwendig eine beeomdere, 
denn »ie gibt (e) = — x, also anob y =: e 4* ifr (o), woiaos lieber niobt e 
gleieb einer Konttantea folgt. 



2) Die Gleichung 

/ (< v\ ' 6 y 



bat anm allgemeinen Integral 



y = c -h j X 4-^ (». 101, Nr. 3). 



Daraus, indem man aadi e diflbrenairt: 



also sind 



Auflösungen der rorgelegten Gleichung, die ihr wirklich genügen. Sie sind auch in 

üh bF l 
dem allgemeinen Integral niobt enthalten. Die GrOsten » ^ sind ^I und H- 

;r-, Ton denen nur die letztere für c 0 unendlich werden konnte, was aber nicht 
sul&ssig ist. 

8) DerGleiobong 

y » - X« - 2 1 y ®^ r(y«- x») + 2xy ' 



-x"-2xy-^ r(y-x')g^ + axyT 



2 

genügt {§.120, II): 

x'-l-y«— 2cx — 2yf(e)=0, 
so das« die Elimination Ton o swisoben dieser Gleidnmg and 

s + yf<e) = 0 
ebenfblls eine besondere Auflösung gibt. 

4) Um die Gleichung 
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m iDtogrirm/hAt nu in 92, II: iii=s2, Xss ~ X| = »Im Ul du Inte- 

y*=s* (« -2» = 0««+ 

DiflieraiMuri naa Uer BMb o, so flUlt c gans weg und et ist also eine Eliminnlion 
niahi mOf Ueh. Ferner ist — =~2ez, = 27, und nUe dieee kAnnen nidit 
= QC geeetst werden. Dengenlw lini die Gleielrang keine besondere Auflösung. 
6) Für die Gleichung 

£adei nna anek §, 101, 1 nie nUgemeiaee Integral 



7 = cxH 

e 



.1 

Abo iet e IQ eUminiren twiiehen dieser Oleiolrang vnd z — '^ = 0, c =+Vtc, «o 



der gegebeneu Uioichung ak besondere Auf lösungen genügen: y = 2xV'x 
nnd y= — 2z Vx, die beide im allgemeinen Integral nieht enthalten sind. 

6) Der Gleiohnng 
geoOgt (§. 101, Nr. 2): 



acz* 



Also erhält man eine Auflösung durch Elimination von c aus dieser Gleichung und 



az* acx 



b — o = ±xV— essbqizV— »b. 

so das5 

y*=:b — ax*±2xV — ab 
d. k. 

y'asb— aV + 2zV^^, »«*--2xV^^ 
•beolUle als besondere Auflösungen der CUeiebung genügen. 

7) Der Gleichung 
genftgt 

,«ee*>^»j 

wollt» man kier naob e diflbrensiren, so erkielte man o nickt ( |^ist 1; — = 

8 y 6 X 
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t welche leUbere GrOue uueBdücli ist für x = a. Allein diet* iat k«iiM 



Auf lOtuof der gegebenen Oleiehnng. 
8) Det Oleidnmg 

genügt (§. 9b, Hr. 2) 



8F 



Da hier — 1 , to knnn n^ui die« niehts 0 tetnen. Ilngngeii ist ^ = 

y ,.^y. fy7r^,_,j ^'••össe .st =QO, wenn Vx^-Hjr^ = x. 

y ' = 0 , y = 0 , woichcr Werth wirklich der Gletoknqg genligi, nber noeh mu 

ailgcnielDcii Integral folgt, wenn c = 0. 

9) Der Gleidmng 

genflgt. 

Daraui Iblgt 

er X 



ex-« 



8l y,.+ y..|^l» 

WM = CO ist Ar X* + 7* ^ ft* s 0. Dieis gnolgt der Torgelegten Gleieluuig imd 
ist eine beeendece AuflOtang. 

10) Die Glrieknng 

hat alt Integra3gIeioliung (}. 101, !)•* 

ys=e»H-2o»x + ox". 

Also hat mau c xu eliminiren zwischen dieser Gleichung und 

8e*-l-4cx + x* = 0. 



weleh letsterer folgt 



0 = — X oder = — X, 



Seilt aiaa dieee Werthe in den Ton 7, eo eiftbt lidi • 

y~—^«* oder 7=0, 

wovon der erste Werth eine besondere Auflösung ist. 
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pift b«Miid«n Auf lOMUf naeht im intagrirendati Faktor nnettdlieii. 



§• 128. 

Veibtltniis zum integrirendea Faktor. Aufgabe. 

I. Gesetzt die Differeptialgleiehong 

aof welche Form (^dnrch Anfldsen nach jede Differentialgleichnoß 
erster Ordnung gebracht werden kann, habe die Gr(»sso fi zum integiirenden 
Faktor (§. 96, II). AltdaDO ist (^P + ein voIlstSodiger Differen- 
tialqnotieDt, und es folgt ans (q) : 

y#«(PH-Q|^)dx = C. (r> 

als allgemeine rntegralgleichnng. 

Hat nun (q) eine besondere Anflösang, so genügt dieselbe wohl der (q), 
nicht aber der (r). Zieht man also y ans der besondem AoftOsong und setet 

diesen Werth iuii*^P-i-Q^jj^» so darf diese Grösse nicht Null werden, weil 

sonst die besondere AoflOsong ja der (r) genügen wflrde. Da aber 

dadurch Null wird, so mnss nothwendig ju = oo werden. 

Daraus folgt also, da^s jede besond ere Auflösung den integri- 
renden Faktor unendlich macht. 

Ist die Gleichung (q) unmittelbar integrirbar (§. 96, T), so ist ihr inte- 
grircnüer Faktor gleich 1, und kann also nicht oo seyn. Demnach hat eine 
derartige Gleichung keine besondoro Auflösung. 

II. Jede Diilerentialgleichuni: (a) [ §. 126] hat aber eine Integral- 
gleichung {h) mit einer willkürlichen Konstanten (§. 90 j; löst man letztere 
nach c aaf, und heisst sie dann 

(x, y) — c , 

woraus folgt 

80 mnss die Gleiehong (s), da sie c nicht mehr enthftlt, nothwendig mit der 
(a) abereinstimmen, so dass, wenn letstere nach ^ aufgelöst wird, die (s) 

zum Vorschein kömmt. 

Die (s) hat aber, als unmittelbar integrirbar, nach I keine besondere 
Auflösung. Hat also die (a), obwoiil sie mit (s) übereinstimmt (nicht aber 
identisch ist), eine besondere Auflösung, so kann diegs nur daher rühren, 

dass ein in (aj vorkommender Faktor, der bei der Auflösung nach |^ 
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wegfallt, also eigentlich der Gleichnng fremd seyn wird, durch die besondere' 
Auflösung zu I>tall wird. Ist v dieser Faktor, so wird also aus (a) folgen 
müssen: 

(t'9> c* OD t y\ ^ 

*l 

und — ist dann der iategrirende Faktor (der durch die besondere Auflösang 
also :JC wird). 

Daraus orgibt sich denn auch sofort, dass die besondere Auflösung 
die Differentialgleichung nicht ersetzt, was bei der aUgemeinen 
Integralgleichung der Fall ist. 

III. (Aufgabe.) In der Gleichong . 

P(i,7,s,b)=0, (n) 
in der gewisse Konstanten a, b vorkommen, diese so gegen einander za be- 
stimmen, damit der ans (m) hervorgehenden Bifferentialgleichnng erster 
Ordnung die gegebene Gleichnng 

als besondere Anfldsnng zukomme. 

Diflforenztrt man (in), so hat man 

8 F t F 8 y - 

ans welcher Gleichung a, und das von a abhängige b, mittelst (m) zu elimi- 
niren sind. Soll aber (n) eine besondere Auflösung seyn, so muss der aus 

folgende Werth von der vorhergehenden DitTerentialgleichung genügen. 
Man muss also haben 

•ayex~8«8y* ^' 
in welcher Gleichnng a durch (m) zu ersetzen ist. 0ie Gleichungen (m), 
(o), (i) mfissen also zugleich besteben; ellminirtman mithin zwischen ihnen 
z und y, so erhält man diejenige Gleichnng, die den Zusammenhang zwischen 
a und b gibt. 

S<illx.'B. deraus7 = äx + b hervorgehenden Diflhrenti^gleidraDg als 
iODdere AuflOrang sngehOrea x'-h7''-r*=0. so ist jetsk x and 7 sn elimi- 
nirenans: 

ysssax+b, «*-*-7»=:r», xH-ayasO, mm b'sClH-a")!*; 

also muss 7Äax-l-rVH-a' seyn, nnd der hieraus Iblgenden Gleiebung gehört 
wiAIieh x*+7*=: r' als besondere AuflOsuiig sn (§. 100, Nr. 3).' 

Man sieht leicht, dass die hifr behandelte Aufgabe, geometrisch ge- 
hnt, auch die ist: b als von a abhAngig so zu bestimmen, dass die durch 
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BfntoDmg 4w iMtondMii Annsmf «oi d«r OiArtiitiaIgMcliiinf • 



(m) ausgedrückten Kurven die durch (d) ausgedrückte Korve ajur eiuhüllen- 
den haben. 

Wäre etwa die (m) 

SO drückt sie Parabeln aus, und wenn der Kreis x* -h y ' — r' = 0 die einhüllende 
Kurre seyn sollte, so wiren x und j an elimiaifen aua: 

y* = %x-\-h, x' + y'err*. y<2x-»-a)=0. 

Die letzte Gleichung zerfallt in zwei: j = 0, 2x-ha=0. Die enie giU b*s=:a*r*, 

a* 

bs + ar; die aweite Kr=Y ^ '^'^ 

a* 

y*Äax+ar, odery*s=ax-h — 4-r', 
▼en welehen Gleiehnagen jedoeb nur die leteto die Aufgabe lOst. 

t 

§. 129. 

BertteUimg der besondem Auflösung aot dar Di Araotitl^ddiong. 

I. Wir haben in §• 126 immer vorausgesetzt, man kenne die allgemeine 
Integralgleichong der vorgelegten Differentinlgleichung und haben daraus die 
besondere Auflösung, wenn eine solche vorhanden war, abgeleitet. Allein 
in gar manchen Fallen ist man nicht im Stande, das allgemeine Integral auf- 
fufinden und soll trotzdem die besondere Auflösung, die etwa vorhanden ist, 
ermitteln. Um diess bewerkstelligen zu köiineu, wollen wirnochoials auf das 
Wesen der besonderen Auflösungen eingehen. 

Wir haben gesehen, dass die besondere Auflösung nichts Anderes ist, 
als die Gleichung der einhüllenden Kurve all' derjenigen Kurven, deren 
Konstruktion mittelst der gegebenen Differentialgleichung möglich ist. Diese 
einhüllende Kurve kann aber durch die Differentialgleichung nicht verzeichnet 
werden, obgleich sie ihr genügt, wie aas den BetrachtoDgen dea §. 126 und 
§. 90 wohl dcBtÜdi hervorgeht. Sehen wir dod näher m, worin der Gmnd 
dieser UnrnSgUehkeit liegt. 

Alle in dem allgemeinen Integral enthaltenen Kurven können vermittelt 
der gegebenen Differentialgleichung konstruirt werden, und nicht nur die 

Werthe von y, wie sie aus jeder folgen, sondern auch die von . . . . 

genügen der gegebenen Differentialgleichung , nnd zwar deaahalb , weil man 
auf jeder Kurve n unmittelbar auf einander folgende Punkte annehmen kann, 

die sich nach dem durch die Differentialgleichung ausgesprochenen Gesetze 
(das in der Kurve bildlich dargestellt ist) folgen, so dass dann (§. 56, 1) die 
8 t 8' t 8* T 

Werthe von — • ^ ^ neth wendig sich ans der Konre ao ergehen 

mfliseeo, wie die Differentialgleichimg eie gehen wird, wenn man dieselbe 
weiter differendrt Konnte man anf der Konce nnr iwei Pankte amtehmen, 



Digitized by Google 



UentaUug der bMoiMUni AofUtoang »u d«r DUKMreotüügteiehnqg. 161 

8 y 

die anmittfilbftr auf einaoder folgen, so wOcde nur ^ daeselbe eeya, wie ans 
der 0ifferentialgleic1iiing; kOonte mao nur drelFtankte amielimeii, io wurden 
bloM ~ . 1^ dieMlbeo seyo; wie mu der gegebenen rafenntialgleiclnuig» 

u. ». w. 

Betrachten wir nun die eiabQHende Kurve, so liegen von derselben je 
nur zwei unmittelbar auf einander folgende Punkte auf einer und derselben 
von den durch die Differentialgleichung gegebenen Kurven, so dass also auch 

8 T 

bloss der ans der einbauenden £ar?e gesoi^ene Werth von ^ derselbe ist, 
wie der ans der Differentialgletebnng gezogene, wlbrend der ans der ein- 

hnUeodea Kurve gezogene Werth von ein anderer seyn muss, als der von 

den man nas der gegebenen JDifferentialgleichnng sieht» Dass es mit 

den höheren Differeotialqaotieiiien dieselbe Bewandtniss haben wird, Ter- 
steht sich von selbst 

DHTerenxirt man also die vorgelegte DÜTerentlalgleiebang nochmals, so 
moss der so erhaltene Werth von ^ verschieden seyn von dem, den die be- 
sondere Auflösung gibt, so dass letzterer aus der differenzirten Gleichung 
nicht gefhnden werden kann. Würde man also in die neue Gleichung den- 
jenigen Werth von y einsetzen, der der besonderen AnflAsnng ankommt, so 

mnss eine Bestimmung von geradezu nnaiöglieh seyn, und umgekehrt, 

wenn diese Beitimmnng f&r einen gewählten Zusammenhang awisehen z und 
y unmöglich ist, so kann dieser Zusammenhang eine besondere AuflOsung 
der GMehnng seyn. 

II. Ist nun 

die voigelegte DUHnentialgleiehung, so folgt aus ihr: - 

und eine Bestimmung von y, = ist unmöglich, wenn entweder 

FT.-'- « , 

oder 
oder 
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überhaupt wenn 




gleich QC oder auch — 



(0 



ist» das Letztere jedooh nur bei wirklieber Unbestimmtheit. 

ElimiDirt' man non zwischen (a) und (c), oder (a) and (d), oder (a) 
und (e) die GrOsse yi , so kann das Resnltat der Elimination eine besondere 
AuflOsnng seyn* 

Wir haben voraasgesetzt, da&s die einhüllende Kurve mit jeder der 
durch (a) dargesliOt«» Kurven nnr zwei Pnnkte gemeinsehaftlich habe. 
DiasB ist Jedoch nicht unerlftsslich, sondern es kannte ganz wohl ein« Baflü 
von mehr Punkten gemeinsehaftlich seyn, nur ist diese Anzahl eine immer 
heechfinkte. Daraos folgt, dass es wohl möglich wftre, dasa^er ans der 

besonderen Auflösung hervorgehende Werth von , noch derselbe seyn 
kilnnle, wie der aus (a) folgende, aber^ nicht mehr; oder aber |p noch 

8*y 

in dieser Lage seyn könnte, nicht aber r-^, u. s. w. 

OS 

Daraus ergibt sieh aber jetzt sogleich das Kennzeichen, ob eine Olef* 

chung zwischen x und y eine besondere Auflösung der Gleichung 
(a) ist oder nicht (natOrlicb voransgesetst, sie genflge derselben). Sie 
wird es nämlich seyn, wenn sie einer der aus (a) durch auf ein- 
ander folgende Di fferenzirungen gebildeten Gleichungen nicht 
genügt. In der Kegel wird diess sogleich mit der ersten der Fall seyn. 

IIL Wir haben so eben gesagt, dass es möglich seyn könnte« dass dia 
einhüllende Kurve mit den eingehflllten mehr als zwei Punkte gemefaiacfaafU 
lieh habe. Seyen nun 



die Gleiehongen von drei anf einander folgenden Kurven, ond es solle die 

einhüllende Kurve drei Punkte gemeinschaftlich haben, so mflsstederDordi- 
schnittspunkt der zwei letzten Kurren anoh anf der ersten liegen; zieht man 
also die Werthe von x nnd y ans letzteren und setzt sie in die erste ein , so 
mnss diese Qleichang erf&Ut seyn. Ans den Gleichtmgen (g) folgt aber auch: 



f(i.y,e)8s0. fOCfy»eH-ile)sO, f(i.y,c+2 Jc)ssO 




f (», y, c + 8 Jo) 2 f (x. y, e 4- Je) 4- f (i, y, c) 
d. h. wann man JC unendlich klein werden Hast (§.' 66, 1): 



DC 9 t 
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welche drei Gleichangen die (fi) ersetzen und für dieselben Werthc von x 
und y richtig seyn müssen. Eliminirt man nun x und v zwischen ihnen , so 
erhält man eine Gleichung in c, die für diese Grösse bestimmte Werthe 
liefert, * so dass also auch nur für diese bestimmten Werthe von c, d. h. för 
diejenigen Knnreii des Systems» die diesen Werthen entsprechen, die ein- 
hüllende Kurve drei Ponkte mit derielben eingehfillten gemeinschafllich hat. 

Demnach wird unsere obige Regel, dass nicht dürte bestimmt werden kön- 

oen, vollkommen bestehen bleiben, da immer noch unendlich viele Kurven. 

des oingehüllten Systems vorhanden sind, für welche die einhüllende Kurve 

in der früher gewählten Lage ist. Eben so aber wird in Bezug auf das 

Kennzeichen, ob die gefundene Gleichung eine besondere Auflösung ist, oder 

nicht, die gegebene Regel bestehen bleiben , dass man zuweilen zu höheren 

Differenzirangen gehen muss , eben weil es doch auch einzelne eingehüllte 

8*7 

Korvm gel»eD kann, fUr die . . . dieselben sind, wie sie aos der gegebenen 

biffevttntialgleichong folgen. Bei diesen Diifertnzirongen kson man, wenn 

es vorkömmt, diejenigen Faktoren , die zur Bestimmung \ on > • • • nicht 

tauglich sind, weglassen, da es ja bloss sich um die Bestimmaog dieser 
Grössen handelt 

' \- ' ■- ,* • - T j/..^ - A \ 

Beispiele. ^ 

1) .Vx^--Vy=Qg.U— ^^-^^-]4-V,^,f^0.;,::,,-: 



8»y_ 2 8x KVj \xJ 
8«»"~ Vx 



fiy y j 

wakh« Grosse nnendlieh wird fBr j= 0. Ersetst naa aber durch ^ , so «r* 



6»y l /'l Vy \ 
gibt sich aus der vorgelegten Gleichung: V«"~ aV» J'^ wÄhrend 

B'v ' ' 
l^ss p. DeuuMh ist ysO eine besimdere AnftB^PI^ 1^.^* 

Ümi^dlgMasinea lntagial: yyal^x-hejsiidirSoM lblgS« 



aus 



* Eft wSre allerdings denkbar, dats Ms ae Mbalteiie Gleiebnog filr alle mOgliobeB Wsrte 
v«li c fidillg «ira, mn ds b. B. htoiM 5«*+(l — e) (l-4-6e)— 4e— 1^0; aUein 
dsail vürden die Oleichongen ig') fdpr {g) besteben, wenn man für c setzte c /fc. c-f-2^c, 
. . . . , wa.s darauf hinauskänie, dass alle DarchschnitLspuukte auf derselben Karre lagen, d. b. 
dats die einhüllende Korre eine Kurve de» Systems wäre , miüiin eine besondere Auf ISraog 
aiehl Statt ISoie. 

11« 
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8*y ay 
welohe Gleichung ^ nicht bestinunt, wenn ^ = 2x, woraua dann folgt: jr=x', 

8»y 

wnlcber Werlli der Dlflnrentinl^eichung genügt. Da hieraus nicht folgt = 0. 
so ist diess eine besondere Auflösung. JDas aUgeiueine Integral ist übrigens 

(§ 101. Ot 

y— ex— — c». 

3) Die Gleichung 

- c:)"=-(-':-D" , 

gibt 

so dass — ^ -f- a' (y X — ji^ ) = 0 *u einer besonderen Auflösung führen kann. 
Da hieraus folgt • ~ 



y_ a*yi ,8y__ ^« 6]r__ y 



so wird die Gleichung 

(a'x*— l)»-t-a*y*x* = a'y*. a»y'(l — a*x*) = (a*x*- 1)*. a»y»=l— a'x\ 

ma» b ai e ndew AnflUwag kflimeii. Daaie aieht =iO giht, ao iit 

«Mh wiiUieh. «ihmnd dM aUgeHeina Iirtegna iit (§. 100. Nr. 4. oder amk 
I.101.D: 

y = cx±Yr2^'. 



§. 130. 

Besondere Anflflsoog f(lr Diffsrentialgleicbungen sweiter Ordnung. 

I. FOr die Diffmntialgleiehoiig«ii höherer Ordnoog wollen wir nur dto 
der tw^n betrachteo, da das Gesagte sich leicht flbertingen llaet aneh wf 
höhere Ordnang. Hat mas also die Gleichimg 

f(«.y.^. ^) = Ooderf(x.y,y..y,)=:0, 0^) 

■0 wird dieielbe, aUgemein integrirt, dne lategralgleidhang der Fotm 

haben, wo c and e' die wfllkflrlicheii Konetanten rind. SUfenniirt man die 
GleiGhoDg (b), und eUminirt aas ihr selbst und dieser nenen Gleichang c 
oder c\ so eiiiftlt man iwei Gleiehongen erster Ordnnng mit je einer wiUkfir* 
Uehsn Konstanten, die beide ente Ihtegralgleiehongen von (a) nttd(§. 118). 
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Beaoodere AoflAioag fAr DiffereotialgleicbuDgen zweiter Ordoong. 165 

OeMtit nun, man finde irg«od eioe Oleiehnog zwiaelieo z nnd 7, oder nri- 

sehen x, y, , welche der (a) genügt , so wird dieselbe entweder eine be- 
aoodere Auf lösoag oder ein besonderes Integral seyo. Soll sie letsteres seyn, 
■0 rnttisea «Ue Werthe von , ^ • • » wie sie aus (a) folgen), aoeli aoe ilir 

•elbet folgen; geschieht dieie nielit, eo tet sie nothwendig eine besoudere 
AoflOrang. Damit ist dann sofort das KensseielieD gegeben, «oniach mao 
entaeheiden kaiia, ob eine geftandme Gleiebnng eine heiondete AnflOsnng ist 
oder ateht 

IL Sey nun 

#(».y.yi.c)=0 (e) 

ein erstes Integral der Gleichung (a) mit eioer willkfirlichen Konstanten c, 
so folgt aus ihr durch Differenzirung : 

und wenn man c elirainirt zwischen dieser Gleichung und (c), so erhält man 
(a). Denkt man sich aber, es sey c eine Funktion von x, y» yi , so würde 
aas (c) folgen: 

8^ "^a^'' sT"'« 8^ Ce^ 17. ^0 =® 

und diese Gleichung wiircfe durch ElimiDation von c dasselbe iiesnltat geben, 
wenn c als Fooktion von x, y, y« bestimmt wird aus der Gleicboog 

Eliminirt man also aus (c) und (d) die Grösse c, so erhält man ganz sicher 
eine Lösung der Gleichung (a), die wohl eine besondere Auflösung seyn kann. 

HAtte man statt dsr Gteicbnag (c) die Gleicbong 

♦(«.7.y*.«0«<^ («0 
gewählt, wo e' die andere Konstante ist, nnd die swei Gleiehnngen (c) und 
(c') wesentlich Tersebieden sind, so bitte man eben so e' sn eliminiren 
xwiscben den Gleiehnngen 

Allein das Resultat der Elnnination wird in beiden FftUen daaselbe aeyn. 
J>enn sey wieder (b) das allgememe Integral von (a), so wird die Gleiobnng 
(e) eibalten werden, indem man c' eliminirt «wischen (b) nnd ibrerDitferen- 
tialgleiebnng 

^-+-^ ^ = 0, «lOTP|(i,y,y»,e,oO«a («) 

Alan kann also die Gleichung (c) ersetsen durch (e), wenn man hierin c' als 



Digitized by Google 



1Ü6 



Baitpiel«. 



dareli (b) gflgcben ansieht Dadoroli wird aber c' als Fooktion toq e (aebit 
X ond y) encbeioeii, nnd die Gleiclmog (d) wird Jetzt eeyo 



Eliminirt maa aino c, c' aus (f), (b), (e), so erhält man die besondere 
Aoflösang. Wir t»ind btebei von der Konstanten c aofigegaogen : wären wir 
von e' ausgegangen, so w&ren nat&rlieh die Gleicbongen (b) ond (e) die» 
selben, nnd sonet hüte man bloss e ond c' zu vertauschen« Da aber dadurch 
die Gleiohong (0 sich nicht indert, so ist unsere Behauptung gerechtfertigt. 

III. Da, wio bereits mehrfacli gesagt, die besondere Auflösung jedenfalls 
der Gieichung (a) genügt, mau also t iir den durch diese Aaflösuug gegebeceu 
Zusammenhang von x und y sicher die G4eichung (a) hat; man ferner diese 

Gleichung weiter differenziren darf, um ^ zu bestimmen , endlich aber der 

aus (a) folgende, nach gewöhnlicher Weise bestimmte Werth von nicht 

übereinstimmen soll mildem aus der besonderen Auflösung folgenden, so 
ersieht mau wieder, wie in §. 129, dass man die besondere AuflüsuDg auch 
erlialten knn dadurch, dass man die Gleichung (a) nochmals diflferenzirt, 
ond dann mit ihr diejenigen Beziehungen verbindet, mittelst welcher aus der 

so differenzirten Gleichung (a) eine JBestimmang von ^ unmöglich wird. 

IV. Hat man eine besondere Auflösung gefimden, die enthilt, und ^ 

integrirt diese Gleichung, so erhiilt man eine Gleichung zwischen x und y mit 
einer Konstanten , die eine besondere Auflösung vun (a) ist. Hat die be- 
sondere Auflösung der ersten Ordnung selbst wieder eine besondere Auf- 
lösung, so Ist letztere eine Grleichung zwischen x und y ohne willkürliche 
Konstante und das, was maa Aglioh doppelt besondere Auflösung nennen 
könnte, in so ferne sie der vorgelegten Gleichung genügt. 



00 8o' 8o 




(0 



1) 




gibt 



8V 
8 a' 



c 
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Hier bt eine Bektimmang ron niehi möglich, wenn g*. worau», in die 

Torgelegte eiageaetzt, folgt: * 

welelie b^de Wertlw der vorgelegten Gleichung genügen. Du 



und wenn nmo = + x letEi, di«se Gleiobnog niehi finhttg ist, so iii t ^ ^ = ±j(dB« 

besondere Auflösung. Daraus tulgt 

alt bMondere AnflOmng der gegebenen Gleiobnng. 
Dm allgemeine Integr&l ergibt sieh nach §. 121': 



2) Die OleiefanDg 



8i» 8x 



ba»nim aUgwndiieiiIiiteina7=o + ^(9.I09). Dmem lblgt^=-~,» e' = 

9^7 8y 

— x'g-j^, y = c — x^— , woraus keine besondere Auflösung folgt, wie denn diese 
Qleichung' keine zuliut* 
3) Die Gleiohong 

gibt 

so dass eine besondere AoflOeung dorob 

gegeben sc yn kann. Eiiminirt man mittelst dieser Gleichung aus der rorgeleg- 
ten , so erhält man 

4Q^)V2x^^(x> + 2)-4y(l-Hx»)— J.x*=0. (h). 

Diese Gleichung gibt 

|.j;=-.iiiLlJ>. + |y (|.H,.H..,+,*.K4,-, . 

woraus , wenn 



Digitized by Google 



1«8 

d.h. 

2Mht BMihieiwu^» M8«iil|gMu«derGlmahai|f (gX gebMab«rnohl 

g-^i = 0, so dass also (h') eine fa«8ondere Auflösung ron (b) ist. Als besonder« 
Auflösung Ton (b) ergibt sich nach §.129: 

welche Gleichung wohl der (h) genügt, nicht aber der (g). 
Dm aUgeiMiiM lat^gtml tob (g) kt OhngsM 121): 

2 



Achtzehnter Abschnitt. 
IntegiatUm der gleidiMitie^en IMfliBrwntialgirtfthmigiWL 

§. 131. 

Fonn der iDC«gralgleichuogen. 

I. Seyen y, z, n, . . . • Fooktion«! von i, die MS folgenden gleichseitig 
beetehenden Gleichangen in beatinunen sind : 



8y 8-y 8s 



» • 



8-» 


8a 


8'« 


...) 


8x-' 




••••.aF* 


0". 








8x" 


a« 







8y a|jr _ ai 0*« ^ Bo 0^« , . . 0«a:(K ■»«.W.j 

8x^ " 



SO heissen wir diese Gleichangen, deren Anzahl dieselbe ist wie die Zahl der 
in bestimmenden Funktionen y, z, n, , . . , gleichzeitige Differential- 
gleich ungeu, und werden unter ihren Integralgleichungen diejenigen Glei- 
changen zwischen y» z, . . . , und x verstehen, welche die (a) vollständig er- 
setzen, so dass nicht nur diese Gleichangen (a) daraus sich ergeben, sondern 
auch alle anderen Gleichungen, die durch etwaige weitere Differenzirung 
aoa (a) folgen, in der Allgemeinheit , wie die Gleichuogeo (a) aufgestellt 
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•iod, Uasen sich gleiehzeitigeBiffeniitUlgldcliDogeD nicht integri^^^^ so dass 
Ar die «icUicheDorehf&lining derüstegration die einzelneBFille geschieden 
werden mfls^en. Dagegen aber werden wir an den allgemeinen Formen auch 
die allgemeine Gestalt der Integraigleichongen besser erkennen können» wozu 
-wir non vorerst übeigeheB wollen. 

n. Gesetit, swiselien den n abbängig Verinderlielien y, z, n, . . . . 
und der nnabhingig Verinderlioken z seyen n gleiehseitige Differential 
gleidingeD gegeben, in denen nor DHteentialqiiotteiileB der eisten Ordnung 
ToikomiiMD nod die wir dnreli 

#/ ®y ®* ®^ \— n ^ 

• \*» y« ^ t • • • t _ • a • a _ • • • V "~" » , 
0 Z 0 Z 0 Z i 

9 t ®y ®J ^'^ \ — Al 

ei* öx' öl* 

vorstellen wollen. Denkt man sich diese Gleidioiigen nach . ^ ^ , 

aufgelöst, so dass etwa 

8^~''*'8i~*»'rz~"** 

wo y,, y,, ^3 bekannte Funktionen von x, y, z, u, . . . sind, so wird 

man mittelst dieser Gleichungen filr jeden Werth von x die zugehörigen 
Werthe von y, z, n, . . . . konstruiren können, wenn man nur für einen be- 
stimmten Werth a von x die Werthe von y, z, u, . . . . willkürlich gewählt 
hat. Denn dann geben (§. 90) die (c) die zu x — a gehörigen Werthe von 

1^,..., also dadurch die zu z=:a + gehörigen Werthe ^von y» z, 

wenn Ax unendlich klein. Dann geben wieder die (c) die sa z=a + 

gehörigen Werthe von ^ . , , worana dann wieder die n z=a-H 

2 An gehörenden Werthe von y, z, u, . . . . folgen u. s. w. Die beliebig ge- 
wählten Werthe von x, z, u; .... sind die willkürlichen Konstanten, und es 
folgt hieraus , dass in den allgemeinen Integralen der Gleichungen 
(b) n verschiedene willkfirliche Konstanten vorkommen müssen. 

Dasselbe Resultat kann man auch auf einem etwas verschiedenen Wege 
erhalten. Man diflfereuzire nämlich jede der Gleichungen (b) noch n — 1 mal 
nach %y so erhält man, mit den Gleichungen (b), ein System von n' Glei- 
cbongen, in denen die Differentialquotienten von y, z, u , . . . bis zur n"" Ord- 

ttiiDg ansteigen. Aus diesen n ' Gleichnngen eliminire man die Grössen s, |-' . 

••••» ••'» r4» ^^^"^ Anzahl nach (n — 1) (n -f- 1) = 

ox ea da 
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n' — 1 siud, 80 dass die Elimination immer möglich Ut, uud wird eine Glei.- 
chuog zwüchen x uud y der n**" Orduung: 

no=« « 

erhalten, die nothwendig aus (b) toigt. Kann man diese Gleichung inte- 
griren, so erhält man eine Gleichung zwischen x und y mit n willkürlichen 
Konstanten, und da LcreitR behufs der Eliminatiuii z, u, . . . . durch x, y, 

tT*"'* aoagedrüokt waren, so kenot man sofort auch diese Grössen als 

Fonktioiieii von x und der n willkQrlichen Konstanten, ohne das« eine weitere 
Konstante eingeführt w&rde. Sieimos folgt wieder, dass n willkürliche 
Konstanten erscheinen mfissen, wenn man die allgemeinen Integrale wiridich 
gefhnden haben wilL 

Wir wollen h\or rine gelegentliche Bemerkung beifügen. Die Gleichungen (b) als gogebeo 
Toraosgesetzt , sind alle diejenigen Gleichungen richtig, die wir doreh Differensinwg daraiu 
liehen, weil eben z eine ooabb&ngig (also willkOriich) YerlodetUdis iifc; «Iis fflel- 
«kufSB. die «ii^ oluM gsgfln dl« Bsgaln dsr BaelmiiBc ra fMMoniii, sas Ouimi littea, ited 
sfcMiikHi riohtig, sbo nsmellidi die Oleidmag (d). lo dait j ab Funktion rnn x gans 



QkUbang fßtOigjLt m «ie «bsn «o lidier s, v, . . . doreh yt . • • . » wis gs- 

I wurde, angediOdit wwdea kemeB. Ivtegriift nun die (d) . lo Ist die eo e ri i ilt eBe 

OleidHing zwischen y und z eine rielil^; ob aber die eingetretenen Konstanten alle will- 
kftrllch bleiben oder nicht, ist eine ganz andere Frage. Die Integralgleichung Ton (d) ist 
nimlieh eine richtige GleioboDg «wischen z and y , wie auch immer die Konstanten bestimmt 
wdcn t vnd m win dahw wohl nSgUch, dsM einige dlwsr KsastaatoD, weil y and z aneb 
noch andwtn Bsdb^migen geniigen mflssen, nicht mehr vinkflHkhUi^en, wie wir diess etwa 
in 120 zu sehen Oelaganhoit hatten. Diese Bedingungen sind nun, dnss die so gefundenen 

Werthe Ton y, z, u in x den f?lf ichungon (b) genügen. Setzt man also diese Werthe 

in die (b) ein, so müssen die letzteren tur jeden möglichen Werth Tonz erfüllt seyn, entweder, 
laden alle n KewlaaleB fsaa —iMiinglf Ualban, oder indem g ew toe aBenldwuifMi swlaohsn 
ihnen festgestellt werden mfluen. mittelst deren es mSglich ist , einige derselben ans den 
andern zn finden. Im letzteren Falle würden dann in die nilgemeinen Integrale der (b) 
weniger als n willkürliche Konstanten eintreten ; aber da ja diese Integrale n solcher Kon» 
sianlsn verlangen, so werden ksias BMiehangen obwalten» d. h. die dnveh Integration von (d) 



in. Da es naoh §. 102 nnr eine Integralgleiebang von (d) mit n will- 
kflrlichen Konstanten gibt, so gibt es also auch nnr ein System von n Inte- 
gralgleichungen der(b). Jedes andere» das die (b) ersetzt, mnas mitkin 
«m jenem abgeleitet werden kdnnen. (Vergl. §. 132, VL) 

IV. Wir wollen nnn annehmen, die n gleichceitigen Difl^iential- 
gleichungen zwiselien den abbftngig Verftnderlichen y, s,' n, . . . nud der nn- 
abhingig Veränderlichen z übersteigen die erste Ordnung, d. h. es kommen 
auch noch höhere Differentialqnotienten dieser abhängig Veränderlichen vor. 
Wir wollen femer annehmen, der höchste Differentialquotient von y sey der 
m**, der von z der r**, der von n der s** n. s. w., und in jeder der vorgelegten 
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Gleichnngiii kommen diese höcIntoB DiffMreotialqootkoteo od«r doch eioer 
derselben vor. Diese Gleiehnagen Be7«n 

i;sO. f,ssO f*=0, <•) 

WO als f| , . • . » f. FDoktiooen ▼on z, y, o, , ^* • * • t ^* j^*" 

.... ^77* f • . . • siod. Man seUe nun 



8d f'u P'-'u 



(0 



so werden die Gleicboogen (e) nebst (f) folgendes QleichiiogssysteiD bilden: 



8i,- 



-,..)=0. \(g) 



8s 

8« 8 f. 8sr-t ey«-i 3«r-i V 1 

S-=«t»'aT'^*i»«««» — S Ä«,_i,t,(x,y,. .y-i-i» •« -r— -,..>= 0^*.w. 

ox cx ox ox ox J 

worin yt , . • . , y.-i, .... als weitere Yeränderllclie apgesehen werden, und 
bloss Öifferentialqaotienten der ersten Ordnung Yorkonmen. 

Die Ansahl der Verftnderliehen, mit Ansseklnss von z, ist m 4-r+s+ ...» 
und eben so viele Gleiehnngen erster Ordnimg hat man in (g). Behandelt 
man nun diese m + r + s + . . .GleiclmDgeD (g) wie oben die (b), so erhält 
man em System von m + r + s + Integralen mit eben so vielen willkür- 
lichen Konstanten, als die allgemeinen Integrale der Gleiehnngen (e). Dass 
aber so viele Konstanten nöthig sind, ist leicht zu fibersehen. Denn ans (e) 

kann man ^ . . ^^r* sieben , ansgedrfickt dnreh z« y, ü, . . . . 

und die DiÖereutiaiquotieoten dieser letzterea GrOssen. Nimmt man also 

die m-i-r-hs-H... Grössen y, .... ^^t* «» äx»*--» eP^' ^ . . . ftr 

n = a wUlkfirlich an, so kann man daraus (§. I02)y,2, . . . ffir Jeden Werth 
von z konstnriren, so dass diese Annahme nothwendig ist. 

Unsere ganze BeweisflUirung setzt wesentlich voraus, dass in jeder der 
GleichoDgen (e) wenigstens einer der Differentialqaotienten höchster Ord- 
nung vorkomme; andernfalls würden unter den Gleichungen (g) solche seyn, 
die gar kerne DUferentialqnotienten enthielten. Ist diess nun der Fall, d. h. 
sind unter den Gleiehnngen (e) solche, die keinen der höchsten Differential- 
qaoticnten enthalten, so kann man durch mehrmalige Differenzimng der be- 
treffenden Gleichungen diesen Zweck immer erreichen ; dann aber weiden 
die m 4- r 4- s -H . . . Konstanten nicht mehr alle willkürlich bleiben, sondern 
gewissen Beziehongen genügen müssen, die man immer aus der Bedingung 
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fiadeo wird, dass die gefundenen Resultate den gegebenen Gleichungeo idea« 
tisch, d. h. flir alle möglichen Werthe von x, genügen müssen. 

V. Es lässt sich übrigens io diesem Falle die Anzahl der willkürlichen Kon- 
stanten auch sum Vorau« ermitteln , wie wir an einem besondern Beispiele n&ber 
angeb«!! wotten. 

Gesetzt man habe die beiden Gleichungen : 

IO wM BMB Dtdi IV di« aUiiqg^g Ywladeilicinii: 

bsbMi und m tind dab«! fblgande FUle ni imlerMihieidra : 

1) ^i^m, n ^ V. Die Anzahl der Veränderlichen ist jetzt n + ^« die Form 
die yerlangte , so dass man n-h ^ Konstanten erhält. 

2) ni^lft» v^n: die Vsrioderliohen sind der Zahl nach n + v, ttnd dM 
GlaiehvifaB baben wiedar dia gawflmahia F«fm; m + « KoMtaataa. 

8) n>M> a>v. Scy v^a— a, |i=m — ß, m» tiad in d«r xwail«ii (h) 

keioa Diftnntiy^aoliiBteB enter Ofdnimg melir <d.1i. keine der bOehileii Ofd- 
aang). Wir oiflaaen nan natcncheideiis 

a) a>/i. Hui dilbrennve die «weite (h) aeob ßnad, wodoreh j aar hOebitea 

Ordnung ansteigt; alsdaan hat man n + m Differentialgleichungen (g), wo 
aber ß Integralgleichungen schon bestehen [die zweite (h) und die i"^ — 1 
ersten, durch Differenzirung daraus entstandenen]. Die n 4- m eintretenden 
Konstanten müssen also so beschaffien sejn, dass die gefundenen Funktionen 
dieeen ß Gleiehtmgen genügen , wodurch aar nooh a *4>Bi — d. h. a 
Koottaaten Ueiben. Jetilistfibrigeiu n-f-fi>ia-(-v. 

b) «<j}. Maa dübreaiiri die aweite (b) nach a ml n. •. w. Die Zabl der 
inUkOrlieh bleibeadea Koattaatea ist jetst ai -h v , aad m -t- v > a -4- ju. 

4) A( ^ nr, V ^ n. Dieser Fall kommt auf den vorigen zurück, da bloss die 

zwei Gleichungen (h) getauscht werden. 

DarauA ergibt sich nun, dass die allgemeinen (zwei) IntegnUgleichoogen Ton (b) eot- 
wsdir m-hv, odtr a-l>|i viUUtafiehe Koaitealen «atiballaa. Je aMbtaa die enie.odsr 
iweHe diewr ZtUea die triüMra Irt. 

§. las. 

ZerflcUtthmug auf eine paitirile Dlflbmtialgieicbnng. 

I. Jedes System von n Differentialgleichungen erster Ordnung (und nach 
§. 131, IV genügt es, solche zu betrachte«) zwischen der unabhängig Ver- 
änderlichen X und den abhängigen y, z, u, kann, indem man die Glei- 
chungen oach den Differentialquotienteu aufgelöst denkt, unter der Form 

®?-Y ®*-7 ^-r u\ 
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dargestellt werden, wo T, ü, . . . Funktionen der sämmtlicben Veränder- 
lichen seyn können. Was wir also von einem solchen Systeme erweisen, 
gilt allgemein. Dieses System von Differentialgleichaogen wird integrirt 
durch ein System von n Gieichongeo mit n wiUk&rlicben KonaUoten 
(§. 131, II). 

IL Sey nun f eine Fonktioo dar Veränderlichen ohne wiUkfliliche Kon* 
staota, e eine beliebige KoDiUDto, so wird die Qletdmog 

f=o <b) 

eine Integralgleichung von (a) seyn müssen , wenn indem man die (b) voll<- 
standig differenzirt, dAon aoe (a) eraetot, eine identieeh richtige 

Oleichiiog enoheint. 
Die (b) liefinrt aber 

M dass also (der Aonahme nach) 

eine identisch richtige Gleichung seyn wird. 

Der Beweis dieser Bobanptung ist sehr einfach. Noben (b) mfissen 
natürlich noch n — I Gleichuogea bestehen, die wir nach den wilikfiilichen 
Konataiiten anfgelöst denken wollen, so daee sie und: 

4bC|, f«si^ €i-4SEe[i.i* (4) 

Wir wetten weiter annehiiiio, die Friktionen ft » . f..t genltgMi eben- 
fblls der (e), d. h. et tey identiaeb: 

~H-~T-+-|^2-»-..-«0, 1=1, 2 -I. (•> 

ü» ey e» 

Alsdann lüsst sich leicht zeigen, dass aus (b) nnd (d) die (a) abgeleitet 
werden können, so dass also (b) und (d) die Integralgleichungen von (a) 
sind. Aus (b) und -(d) , welches n Gleichungen zwischen n + 1 Veränder- 
lidmaind, folgt (§. 68, UI): 



•f . öf öy . 8^ 8« . 



8f— I . Sf—i 8y . »ft^-i 8i . 



<0 



8s 8y 8a Ss 8x 

wibrend, dar Amuhine oaoh, idaotiaeh 
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6r bf 8f 



0x 9j B* 



d) 



Die GleiehoDgeD (f) and (g) sind je nGIeichtmgeD des ersten Grades 
nriselieD |^ . ^i • • • t nnd Y, Z , . . . . Daniiis ergibt sieh, well die fibrigen 
Grössen dieselben sind, dass nothweudig 

seyn mnss, * was die (a) sind. 

III. Umgekehrt aber wird, weun die (b) eine der lotegralgleichuDgea 
▼OD (a) ist, die (c) identisch erflSIlt seyn. 

Denn ist (b) eine Integralgieichong, so müssen die Wertbe von |^» 

^ , . . ans (a) ihr nothweudig genügen. Seist man dieselben also in (b') 

ein, ßo mass eine identisch riclitige Gleichung erscheinen. Da diess aber 
die (c) liefert, so ist die Behauptung erwiesen. Man wird dabei bemerken, 
dass f keine willkürliche Konstante enthalten kann, da sonst ein identisches 
Erfüllen erst naeh EUmfaiation der Konstanten mOglieh wire. 

Aas II und III ergibt sich nun, dass jede Funktion, welche für f f?e- 
setzt, der (c) identisch genügt, eine Integralgleichung von (a) liefert, wenn 
man sie einer willkürlichen Eonstanten gleich setzt; und däss es ausser der- 
artigen Integralgleichungen keine andere geben kann. [D. h. also, wenn F 
(ohne willkürliche Eonstante) nicht der(c) genügt, so ist auch F = C keine 
Integralgleichung von (a)]. 

IV. Die Gleichung (c) ist eine partielleDifferentialgleichungzwischen 
y, z, ... . Kennt man also n Funktionen 



• lian ksDB diu IMisr gsharigea Ssts so snMptidMn: Am im bsMia Bft l bnm 

A, o-f-B, /9 + C,7+...asK}, ..imdA, a'-(^B, /l'-f*..ssK,, 
A„a-J-B„/9-»-C»y + ... = K«, A. «' + B./T -K . . = K,, 

folgt nothwendig a' — a, (f=:ß, y' = y DIess ergibt sich etwa sofort aas der 

Krämer 'sehen Regel, die sieh im Anhange unter dem Artikel: «Elemeote der Theorie der 
Determinanten mit Ueher gdiSrigen Anwendungen*' (V. V), oder sadi ta SNiBsa .Onai- 
■>gn dtr slgsbrsisflbeB Aaalyiia* B. 2M bswlsitn findet. 
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dieser Veränderlichen (ohne willkürliclieKoiiAtaoteo), die fftr f gesetst» jenw 
Gleichung genügen, so ist 

' das lotegralsystem von (a). 

Jede ans • • • > T'z beliebiger Weise zosammengeseUte Fanktion 
F(5p4 , . . , ffr) genügt aber auch der (c). Denn es ist 

80 dMS» wenn mui die F f&r f in (c) eiasetit, jene Oleielnmg ni 

• wird. Aber g^t . 93 , • • • genügen identisch der (c), so dass 

Tw klT * ^•••1 ■fi"_ """TTl »^•••t •••••• 

OToy oxoy 

identisch Nall sind» woraus folgt, dass obige Gleichung ebenfalls identisch 
richtig ist. 

DenuMOh kann (n) 

als eine Integralgleichung von (a) angesehen werden. Diese iat aber von (i) 
nicht verschieden, da aus den (i) jedenfalls folgt, daes VQ^t 1 eine 
willkürliche Konstante seyn müsse. • * 

Y. Obwohl nun jede ans 9>i , . . , (aliein) zusammengesetste GrOs^ 
der (c) genügt, so genügt ihr al^er ^eine^ dje ausser 9>i , . . , 9. noch weitere 
VerlnderUehe enthalt (fes gibt also mehi inelfür als diese hFmflcitiiiitti.) 

Denn sey y eine Funktion von z , y , z , . . . , weiche der (c) genügen 
suU, so dass 

Man aetie nun 

9t (x. y. • ) = Ml . y» • •) =M» 9f> (x, y, . .) = f (n») 

so genügen die Grössen fi» — der Annahme nach — der (c) 

ebenfalls. 

Aus den (m) wollen wir die n Grössen y, z, n, . . . durch , . • . , /ti», z 
ausdrücken und ihre Werthe in tp einsetzen , wodurch sich diese Grösse in 
> • * t fv) verwandle. Dabei ist natürlich identisch 

»(»»»i. (■) 
Aas.(ii) folgt sofort, dass 
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il 7 6 Et (ibi eio eiaxi^es SjriUm roo iDtdgmlgleiobniigta. 

l:''-!. ^J' tif ^ -L.il. if^ 

•ü— ^ _i. ^ Ii. ?J?!L 

8»t 8y -"^B». 87 • 

Bi"" 81^1 8s ds • 

, Setit nutfi diMS ia (1), io erbSli mao: 

BF-^8;S(<8?-^87^-^8-J^-^-j 

wdche GMdnQg, dm ^ , . . , ^ d«r (e) gmOgtn, sn 

wird. Die (p) aber tagt ane, daaa ^ Ton z frei seyn mlUjM» d. Ii. blon ^i, 
. . , 9. eatbalten kSaneb Demnaeh eraebeint 9 bloaa ala F&oktion dieaer 
GrSaaea, wag befaaaptet worden. 

VI. Aoa dem aeitber Erwieaenen «fgeben aicb ann ebige wiebtige Fol- 
gecaagen. Zoaiobat nAmliob Mgt bieraoa» daaa ea aiebt mebr ala a wirk- 
lieb TOB efaiaader Yeraebiedeae Integralgleicbnagea yob (a) gebea kaao, 
d. b. alao eia euuigea Syatf pa aoldier (§. 131, IH). 

Feraer kann die DiffereatialgleiebaDg (a) des §. 102 nur ebie einiige 
lotegralgleichung mit n willklliticbeB Konataaten baben. 

Denn man kanu dieselbe ersetzen (§. 131, IV) durch das System 

d. h. durch ein System von n gleichzeitigen Differentialgleichungen erster 
Ordnung zwischen x, y, y^,.., y._i, weiche die Form (a) haben. Dem 
Systeme (q) genügt ein eiaaigealategralsystem mit nwillkttrliebenKoaaCaii- 
ten. Eiimiairt man dann awiaeben dieseii n Okiebaagen yi , ys « • • » y«-i* m 
eibilt BBui die eine lat^gralgleiebnBg too (a) ia §. 102. 

§. 133. 

G lsich wttig e linatn DiffaceatiAlglelohiuigen mU kosutantea Kotffiiitnten. 

L Gleicbteitlge lineare Dübrentialgleiebongea der eraten Ordanag ent- 
halten die abbftagig Veränderlicben nad ibre DäierentialfMtienteB «oder in 
böhem Potenaen, noeb mit emaoder mnltiplisirt — Sind die Koefiiiiotea 
kenataat, -ao kann maa ^ie oater die Form 



Digitized by Google 



OtoidutUife Ubmm I)iffex«otUI^M«baiagen mit koottaaten Koefflsienteo. 177 
8« 

^+»,y + b,n-c,tt + ...=X,, . 

5 — h«,y-+-b,B-he,u-t-...a=X,, 

OS 

Inriogeii, wo b, c, . . • Konstanten , X|, Xtt* •* blosse |\inktlonen 
TOD X sind. 

Ein System wie (a) kann nun immer dorch folgende Metbode integrirt 
werden: Man moltiplisire die zweite (a) mit der nocb onbestimmten Kon- 
stanten , die dritte mit »...., die letzte mit a> nnd setze 



80 geben die (a) wenn sie addirt werden: 

^ ^ -+-«(y-l-«, iH- + )asX, 

d.k 

8^ 

— -f-o^ÄX. (c) 

Ans dieser Gleicbnng folgt (§.92, 1): 

nnd es handelt sich vor Allem darum, ob mittelst der Gleichungen (b') die 
Bestiiniuuug von , «j , . . . , a„, a möglich ist. Nun hat man 

(b, — a) rt, 4- bj rt , -f- . . . = — l', , j 

c,o,-4- (c, — o;a, -h... = — Ci, ! (B) 

: J 

welche GUeicbongen der Anzahl nach n — J sind» nnd zor Bestimmung der 

Grdssen a^, dnrch die Konstanten in (a) ond m ▼ollkominen 

ausreichen. * Setzt man die 60 gefundenen Werthe von o,, . . «k. In die 
Gleichung 

a, -ha, «, -+-aj -4-..,~«, (B') 

SO erhält man eine Gleichung die ausser den Konstanten der Gleichung (a) 
bloss noch a enthält. Diese Gleichnng ist aber notbwendig vom n**" Grade 

DUmt«r. DlSlKWtteU «. tBMgml-SMkJNMt. IL t. AtO, 12 
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Besondere Methode der iDtegration gleichseitiger 



in Bezug «nf a, wie man sicli mittelst der Krämer *scheD Regel PBüt die Auf- 
lösung der Gleicliangen (B) abenengt. * Sie sey 

A-HBa-+-C«* + ... + M«"=0, (d) 

80 wild diese Gleichung im Aligemeitien n Warthe von a liefern. Zu jedem 
Wertfae von a gehdrt aber nach (B) eis einziger bestimmter Werth Jeder der 
Grossen a, , . . . , a„, s.o dass man also aneh n Systeme von solchen Werthen 
beiiommt. Setzt man nnn in (c) einen der n Wertbe von <c und, wie natür- 
lich, die zugehörigen Werthe von , . , «r.« so hat man: 

y4-o,«4-a,tt-f-... = e-«'lC-J-yXe«'Öxl. (t) 

Solcher Gleichungen hat man n (für die n Werthe von a), und da in 
jeder die Konstante C eine andere seyn wird, so erhält man somit die allge- 
meinen Integrale der Gleichungen (a) mit n i^Ilkarliohen Konstanten. 

Am Besten wird man immer verfahren, wenn man in (c) fUr «r,, a,. . .. 
die bereits durch die Auflösung von (ß) geAmdenen Werthe von a,, a,, . . . 
in a einsetzt und nachher a die verschiedenen Werthe beilegt Folgt aus (B): 

«I = «P» («). «3 = V'j («) . .... «« = «Pto («)t 

wo die Grössen ijj^ (a), , .. » tp^ (a) für jeden Werth von a einen einigen 
bestiinmteo Werth erlangen, so ist die (o) : 

yH-2«»',(a)H-uv;,(o)-|-... = o-«'[C -h yXe«»8xj 

d. h. 

y + filJi («) H- II V, <«) H- ...=•-«• IC -f yCXt H-X, («) -4- X, ip^ (a) 4- ...)•«« 8 x\. <•') 

II. Wir haben hiebei offenbar stillschweigend voraut-gesetzt, die sänimt- 
licheii W^uizelii der (xleicliiing (d) seyen reell mid verschieden, und müssen 
also noch t'ulgcnde besondere Betrachtungen anstellen, wobei wirzagleicli an 
§. 108 erinnern wollen. 

1) Es soyen zwar die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung (d) verschie- 
den, aber einige davon seyen iinn^'inär. ist nini eine der imaginären Wur- 
zeln — ß-i- y\, so kommt uothw endig noch eine zweite vor, die — ß — y i ist. 
Gesetzt nun, der Bequemliclikeit der Reebmmg halber, mnii habe in der 
(Jloiehung (e'j den etwa Norkommenden Nenner durch Multiplikation wegge- 
techaüt, so werden in dem aus (e') folgenden Systeme von u Gleichungen zwei 
beyu, die man erhält wenn man u — ß±,yi setzt. Dadurch aber hat man 
zwei Gleichungen der Form • 

ÜH- Vi = o, ü — Vi = 0, 

welche geben : 

ü = 0. 7=50, 

mit den zwei wilikQrlichen Konstanten C*, C", so dass diese letzteren Qlei- 



* SM» „OrandsOge* & 204, nad aaeb »Anhing*' iiBt«r tl, 7. 
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chaDgen statt der betrefTeoden zwei zu wählen sind, und zwei Konstanten 
eothalteo. [Mao setzt G = C + C" i in (e')J. 

2) Die Wnneb der Gleiclioog (d) seyen zwar sftmmtUch reell, aber 
niclit alle von einander verschieden. ' 

Stelleu wir die Gleiohupg (e), nachdem sie etwa mit dem gemeinschaft- 
liehen J^euner multiplizirt worden, unter der Form 

F («) = () * * (f) 

vor, wo wir uns alsn Alles nuf eine Seite gebracht denken, so muss man in 
(Q für a die ;ius (li) ge/.ogenen W'erthe von a setzen, dabei C als Funktion 
von u ansehen, dass C tVir einen andern VV^erth von u auch einen andern 
Werth erlangt, wo dann bchliesslicli diese Werthe von C willkürliche Kon- 
stanten sind. Gesetzt nun, a\ a", seyen zwei Werthu von a, die aus (d) 
l'oigeu, und sey 

80 sind die betreffenden zwei Gleich nnfjfen ans (f) : 

r (n-) — 0 , F ia -\- Ja)=0, 

WO dann C die eine Konstante, C" — C 4- IC die andere seyn wird. Statt 
dieser zwei Gleichaogen kann man otfenbar auch die folgenden zwei setzen: 

F(a^)^0,-^ -=0, 

/Ja 

welche jene vollständig ersetzen, und wobei nur zu beachten ist, dass 

was auch Ja sey, eine ganz willkürliche Konstante seyn wird. Lftsst man 
luer Ja unbegränzt abnehmen, f^o folgt hieraos dass man die angegebenen 
zwei Gleichungen ersetzen kann durch ^ 

P(«') = 0, -^ = 0, 

<l ft 

ö 0 

worin C auch als Funktion von a' zu behandeln ist, und r-; eine nene will- 

DM 

ktlrUcbe Konstante bildet. . 

Wird aber Ja onendiich klein, so sind a', af* einander gleich, woraus 
nun folgt, dass für den Fall zweier gleicher reeller Wurzeln von(d) statt der 
einen Gleichung (e'), die man jetzt für beide gleiche Wurzeln erh&lt,- 
gesetzt werdenr muss : 

wo C als Funktion von a zu betrachten, und die nene willkürliche Kon- 
stante ist 

Sind drei Wurzeln gleicii u', so hat man 

P(a)=:0. -- = 0, --— 5== 0^ 
da da* 

12* 
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UanUtaltalyr Bvvdt dtr In II tnljpMlm SIIm. 



WO ~ . di« zwei neuen Koostanten sind, s. w. (Vergl. IV). 

3) Sind endlich gleiche imaginäre Wurzeln der Gleichung (d) vor- 
handen, 60 wird man aus der Verbindung von Nr. 1 und 2 leicht da& einzu- 
schlagende Verfahren entnehmen können. 

IIL Wir haben Beither voranagesetst, die voigelegteo linearen Diffe- 
rentialgleichangen seyen bloss der ersten Ordnoog. Dieaa ist jedoch nicht 
nothwendig; sind sie auch von höherer Ordnung, so wird man, gemäss §. 131« 
dieselben immer auf die Form linearer Differentialgleichungen erster Ordnung 
zuriSckfuhren können, wo sodann das eben angegebene Verfahren wieder 
vollständig eintritt. Wir werden in den nachfolgenden Beispielen einige 
Fälle dieser Art behandeln. 



Unnitteibsm Bevilt d«r in II iM%Mtellcra Sain. 

TT. Die Cn«iehinig (e') ist 

e«»ürH-««'i(«) + n*»(«> + -J-yix»-*-X,V'a(«) + X,^,(o)-|-...j|e«»8x = C. (g) 

C e s e tel am Um Gkiehang (d) teb«ai-M gNIdM WomId. Jede =at, m gOtdis (B') 
Mdi« weno ile rasl aseh « diührti aitt «ird, d. h. man hat (Ar * ' 



a, Vi' (o) -t- «3 »/'/ («)-»-.... =0, T<^iD, (h) 

wo die Eveite Seite 1 ist, wena r= 1. Da die (B) identisch erfüllt sind, •wetm man Va 
Ar «, , . . . Mtst, so kann man lie beliebig viele Male na«h et diAmndren, so daw abo aaah 

— r V/,'-« (a) + (b, — a) (a) 4- b, (a) -h . . . . = 0, 1 ' 
— r^p,*-' («) + c, tp,' (o) 4- (c, - a) V',' (ß) H- . . . . =0, 1 



Beseichnet man nun die ertte Seite der (g) mit F {a}, so bebaaple ich, dass auch 

F'ta) = C'(r^m) (i) 

wo C' eine wHlkHiUeh« Kowkaate, der (a) ale Inttgra]|^^elinB( gaaOga. ^ Para gdiOifc aaA 
1.132. II dftM 

^^-^^^[X,-it^,y+h,z-^.0]+''~^ .«0 (k) 

isy. Es ist aber 



• Die (fl) nicht kurzweg die (B'), vielmehr ist letztere mit dem allen nr"^ff>n or,. a,, 
. . . gemeinschaftlichen Nenner (a), welcher des n — Grades ist, maltiplizirt worden. Ist 
abe die (B') durch f(a) = 0 beieichnet, so i^t die (d): (a) f (a) = 0. Aber für a = a, : 

f(ß)v(a) = 0. ^[f(o)^(a)J=0 SLllMp^=^o, Da nicht ^ (a) = 0, so 

ist {(a)~0 (wie angenommen). ^ Dann gibt die zweite Gleichang anch f (a) = 0, vetam die 
dritte liefert: t' (a) — 0, «. s. w.'bis V (a) = 0. (Veigl. Note zu $. 108, UI.) 
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-»--.]}. 

Weiter 

~ [y + » (a) + • .]j = ^ je«' [y H- s (a)-f . j| 

{««•C»»i'(«)+»t/(«)+.J+Y»«"'[»»*-'(«0+...1 

= a e«« t» (a) .J + Y e« »0 I» J 

1 . ^ 

«•«'[» tf,,' (o) -f- . 4- j-6««(l [» <«) + . /.] 

1 . 

- e« ' [X, W{a) + X, V'/ («)+ . .] - Y X e« • [X, y;,-' (a) -h . .] 

d. h. 

r ' y [ l ( rt I — :i , («) — . .] > [o — a» — a, «f/.^o) — , .J 

z [a v/,'(a) — b, («) " l'i V'j' («) — •• + r V'j'"* (a)J 

^ u fa V'j' (a) H- r «/-j (a) — c, (a) — c, i;/,' (o) — . -1 + 

-hrxx[a (n) (r - 1) (a) - h, ,;,/-« («) — b, («) — •• 3 

4- rxu [n 1; (a) 4- (r — 1) 9;,'-» (a) ~ c, (o) — . .] + . . • . 

X' 7 (a , (a) — b, — bj («) — bj Vi (a) — . .] 
4-x'ula v, (a) — Cj — C,ih (o) — ..l4-....=0. 
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182. B«iipMc. 

Wegen der (B) und (B';, so wie weil die (Ii) und (Ii') für r = 1 , 2 , ui gelten, Ui 

aber diese Gleicbang identi&ch richtig, somit (i) eine Integralgieicbang des Systems (a). 

Dus damit aueb die Form in II aU richtig erkanot iüt, unterliegt keiner Beanstandung. 

§. 134. 
Beupi«!« *a S. 133. 

7^+ 3 1 ■ 38 y 34 z ^. ü\ 

Die al Igemeinen tntegnlgl«idiaDg«o rnttsien swei wfllkiilieli« KomtMitoB-iiiBlIuMn. 
Mm hat xoeist 

8 X c X 

6 -f- a, <t. 4 2a_. — an, ; t», — a — 5, «• 7 u -f- b' = 0; a " 6 und I. 
X = 4 e' — 3 X -i- a, ( 7 « — 9 «i •> " (4i* — 9 «> e' -+- (7 a — 38) X , ». = y + (o ~ 5) X. 

« 49-9o . 7a-38 7«-38 

,«+1 a « . 

alfo hat man (Br a= 6 und 1 : 

5 2 1 t 4 1 24 17 66 

11 1 19 56 

y — 4« = C,e-'4-20e' — 31x-f-3l , )« = — ^C,e-'4-— Cje-*«-y e' — x — 

2) »J^-»-4|-J+31y-*-llx = 0, 

woraus 

|| + 3y-i = 4x, |*-l-yH.6»=:~9«, 

~l + 6at«saa,, 3+a,s:a; a»s=«->8, 8«-t- 16=0, d.h. (« — 4)"=s0, 

a = 4dopp«ll. 

X = 4x— 9a,xs<Sl-9«>x, ^ = yH-(a-.8)». yx«««ex= ^^^-^-^xo«« 

ai — Ua „ ■ 

— ec. 

a" 

. 91— 9a 81 — 9a 



a a- 
y (a^ - 3 «*) X = C e-«» (81 a — U a»>x — (31 — 9 a) , 

wenn wir C = C aetcen. 



* Die Ulinweisungen besieben sieb oatütlicb auf |. 133. 
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Dilforensiii maa nach «r, so hat man: • . 

2ay+(8o» — «a)« = — Cxe-«'-t-C'ii-«'H-(ai — 18«)»-{-9, 
Qod wenn man a =: 4 settt ; 

woraus : ' 

Ce-*».«^^. C' ..^11 8 Ce-*» ,^C'e-«' 31 13 

3-t-a, «, — 2 H- 5 «, - " oOTj ; «, — 3, n' — 8o-t-17^ ü, ic - i T i , 
X = X 4- (a — » V = y -r (o — 3) t. 

y + (l-hi)a = e-««[C-4-yx«tt«exl = e-**[«<.*x — ItfcnJ [C + C'i 

+ + (1 4- i) •» Je«**'> » 8x| = 0-** (eoix — i«««) [C + C i -h ' 
xe(4^ii 6-f-4i 

^(4— i)x^ ^ 15 — 8i. . . 

H- ~|j («J«** » » '*» 17*" * ^ * **** *)J' < 

« 

Miiltipiiairt man die aweite Seite ans und aetst beiderseitig dat Beeile oodlna- 
ginire gleieb, so erUUt man 

y + s (C«MX + CHmx) e-** n ,v ' Ä * ~ n-^j • 

1 <j Ii 1 < ' 

' • 13 17 i<* 

e*z 

4) |^-*-ax-*-by + c»=Tj, 

^^-l-a'x + b'y-Hc'« = T, 
^ 4- a" X b" y 1- c" y = T, . 

wo T| , T] , T| blosse FunktioDeu tod t sind. Bei der hier vorkommendeu bcsuadcren 
Form kann maa das obige Verfltlifen ebeniklls anwenden , nnr wifd in der Olei« 

obong (c) an die Stelle von treten. Man hat also : 

aH-a'a,4-a"a, sc, bH-b*«« + b"a« ss««,, e4*«'^ + c"fl^ sso, , 
worauf 

_ cb" — b(e"— «) _ bc'— cQ)' — g) 

"» "~ (b' — tt) (o" — «) — b" c* • ~ (b* — a) (e" — — b" c* * 

(a— a) (V — <*) («" — a) — V'c'/a — i«> — b <«" — a) — c (b* — «) -I- a'eb" + a"bo* =0l 

waldi letalere Gletohnng drei Werthe Ar a gibt, woraus dann aneb drei Werthe Ar 
%t«i feigen. Istnttn^ssx-hfC^y+i^a, so]iatmanfarT = T|-4-ix,T|H-<^T|: 
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8»^ 



8 

woiMi (§, 117, Nr. 1), d» dort ]B|SsV— a, »1 = — V— «: 

Setzt man hier für « seine drei Wcrtho , und natürlicli für , die eotspre- 
cbendcn, so erhält mau drei Gleichungen mit suchü wilikürliciicu ivonsiantea, die 
di« Aufgabe lOten. 

5) Die GleichongeD 

Ö*x 8*v ö*« 
8*x 8*T 8*x 



«fklM In dtr M—hantt nukramwi (fagnagß, lUcaoiqm «lutlytiqm, TI iMlion; FaineB, 
Meehaafk, II.S.M&). w«dMi In dMMiiMi WrfM MMiUt. Uia M amikwa^. 

8'y 8'k 

Öi^* Öi*"** *>ii'tt^ CMia« du Feini der obtn behindtHwi OltlchmigWL Bind din 

Werth* wn a poeMv, le irt Imaghilr und e*V^ vM m «0e<()/^c)+i«di(t)^<^, vie 
behnnnt 

-V t;'x a + b — c 8y . c ^ 

«) T—" er 

8*y a4-b — c 8x ,b — o _ 

^'-^ — b — "«ei"» 

welche Gleiehangen in den Untersuchungen über die Mendsbeweguag yorkommen. 
(Yergl. PontdooiUtiit: Tlidofie nnnljtiqae du ejeUme do mende, II, $. ^38.) 

Man tetee ^=zt* ^= j|, eo hai ouui vier nbhAngig YMiaderlu^: x, f, 
Za , 7i und dncn die folgenden GleiehuQgen : 

8y.a + b — e b— e , _ 

. "1 "*» ra« y = 0. 

ot a a 

Daniu nun, wenn man die Tier QrOssen in folgender Weise ordnet t z, 7, 

- i »-"'C b — e - , . aH-b — e 
— 4»"— j — «^ss«, — ^ ■ iii*g4=a<^, — H ma^ — aa^, 

a-f-b — c 

D 

vbnMis folgt: 

^ __. ttb _ 4m'(ft-c) — btt' _ (b — c) fbg«~^4ni«(a~e)1 ' 

• ""im'ia-ci)' 4m*(a--cj)(a+b--o) *• 4ni(a-«) (a + b — o)a ' 
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L Ab . b a J b a , 

^ = X -h a, y -h o, -h 04 y^. 

. (b — c) [bo' — 4m»(a — c)] ha 4m» (« — 0 - ba» 

^ 4m(» — ^ (• + b — 6)a ' 4m'(a~«> * 4 »»(»—«) (»^-b—c) " 

=s €•-«*. 

Die OtOomii a, b , 0 sind immer positiT» eben so ist c > b >- a ; danuu folgt, , 
dass wenn die obige bi^ntdratischc Qleiohong naoh «' ftV^Beltttt wird, flir swei 
Werthe ÜDigen wetden, g^ebea duioh 

( — y[(a + b-c)»-»-4(c-a)a+(c — b)bj j 

} ± y-4(c— a)(o-b)»b+^[(H-b-«)«H-4 (e-a)»+(«— b)b]»j 



welche Wertbe reell und beide negativ sind, üadem 

-.4(e-a)(e-b)ab+^ [(a+b-e)*H-4(o-a)a-4-(e-b)b]>»-|-[<a+b— e)« 

-f-4(c — a) a — (c — b)bj- 4- b (c — b) (a -I- b — c)'. 

Daraus folgt, dass die Tier Werthe von a imaginär sind. Seyen dieselben also 
= ±i?i, tß'i, lohatniaii: 

* 4in(a— c) ^a -I- b — c;/^i ' 4ai'^a— c)** 4m'(a— c) (a4-b~c) 

Oi~c)[— b/?»-4m»(a^e)) hßi 4ip'(a — OH-b/g» 

* 4a<a— e)(a-^b — e)/ri '■*"4iii«(a— e)*''^4m»(a— c) (aH-b— e)*'* 

(b'~e)r~by'->4in«(a— c )3 b,yi 4m'(a-c) + b^» 

4m(a— e)(aH-b— e)^i ^ 4m»(a— c; * 4m«(a— c) (a-i-b-c) 

= (cM/rt— isw^t), 

^<b^— c)[— b;r'--4in'(a — c^I bji'i 4inVa — c) + b/r* 

* 4 m (a — e) (a + b — c) ^' i ^ 4m »lä^ ^' 4m* (» — (a4- b— c) ^* 

= €4 (co#,i't4-«in^'t), 

woraus, wenn man =C 4- C i , Ct = 0 — C'i, C, = Cj-HC,'i, €4 = 01—04'» 

setzt : 

4m»(a— c) (a-hb — c) " T im' (a - o (a b — c) 

= C, cos (i' t -h C\ «in t, 

' 0>-«) lb<t»-h4m»(a~c)] b|> 

4m(«-e)(a + b-c)/» ' 4«»(a-c)*'='^*^'''^^ 

(b-c) [bj?'» + 4m»(a-c)J b^ _ «.^rt-J-C rwi t 

4m(a-e)(a + b-e)^r '-^„.(a-c)'» ^» ^ * 

nnd hieraus endlieh 
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Uobcigens iit aueli 

4(«-») . ^>^ 4(>-c) (b -«> . . 4(>-c)(b-<)»p' 

MtdihBt: 

«g ^^r?" »TT TT-^-T i -lCco#/?t + C*nn^t] 

^l' (b — c)m* . j 

a b — c 



>-hb-"C 

4(a— c)m' a 



ab/*'* *^ 

uod wenn man diese Gleichungen auf die Form 

X = £ *in (,J t y) 4- E' #in t -h > > . 
y = El t^v t -(->') -+- E'i C08 iß' t 4- y') . 

bringt, so sind / und / willkürlicbu Konstanten, eben £ und £ , wahrend 

^a + b — c * ^a-f-b — c 

mB mJT-i 

% a 

JL SS , £ , E'i = ; E*. 

Unter der letstoren Ferm ^rdea dieie Betnltate in der ABtranomie benflist. 

7) Setzt man in den Cjleicbuugcn 

+ — b«Mat(z«Miit+ jmBt>:=0, 
+»7— b«if»ni(x«Miit + 7n»nt)=0: 

X «MIBt— y CM llt = T. 

•0 erblli naa 

-,-a»-a4.ii»)uH-2o^^«:0 
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die wie in Nr. 6 behaadeit werden. Endlich ist dann 

X = n eot n t + ▼ #m n t , 

§. 135. ' 

Beiipiele der lutogii tfan gleleliieltiger DUfiHrentielgleielMiDgeii beliebiger Fem. 

Haben die vorgelegten DitfereutialgleichuDgen nicht die in §. 131} aage- 
gebeoe Form, so kann man entweder das in §. 131 im Allgemeinen ange- 
gebene Verfahren der Zurückführung auf eine einzige DiÖerentialgleichuDg 
höherer Ordnung anwenden, oder nach §. 132 die Auflösung versuchen. 
Eben bo werden im bebouderu Falle Mittel augewendet werden können , die 
für die«en Fall geeigoet sind , wie wir dießg nun an einer Anzahl von Bei» 
spielen näher betrachten wollen. 



(refgl. Po i s a o u , Mechanik, U, §. 463). Aus diesen Gleichungen folgt unmittelbar : 

if fet' _ et» 

ai 8t» et» 8t * , 8it ~ öy ' 

8t 8t 

wonms, indeni man Integrirt: 



wenn C die willkflcliahe Konttaiite. Setsfc maa dieien Werth in die ento Gleichung, 
io hat nuHi 

8t» 8t yi^c» 2VThkc» 

8y Cat Cat' 
■0 daM die Ihtegcale der gegebenen Gleiehnngenmitden Tier Kooetanten: C. C, C", 

C 1 

C " gefunden sind. * Setzt man C=-tga, also =:jiHa,— 7=: —cosUt 

Vi-hC» yn-c» 

•0 ist auch 



Uer einen Einwand eilielien, den nladieh, daie \/{- )-^\^:) nidit 

lianweg = Vi -h , sondern = + ^ V 1 -j- C xa seuen «ey. AlwUnn ftode sich 
ö t et 

xs^ + —'^L=, 'hCt + C\ y= + — ^^^L=-f-CCt+C'". 8elrtniaadannC=^a, 

ayi + o» 2V1-HC» 
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« = 4-e'tH-«i*,y= g l-<^«e'tH-e"* 

Poissoo setzt noch c' = coo«a, um zu erhalten: 

wo dann o und a die wiüküriiciien Konstanten sind. 

* Bewegang des Schwerpunkts der PianeUu. 

II. Ein Punkt bewege sich unter dem Einflüsse einer Kraft die immer nach 
demselben festen Punkte gerichtet ist, und deren Intensität im Yerhältniss« des 
Quadrats der Entfernung abnimmt; man soll seine Bewegung untersuchen. 

Die hier angegebene Aufgabe ist die der Bewegung (des Schwerpunkts) der 
Himmeiskörper, in so ferne man nur die anziehende Kraft der Sonne in Betracht 
dehl. Es lAMt itoli fibefdieM leiolit bewdaen« daw die Bmregung nvtlnrendig in 
•iB«r Ebene toc lieh gehea mnm die dureli den tuMt Pnnikt feht, wm vir mu 
gerade«! TOfMuaetMii iPoUen. 

Sejr alio k die Intentitftt der wiricsamen Kraft» wenn der bewegte Fiiiikt(Kllf^ 

per) in einer Entfernung = 1 ist, so wird dieselbe = seyn, wenn die Entfernung 

r beträgt. Wir wollen weiter den festen l'unkt zum Anfangspunkt rechtwinkliger 
Koordinaten (x und wählen, diu natürlich iu der Ebene liegen, in der die Bewe- 
gung gescbiebt und aanebmen» xnod 7 sejen die Koordinaten dea bewegten Panktea 
aia Ende der Zeit i, t alsdann seine Entftvnnng ron dem festen Punkte. Die wirk- 
same Kraft zerlegen wir in zwei, die nach den Axen der x und j gerichtet sind, 

kx ky X y * 

und gleish p- * sejn weid^, da -^t die Cosinus der Winkel sind, die r, 

d. b. die Biebtnag der Kraft, mit den Axen maobt. Da diese Seitenkiftfte die z 
und 7 SU Terkiirsen stveben, so bat man 20, YWl): 

p 6*x kz X.^^ ^ ky 

g «t'"" »■ • g et»"* r»' 

oder wenn ^=nt 
V 

ä^r^-'*;*' 'r=Vx'-*-y\ (•) • 



VlH-C» Vl-f-<y*a Vl + C» VlH-^»« 

C 1 
= ± . + •= — . Iii « ha entsn Qaadieatea <C^0), so gsltea la 

V 1 -f V IH- C 

beiden Aasdrückeo die obem Zeichen; ist a im zweiten Quadranten (C <[0) , die untern; fOr ' 

den diitlen Quadfantea (C>0) die urtsrn: fttr den vierten (C<0) die obern. Es geltes 

at' at' 
also immer dieselben Zelehea mtd man bat 1 s= eo« « + c' t + e", y = ^ «ins+e't l^e 

H-e'". — Man wird jedoch dieser Uatertachung Überhoben seyn, weun luaii &chliesslicii 
aedisitbt, ob die geAiadenea Fomefai dea gegebenen DMMrsatialgleicbangen gi<nügen. 

* 
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welche Gleichangen nun zu integriren sind. Man zieht >aQädut aus denselben: 

8«T 



wo c oiue willkürliche Konstante ist, deren Werth jedoch reell seyn wird, da jr 
und ihre Differentialquotienten ebenfalls reell sind. Es ist aber auch 



•0 dMS 



d.]u 

i [G 0 G 0 ] ^ dt (i) ' 

folglich 

« 

wo ^ tiM waitff« («benfidlt nell«) KoBttante itL Au (b) folgt: 



d. h. 



(d) 



dt c I 8 y 

so dass , wenn man die Gleichungen ^'-♦-y* = '^*f^ = *g^"+"y^ beachtet, »ob 
(c) herrorgebt: 

wo c, eine dritte Koutaoto ist, und das obere Zeichen gilt wenn r wiolut mit 
wachsendem t^ dM «ntoro woan r abainint mit waoliseBdem t 20, 1). 

FOfcroa wir fttr z und y dio Polarkoordinaten r and a» oln, to dass at =rop«a», 

Ix boi 8r8v 8üj er 8y 

y=r«n(ü. und ^- = — r*»»<ö< ^ -+-co*a) g-^. =r<?ö*a)g- 4-«no>g^. x^-^ 

8x 8 iB 

— y|-^ss:r*-g^; wAhlen ferner dio Richtnng der Kordinatenazen so^ 
dass » wAehst mit t (was immer mOglieh ist, da diese WaU uns freistellt),. so ist 

0, also die Konstante c positiv. Die (b) heisst dann 

8T==7f 

Femer ist immerhin r als Funktion Ton o ansusehen (rermöge der Oleichnng 

dsr KvTo die der beweg«» Punkt besefaietbt), so dass Ix^ff vn<l<^ä^ 
ans (d) bekannt isi^ so bat man ans (bO: 
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® • = i -TT- = . «H-^ = +c At -=t^ . (•) 



8 



Die Gleichungen (il) und (e) lösen die Aufgabe. Die (ileiohung^ (e) ist die der 
beschriebenon Kurve, (d) gibt die Zeit als Funktion von r; c, c, , , c, sind die 
Tier willküriicben Konstanten, welche durch die Integration eingeführt werden. 
Die Zeichen in (d) und (e) entsprechen sich.] 

■ 

Weitere Aasführung. 

Aui der ersten Oleiehtuig (e) folgt, dMtVaju r-f-e| r' — reell, aUo %ßr 
+ c, r*— c* faniBer potifeiT •«jb.ibbm. Aber 2f( r-f*e( r* — 7^) 

• i — - 1. Ist also «1 etwa negatir so darf — — moht aegaUr ans- 

fiftllea. da soost 2/<r + q r' — aegathr wAie. 
Seinn wirnno 

= — C» = »f»(l— d.ll.» = — f-,«*=l+— ji=-i^ ; i-, 

* C| • P #* 

to haben a und C| Tersehiedene Zeieben. Ist also «i > 0 , so ist jedenfolls e*^0 ; 
istO| negatir, so ist ^'-(-c'e| immeiiUn positir, also e' eben&Us positiv. Fir 
Ol > 0 ist abrigens e*>l» Ar < 0 aber e* < 1 (und > 0). — JeUt ist 

2Mr-l-C4r* — c* = 2/«r — -^r» — a/i (1 — ov = (a= e» — a»-+- 2ar — rV~ 

lsta>0, alsoe*<l, so mnss mithin a*c* — (a—r)i*> 0 seyn; ist a<0, 

alsoe'>l, soista'e» — (a — r)*<0, [in aUen Jülea aber ****~^^*~"-^*>0»J. 
Die (e) wird jetzt, da 

y ryS/ir + Cj r* — c' • V o V 2fi r 4- q r* — c V 

aa 

• «, === ± arc (/y == --T^??^ f~Y 
V eV2|ir + C( r*— c*y 

Off = ^.--^ ——~) = .+ -t- <•<) . — ülZl* =:±<y(a.-Hc,). 



arc 



also wenn 91^*2 — gesetzt wird , .wo si>| eine neue Koostante (f&r og) ; 



D. h. ebsB 2pr -H r* — c-> 0. 
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l = + «H^ (• - «4) oder 8= ± «rtä^ (• — «,) . • 

Vi — e* V a*e — (a— r)* 

in welcher Gleichung (1 — e^) [a' 0' — (a — r)'J immer positiv ist. Setzt man 
m — CD( = gp , so ist also 

(r— a)'-»- 2ao»(r— a) -f- a'e* = eotg^q>{ I — e*) [a'e*— (a— r)»]. 

(r— a)'[l-t-coiyV(l— e';] -+-2ae'(r— a) = tfo<y*v(l— e')a*e' — a'e*. 



lco*'»(l — e»)a*e»>~aVüW>»][l— o'gf><»yl 4- a» p«/rm«9> 



d. h. 



»>~a»«i 



I — e*co**<»~ 1— -e-co.«'^ 1 — e'co«*9* 

. ae<i~ e^tfgg» 

a — ap'^ojf'^ — ae'*i»*» +ae (I — e*)eo#9 a — ae*+ae(l — e*)co«9 



oder endlich 



Die Gleiehungf (•') xeigt, daaa die fragüdie Kiw» in tltoir Fftlbn ein K«gel« 
aeh&ittist. FQi e*>l bt dieselbe eine BTpeibel, IDr e'<l eineSUipM, flr 

e> = 1 [wo dann a(l — e') = ~ also «ndlioh and poiitiT] itl dtfwlbn «IdbFhiImI. 



(Vergl. auch §. 140, IV.) 



BewRidsier Fall der Effii»se. 



Flllt e' <^ 1 aus, so ist die Kurve eine Ellipse; nimmt man dann diejenigo Linie zur 
Folaraxe, die durch die Sonne gebend mit der früheren Axe der x des Winkel <i»| macht, so 
hak nao in <e') bfam tt+M^ fOr • an sotsen, um als Bilaigleidnmg ra eriiah^ 

_ a(l-e«) ^ 

l-fOMMtfl»* 

«« das obore ZsIcImb gilt, vann die nnamehrigen m von des der Sonne entfernteren Scheitel 
aas gereefaail weiden. Bedmek man aber « ton dem der Sonne niheren Scheitel (PeiibeUnoi)« 
to ist 

aO^ 
' l + e«a««' 

ae dasB a ^ halbe graue Axc, a Vi— e* die halbe kleine Axe der Ellipse ist, wahrend die 
groue Axe die Polaraxe ist. Lftsst man m von .0 bis 2 n gehen, so hat der KVrper einen 
vollen Umlanf gemadit. Ton • = 0 bis • ssv gUt dann in (d) das eben, von •ssiibls*=s2|B 



* ^ » >0 »st der Nenner gMeh #1 Vi — e» Va'e'— (a— V)*; Ar a <0 aber 
■ mVI — »* V^»-u^ — (a — i;* ; im Folgenden ist diess aber gleiobgihlg. 



193 Erwlmug tliMf ktttn hMnm anrah dato vInBwn. 



das ant<>re Zeichen, d. h. wtm naa di« Zeit TOD «kO aa BiUt» so kl ^ Zatt «iaai Dm- 

laofs V gegeben durch 

y ,1 Vft»e*— (a— r)* y V a»»»— (a— r)» 

•o dau 

Nvnist 

yVa'e'-{a-o' r n / V'a'o^- (a-r// 

/ - 7 , = a«ff<^= + 0O)— a«w (/y'c: - 00) « a « . 

aodaas*=s2airy— . M = ^~. ks^^^iit (Vergl. «Aahaiig* aatar J.) 



§. 136. 

Fortiatiaog. Enrlnnaog einai klttam LaftalMiiM dnrdi aiaan wiramii. 

ö'Ö. nr A A'BB' fFig. eO) stelle einen geradlinigfen Kanal 

vor, der durch die Wand CC in zwei Theile getheilt sej; 
in den beiden 1 heilen bewegen sich Luflströme von Ter» 



o' wSäuSMHst Tenipeifttar, lo cbtfs dnreli die Wand lundiirdi, 
. die aiu einem fUr die Wirme leieht dnrohdriiigbareii Stoff 

bestehe, der eine Luflstrom durch den andern erwärmt 
wird, während die Wände BB', AA' keine Wärme hindurchlasseB. .Mao aoU die 
Tempcrator der LuftstrOme für Jeden Qaersohnitt untersuchen. 

Wir setzen hiobei voraus, dass bereits ein Zustand eingetrofpn sey, bei dem in 
jedem Querschnitt sowohl des Kanals AA'C'C, als CC'BB' immer dieselbe Tempera- 
tur herrsche, die natürlich für jeden Querschnitt eine andere sejn wird. Sey femer 
die Temperatur des (iieisseron) Luftstroms in AA'C'C, wenn er in AC in dea 
XIaiml eintriit; die Temperatur, mit der er demKuial in A'C rerläast (beide etwa 
in Graden des hnndottlieiligen Thermometeri angegeben); ab, a'b' swei Quer- 
schnitte, deren Entfernung Jx (unendlich klein) sey, wenn x die Länge Cc ist; 
T die Temperatur im Querschnitt a c , t die in cb, welche beide bloss von x und 
nicht von der Zeit ahliiingen, und wenn die Kanäle eng' g-enug sind, durch 
den ganzen Querschuitt dieselben sind ; im Querschnitt a' b' werden nun die Tempe- 
raturen seyn: T-hJT Ar aV, t-hzfi Ar e'b', wo JT negaiir iit, da T mii 
wachsendem x sieher abnimmt, dagegn dt pesitir oder negatir ist, je nadidem die 
beiden LuftstrOme sieb in dnaelben oder der entgegengeaetalen Richtung beweguo 

ist positir im «raten, negatir im xweitenFalle^. Sey weiter P das Cbwidit 

derjenigen Luftmenge, die in einer Sekunde durch ac strömt; p das der durch cb in 
denelbeu Zeit ttroöiendea Luflmenge; C, c die speztfltehea Wimen der beMea 
Lnllarten (§. 76, VIO, k dieselbe Grosse IBr die Zwisohenwand, wie in §. 76. Je 
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kleiner nun Jx itl, detto guamn mhtig wird m feeyn , wann wir «anebiMii «• 
lurrteh» innerbttlb der swei Sdimtie »b, w^h* durehweg* diefelba Tanperatnr, die 
liflh dann frfOtslieh in a' b' Andere. Nehmen wir dann schlieMlieh dx uneodlieii 

klein, so ist d'w^r Annkbine g-cnidozu richtig. Cnter dieser Voransscinng wird nun 
die Luflmcnge P, indpm sie durch acc'a' strömt , die WÄrmonicnpe — PC^T ver- 
lieren, wrihrrnd die durch c b c' b' strömende Menge p die Wärmemenge pcz/t ge- 
winnt, wenn beide Ströme sich in gleicher Siobtung bewegen, oder die Wärmemenge 
~pejt, wenn das £ntgegengeMtske ■tattfindeft. Da nun , der Annalme naeli, 
dureb die ftvMeren Wtade keine WArme entweieht^ ra bat man 

-PCJT^±pc Jt, -PC^ = ±po4^, . 

d. b. wenn dnendlieh Ideia, «nter weleher Annabwe dieee Gleiebnngen erst ge- 
taaa sind (§. 76, VI): 

wo das obere Zeichen gilt wenn beide Ströme dieselbe, das untere wenn sie rer- 
schiedene ßewegungsrichtung haben. " 

Der Temperaturunterschied in ac' und cb' beträgt T — t; also ist die in der 
Sekunde dnroh eo' »trOmende Winnemenge = k (T — i)o»t wenn o> äie FlXehe des 
jKwiedien beiden Qnenebnitlen liegenden Waoditidu iit Diese ^iAdie tejs 
9(x)^z, wo immerzu) eine li^annte f^nktion Ten x ist, wie denn un ein- 
fachsten Falle 9 (x) konstant ist^ Da die durcb ee' itTtlaiende Wirme der gleiflli 
ist welche P Terliert, so ist : ' 

k(T — t)^(x)Jxss— PCJT. k(T — t)»(x)=s.-PC^, 



d.h. 

pr 

ex 



AT 

PC|4 = -k(T~t)»(«). (f) 



Die beiden Gleichungen (0 und (g) enthalten die Lösung der Aufgabe. Man 
wird hier am Besten so rerflabren, dass man zunächst aus (f) siebt: 

pct = + PCH- Ape, W 

wo A eine willkflrliohe Konstante, und dann hat 



(§ 91): 

- kyi(i)8«« ' ±")T - A] A'. 
wenn A' eine weitere Konstante ist. Um die Konstanten zu bestimmen, sey 
yg}(z) 8z s:tf>(x), nnd X die LAnge CC, so ist Ar 2 = 0: Tssr., für ^ = A: 
T ss>| , also hat man 

-k*(D)=|^«[(l±-0»e-Al+A'. 

PC 

-kfr(A)= MO ±«)ft - A]^-Ä'. 

IS 
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MM wdlelien swei 61ei«hungon A «ad A' beftimmt 'werden kOimea. * Man lieht 

hieraus, da ^f{X)'r^f iß) — J'f U) ^ un«* letztere Grosse die fliehe F der Wand 
CC avsdrflekt: 

ans welcher Gleichnog ful<,'t: 

^ n±«)fT, — T„e~Pj (l+«)kF 

» — pr — * 

A' ergibt sich sodann Minmittelbar. Da if; (x) — if; (0) (x) 8 x , so ist Jetct : 

wo^9 (x) 8x das swisehen C nnd c liegende Wandstfiefc wt. Die Oleiehnng (h') 

gibt T, \rährcnd (h) dann t gibt, so dass die Aufgabe Tollstnndig gelöst ist. 

Will man die Temperaturen kennen, welche der durch CB' gehende Luf^trom 
hl CB und C'B' hat» so wird man in (Ii) bloss T= oder =r| ni setzen haben. 

Für den praktischen Gebrauch ist es etwas bequemer, die obigen Formeln in anderer <le> 
stalt la geben.* Seyen nladfeh t», ^ die Tenperataren des sn ecvinataden Lnftstnas beim 
ßn. nnd Ansditt fai den Kanal CB', so ist 

a) bei gleicher Bew c gnng w ichtang : 

pet, = -PCi^H-Ape. pet» « -PCf, + Ape, -kF= ^/ ([1^4' ~ ^1 • 

14-0 vt» — 

woraus 

PC (r. - = p c ^ - w. = -j|Ej£i.,(a^) . 

b) bei ontgegengesetster BewegnngsikhtaDgt 



woraus 



pct,=TPCt„-hApc, pcto = PCT, -f-Apc. -kF^i— 

US 

PC ir. = PCC. - .J. U =-^^.(a^) . 

Ue&timmuug der Wertbe von J ^— / y 

IV. Mao soll die besthnmten Integrale 

e —TT-''- '=y. -T^'^ 

ermitteln. (Vergl. §. 163, in.) ^ Man bat (§. 85) 



£s kann auch seyu, da&s bloss die Temperaturen gegeben sind mit denen die beiden 
eintreten. Alsdann bat man wieder die erste der beiden Gleichungen ; statt der 
sveiten aber mur^s ni:in T aus (h) in t ausdrücken nnd beeebten, dsss t fttr x=:0 (oder x=:l) 
gegeben ist. (Bedteobacher: kalorische Hsscbhie, 2. Anfl., S. 91 IT.) 
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BmtinamoDg Tony x^*e"' tmax 8x, x~'»e~*co#ax8x. 196 
Aber (§. 27, 35): 

y' « a*«Max — ctxrax 1 f .a«inax — co»ax- 

y', „ — jMtax — acMAx . 1 r .«tnax+AMtax« 

V«-«-.x».«=v«- 

y'* ] /'*c~' (.iJ'in ax — ciaax) 1 av 1 s 

/•* , . „ 1 /•*•-« (*t«ax + a«*wraT)„ I y . 1 »« 



0) 



8y Iny 1 z 8z 1 t laz 

8 i~" ~ 2 l^-a» ^ ¥ iHha* * 8 » " " 2 iTä* ~ "2 F+V ' 

wonuM «leh 

•8^"*"8a"' T'* 8a *8»~' 2 ** 

Mau zieht aus diesen GleichuDgea, weaa man sie uocLmals nach a differenzirt 
unddaaasi ^* g^ehminirt: 

Qftax ebem so findet sieh 



Setst niMi u =s z +i j lo folg^ bieraiu 
w&hrend 



y=*e-»(co*ax-+-i*»nax)„ /e-"-»"« 
— CX= / — 77 9x. 

yo » /oV», Va' 

so dsM naD Te^ttthen wird, ea mOohte tt= ^/jITJ^ mjb kOBnen. WirUioli g«- 

nögt y^p^ der (k), und da die (i) dieselbe Form hat so Ut (§. 107): 

_ C 

während aus (l) dann folgt : 

C i C j 



Vi — »l VlH-ai* 

13» 



Google 



196 Di« g«geb«ueii OlciehiUigen sind nicht iMMr Differeotialgi«iehaiif«ii. 

Was C uuü C betrifil so ist für a = U : y — U, z s= /jr ( ^. 86). alio 

"ST* ~ 2i 



C + C' = 0, Ci-Ci=Vir? C = ^. C'= ^ 



und iqilhin 

. / I * ' / V 1 

Nua Ut wenn r=Vi -+-a\ cMa= «ma=— 17^^:.= ^ (1 + ai) • 

- ' r « «1 1 . . .V- » ' r " . . " 1 



d. b. 



a>0. 



= \/vii±il±iv4- 

INwt 4m Integrale / ^ — — / u — yli — * hienwf airtlMlMmimeii, 
isl leieht «nidiUieh« und man ftodei 



c>0, a>a 



§. 137. 

IMa gegebenen Oleidrangen «ind nlehfc Unter Diflbrentia^^ddmngen. 

Es kann sich ereignen, dass zwischen den n -h 1 Veränderlichen x, y, 
z,... nicht lauter Diiferentialgleichnnpen gegeben sind, sondern einige Giei- 
changen ohne Differentiaiquotienten. In diesem Falle kann man einige der 
abhängig Veränderlichen unmittelbar durch x oder durch andere abhängige 
Grossen ansdrücken, so doss sie als gar nicht weiter vorhanden betrachtet 
werden kSonen. Die Gleichnngen welche alsdann noch bleiben sind nnr 
noch sa integriren, and nach ihnen bestimmt sich die nOthige Aniahl der 
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wUIkQrlicheo KoostanteD. Em Beispiel aas den Amrendoogen anf Meehanik 
mag zur ErtftuteroDg genfigen. 

Wir woUra aDBehmen, durch eine KObre deren Am Irorisontel liege atritane 
eilte elMtisebe FHIasigkeii and es fey der Beharmogssastaaid der Bewegung einge- 
treten, d. h. in jedem Querschnitt bleibe die Bewegung immer dieselbe, sey also nur 
veränderlich Ton Querschnitt zu Querschnitt. Darnus folgt, dass in der Zeiteinheit 
durch alle Querschnitte dieselbe Menge der Flüssigkeit (Luft) strümen inuss. (Zur 
Verdeutlichung wollen wir uns in Fig. 60 unter ABB' A' die fragliche Rühre, und 
unter CC deren Axe Torstellen, obwohl wir uicht anzunehmen brauchen, dass die 
QuendiaHte alle gleich gross seyen, wie diets in der Figur dar Fall ist; es branoht 
nur die Axe CC gecadliaig sn seyn und horisontal au liegen.) Auf der einen Seite 
AB stehe die Röhre in Verbindung mit einem Gasometer, in welchem immer derselbe 
Druck P (für die Flächeneinheit) herrsche; an ihrem anderen Endo A'B' dagegen 
stehe sie entweder in Verbindung mit der freien Luft, oder mit einem anderen Gaso- 
meter in welchem der kon.stante Druck V herrsche. 

Ist ab ein^Querschnitt in der Entfernung Cc = x vom Anfang, dessen Fläche 
= f.) svy, so sey dort die Geschwindigkeit der Lufttlieilchen = v, wobei wir voraus- 
setzen wollen, do&ä alle Lufbtheilchcn sirii ia dcmt>elben Querschnitte parallel und 
mit glcicberGesebwindigkeit bewegen; p sey der Druek der in' diesem Quersdinitte 
hmsebt, so dass wenn n das Gewidit der Yolunwamaheit des Gaias in ab ist, man 
(nach dem lCariotte*sebea Gesetrn und mit BerflduiehttguDg der in dergansen ROhre 
all gleich Toraosgesetsten Temperatur) bat ' 

p«k|i, (m) 

wo k ein konstanter (und. bekannter) Koeffizient ist. Sey nun a' b' ein Querschnitt 
in der Entfernung .ix , so wird wenn schliesslich Jx unendlich klein, diess Röliren- 
stück aba' b' als überall gleich weit angenommen werden dürfen, eben so wie man 
annehmen darf, es haben alle Lufttheilcheu in demselben die Geschwindigkeit v die 
plötzlich in a' b' in ▼ + ^1 r tbergehe ; eben so berrsebe in ab a' b' flberall der Druek 
p der in a'b' plStslieb in pH- zip fibergebt. Die Lnflanenga In aba'b' bat sum 

Gewicht w /ix /i = — — , und da sie ihre Geschwindigkeit von t ia t H- v um- 
ändert, so gewinnt sie an lebendiger Kraft: 

d. b. sie hat beim Durehströmen vermöge der Arbeit des Druckes so viel an Irix n- 
diger Kraft zugenommen. Diese Arbeit ist aber = — oi J p Jx, da — w ^p der 
Ueberschuss des Drucks auf ab Uber den auf a' b', Jx der Weg ist. * Demnach 
wird seyn : 



* Man wird beachten , da&s vSiirend des Durclibtrömen» im Allgemeinen die Geschwin- 
digkeit snaebaen . der Draek aber sich venaindcm wird, so da«* ^ t > 0 , J p < 0 ist. Die 
SehlusKglelcbuDg (n) «Are Jedeeh faas dieselbe, wenn die IMuR« sieh auch umgekehrt 
vethielteo. 
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oder da iin«iidlidi kl«iii: 

(n) 



8x gk t)x 



Da die diuroh einen Querschnitt iu der Zeiteinheit itrOllieBde LttftuWDg« Iminer dw- 
teU>e ist, so muss innar also auch patv konstant seyn, so dass 

p»T = a (p) 

ist. Die Gleichungen fm), (ii), (p) geben p, r, fi als Funktionen von x. Von diesen 
ist mir (ni) eine Diflerentiaigleichung (oj nniss als bekannte Funktion von x ange- 
sehen werden). Wenn niiin will, kann man v aus i\>) ziehen und in (n) einsetzen, 
um eine Gleichung zur liestinuuung vou p zu erhalten. Für den jetzigen Fall aber 
ist es beqaemer zu setxen ; 

ttod wenn V die Gesehwindigkeit des Abinsses in A'B' wo p=P', so ist 

d. h. wenn 52' die Fläche der OeAiuog A'B' beseicbnet, demnadi a^ p «» t = P'A'V 
=sPj^V, wo 52, V die ftknlioben GrOsson ülr AB sind, es ist 



Zieht man hieraus p, was freilieh nur näherun^ weise gesehehen kann, so 
geben (p) und (m) die ührigMi Grossen. 

Da fiir <u = 52 : p = P, so ist auch 

durch welche Gleichung die Ausflussgeschwindigkett ausgedrückt istb Die Eiuflnss-* 
gesehwindigkeit V ergibt sioh aus der Gleichung P52V = P'52'V'. 

(Man Tof^. »NaTier, B^smni des lef ons snr TApplioatiMi de la H^eanique' 
Upartie.ZYa) 



§. 138. 

Das Frinsip des leisten MultiplikatorB. 

I. Bereits iti §. 131, IV haben wir gezeigt, dasa die iDtegration von 
gieichzeitigen DitifercntialgleichuDgen höherer Ordnung immer ziiruckgefQlirt 
werden künne auf die Integration eines Systems gleichzeitiger Differential- 
gleichungen erster Ordnung, 80 dass wir QOs nur mit letzteren beschäftigen 
wollrn. Dabei t-et/i n wir voraus, dass man die gleichzeitigen Differential- 
gleichungen hüht'ier Ordnung nach den Iiöchsten Differeutialquotienten der 
abhängigen Veränderiichea auflösen könne, so dass dieselben die Form 
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• ^"y-p ^^-0 ^-"-Q . 

dx'"~ • ex"' ^' ex'-**'""/ 

haben, wo in P, Q, R, . . . keine Differentialquotienten von y, z, u, . . . vor- 
kommen, welche die m", n'% r", . . . Ordnung übersteigen. Sollten die ge- 
gebenen Differentialgleichungen nicht 6o beschaüen seyn, dass in jeder die 
Differeotialquotienten höchster Ordnung vorkommen, so wird man wie be- 
feits in §. 131 aogegcbeo Aireh weitere Diflbreozirangai disses Ziel immer 
enekhen kdooM. Die Möglicbkeit der oben aogegebenen AaflOsiing wird 
jedoch hier unbedingt vorausgesetzt. 

Zwei gleichzeitige DitTorcntialgk-ichuiigeti. 

IL Wir wollen annehmen, man habe bloss die swei Qleicbangen 

worin Y, Z Funktionen von z, y, z seyn sollen, und mau habe aaf irgend eine. 
Weise eine Integralgleichung gefunden welche diesen Gleichungen genügt: 

'(x.y.») = e, (b) 

in der c die witlkfirliche Konstante vorstelle, eine weitere solche Konstante 
aber darin nicht sey; so folgt hieraus 

iz-i.®i •«-0 

dE dydx Bs8x * 
also wenn man <fie (a) beachtet: 

welche Gleichung nothwendig identisch seyn muss, d. h. die einzelnen Glie- 
der musseu sich gegenseitig aufheben was auch x, y, z seyn mögen (vergl. 

§. 132). Wir setzen voraas, dass Y und Z nicht Kult seyen, so dass y und 
z nicht konstant sind; eben so dürfen Y und Z nicht unendlich , also aach 
nicht X konstant seyn; dann versteht es sich von selbst, dass in (b) min- 
destens zwei der Veränderlichen vorkommen werden, da soost die eine vor- 
kommende einen konstauten Werth hätte. 

Gesetzt also, z komme in (b) vor, so ziehen wir z durch die Qbrigen 
Grössen aus dieser Gleichung und setzen dasselbe in die erste Gleichung (a), 
nämlich 

|^-Y=0 (»0 

ein, wodurch dieselbe /u e iner ^awöhulichen Differeutiaigleichung zwischen 
X und y wird, wie wir sie im iunizelinten Abseboitt betrachtet haben. Gemäss 
§.-96, n besteht nun ein Faktor M der macht, dass daun (a') ganz un- 
mittelbar integrirbar ist. Dieser Faktor bt aber nach §. 96 so beschaffen, 
dass die Gleichong 
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durch ihn erfüllt seyn wird. Denken wir uns nun zunächst in (a'J die Grösse 
z noch nicht ersetzt; denken uns weiter, M sey eine Funktion von x, y, z so 
beschaffen, dass sie den Integraliull^-Faktür für (a') abgibt, wenn man z 
durch (b) ausdrückt, so wird in der Gleichung (d) bei den partiellen DiÖe- 
renzirungen nach y und x zu beachten seyn, dass in M auch noch z vor- 
kommt das vermöge (b) von x and y abhängt» so das« die Gleichung (d) 
MTB wird: 

8M ■ eMSi e(MT) e(MT) d._ 

wo nun , die partiellen DifferentialqQotienten nach x nnd y in so 

ferne diese Grü^sen in M und MY entwickelt vorkommen bedeuten und 
1^» 1^ aus (b) za ziehen sind. Aus (b) aber folgt: 

er & 2 „ 0 ^ f ^ ^ 'L^ - ö 

ex ' tixöx~ • ey'^üxöy^ * 

■0 daes die (d') wird : 

( ö M ^ H^i^\ a f _ /eM ej ejMY) ejN 

Vfcx t)y ^ öx Vöx Öx ex byj ' 

8 f 

Die GrOMe — ist, nacli pnaern VoranesetEangeo, sidier niehtNnll; 

ferner ist wenn ^ = <p : 

OS 

8f6M_ 8(M») 8»f 8(MT) 8f_ 8(aYp) 8»f 
öx 8z 8x 8x8«' 8y 8b 8y 8«8y' 

alto'gibt die (d"): 

8(M») , 8(MY») e»f ^8f 8M>. i< 8»f .^f 8(MY)>v_^ 

"er^+'-TF — v.*^8rei-^6i 8 J - v.^^8rry"*"8i -^rj 

d« Ik 



b (M 9) _^ 8 



(MY ^) _ °V bjJ _ V. 8y/ _^ 



cx 8y 8z bt 

Allein, da M nicht =^ 0 vorausgesetzt wird, ist auch nach (q): 

8 X 8 y c z 

woraus folgt, weil diese Gleichung identisch ist, so dass auf der einen Seite 
steht was aut der andern : 



Ux 8s 



Uieser Satz i&t nur unter der geuiachteu Voraiusetzung walir, es sey die VorfMigellMlde 
Gifjcbuüg eiue rein identisch«, wie etwa x-+-yx — 5x = x-+-ys — 6 X. *. 
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nitliio man hat: 

welcher ^leicboog also der zu sacbende Faktor M genUgen muga. 

Ges^etzt also, man aey im Stande eine GrOsse $ zu beetimmen welche 
der GleiohoQg 

L^?IL«+«J^=o (.0 

8f 

ganOgt, und nicht = 0 ist, ao wird nothwendig = ( den Faktor H be- 

atimmen der die eiste der Gleichaogen (a) integrirbar maebt, wenn man s 
ans (b) zieht nnd in diese Qleiehnng euiaetst Man sieht hierans, dasa man 
alsdann nnr ein« Integratgleichnng der zwei Gleichungen (a) sn kennen 
brancht, am die andere sofoi) finden sn kdnnen. 



•o folgt hieraiu 

H-^-*-|^ = 0. x4-y-H» = cj i = c-(«-f-y). 
Die Gleiehaag (e') ist 

8x «y 8i • 

d.h. 

L! _ y^Lr^ Ü _ «^y — «) 8 i I 7. (x - r.) _ >;^y - i) ( 
bx x(y-z)8y x (y - *) 8 z Mx (y - z)' x(y-z)'/ 

& f _ 

Setzt man hier ^ = x(j — 2), so ist diese Gleichung befriedigt, und da — 1, 
ao ist X (jr— x) eia Faktor der die ertto OleiobuDg integrirbar maoht, Sie gibt dann: 

x<y-«)^ + y(i-») = 0, x(iy + x-c)^^-»-y(2x + y-e)«0, 

und nach 1« 96. I: ' 

yp8xÄ*»y+y'»— ««y. ^.y^8*=»*"»-*y*""**» 

to das« die xweite iutegralgleichuug ist : 

X (x y -h y ' — c y) = c', oder x y s ~ C • 
wenn man c — x -+- jk' -f- z setzt. 

lU. Wenn, wie im vorigen Beispiel, die Grössen Y, Z der Gleichungen (a) 
einen* gemeinschaftlichen I^ienner haben, also diese Gleichungen et.wa sind 

8y _T 8i__ 
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und wenn man | XC setzt so iiat man t zu bestimmen ans 

d<iroit die aus — C l>estimmte Grösse M eiy iutegrirender Faktor der 
Gleichuug 

9x . 

Es lassen sieb jedocb aocb gewdbniiebe Diffsrentialgleiehungen zweiter 
Ordnung, von denen man eine Integralgleichung erster Ordnung (§.118) 
kennt, auf diese Weise behandeln, wie wir an einigen Betspielen nftber be- 
jtrachteo wollen. 

IV. Angenommen,. es sey X eine blosse Fuoktion voi> x, Z eiue von z 
und y; sey femer 

|?=u (0 

eine erste Integralgleichung von 

WO u eine bekannte Funktion von y und einer willkOrliehen Konstanten a 
ist. Setzt mau ^ — z. so hat man also 

z. =->(Xs + Z> (h) 

IX C X 

als gleichzeitige Diäerentiaigieichuogen , während 

7. =^ U (i) 

eine Integralgleichung derselben ist. iJie (Ii) sind also in II die (a), (i) die 
(b), so dass im Frübero Y = z, Z = — (Xz -h Z) zu setzeo ist, wodurch 
die (e'} wird : 

Dieser Gleichung wird genügt wenn wir ^ von y und z unabhängig vor> 
aussetzen, wodurch .'^ie zu 

ÖX 

wird (§. 91). — Die Grösse 1 in II findet sich weuu wir die (i) nach a aul- 
iGseu; heisst diese dann f(x,y,z), so ist daraus oder wenn man 



BtiipM. 203 

■ 

will f-° /u guchen. Um aber letztere Grösse zu erhalten bedarf es sicher 

c z 

der AofiötDDg voo (i) nicht, da diese Gleichung sofort gibt: 

8a 

Denuueh liefert di# Gl^hung 

«tt • • " ae 
8a 

den iotegriieDden Faktor f&r die erste (h). Da dort s aas (i) m ersetzen 
ist, so wird sie dann : 

8«az ba 

Nach §. 9^ I ist die lotegralgleiehong aUo 



Die fiedinguog der Integrirtarkeik (§. 96, 1) ist U«r: 

Z , 8ii 

8: 



y^"8a" ^^»xL «flJ ' 



8u öu^ 8>a ^ _<3u ^ b*u _ 
8^8;"*"*8^8y"^^8;i"*'»;r8"x^*** 



Aber 4a I = o «iiM Integraigleicbatig too (h), ae Ist 

dx_8u *8b rfy 
ii—Bx 8y dx* 



d.h. 



_ _ 8u Öu 
— Xi — Z = — -f- - *. 

8 z by 



vo allerdings, damit die Gleichung eine identische tey (|. 132) a noch au (i) za erseUen i&t. 
KMaifalrt nan aber %, so bat man 

«eicba OI«iskng aaiMbr etiM idantiielie mjh omiii. Daraas folgt dam 

«ae 8>tt , 8a bu 8*n 



8a badx 8aÖy aaSy* 
d. h. di« obige Gl«iehiing (1). 

Der Gleichung 

8«y 



x* V. xyöx X 

V 

genfigt ab erat« Integralgleichung ^'^^'iax — Üy. Also 

X«8-.l.Z=-?l.o=aax-3y. ^" = 2x. Ä8x=»xr-/(x). e/»«' = *--. 
X X ba J X 

t 
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•0 dMt 4m (k) ist : 

wtloliet nun die IntegralglMdmng tob (m) ift. 

V. Sey y eine Funktion von x und y , eben so , und man habe von 
d«r Differentialgleiehiing 

eise erste Integralgleichung (f), wo u wieder wie vtMa beichaffen iü, so 
hat inao aberniala 

IKe (e') »t also 

welcher Gleichaog genügt wird, wenn ^ von z unabhängig ibt; alsdann 
wird sie 

so dasa zogleich seyn muss 

01 8« • 8 £ 8» . 



Wie in V findet sich dann M = e^ i-^ und 



e-«^^8x-^y[e^3--^^-Je-«~8xJ8y = C. 



(r) 



8a 

Ifsa ksaa noch bttasAM dtn 41t GtStse - in (k) imd (r) aaeb« ofaas dsM di« (f) g«. 

0 

0 y 

Bsn di« f Ol» ^ iWob «imr FoaktiMi foo s, y« « lisl» ioMBsr dadnreb «naütsltirtfdttt kam, 

9 S 

8 z 

dan BIO stti der Integralgleichung enisr (Mmmg r— h Mrim oit, aad dsaa s ■ dtt sb i janer 

oa 

GleiohoDg daraus eliminirt. 

§. 139. 

Drei gtoichstitige DiffeftotialgletcliangM. 

I. Man habe die drei GMchangen 

®y-v ^"-rt 

wo Z, U Funktionen von x, y, z, u seyen. Üenken wir uns ferner» es sey 
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f (x, y, I. u) = c (g) 

eine der (drei) IntegralgleichaogMi dee Systens (f), eo wird wie in §. 138 
notbwendig idenUech 

5-+^ Y-f- — Z-+- — U=sO 00 
cxox oz ou 

seyn (§. 132). Da wir wieder Y, Z, U weder 0 noch oo voraussetzen, so 
muss die Gleichung^ (g) mindestens zwei der Veränderlichen enthalten. 
Sey also n jedenfalls in (g) enthalten , so ziehe man u aus (g) und setze 
dessen Werth in die zwei erstei^Gleichungen (f) ein, wodurch dieselben zu 
zwei Gleichungen zwischen den drei Veränderlichen x, y, z werden und wir 
wieder auf dem in §. 138 behandelten l alle sind. 

* 

Gesetzt nnn weiter, man kenne ebenfalls noch eine Integralgleichung 
dieser zwei ersten Gleichaogen, nachdem n ans (g) ersetzt worden, nnd sey 
dieselbe 

f, (x. y. t. c) = c', V) 

wo c die Konstante der Gleichung (g), c' die neue Konstante isL Alsdann 
wird nach §. 138, wenn man ^ bestimmt aus 

8t . 8(TI) . 8(2I>_^ 
8x"^"87~ 

WO in T nnd Z vorerst u ans (g) ersetit ist» di« ans der Gleichmig M |~ =: 1 

gezogene GrOsse H, in der £ ans (g') ersetst wird, ein integnrendor fViktor 
f&r die eiste Gleiclrang (f) seyn. Denlien wir nna nnn f sey eine Ftanktioa 
von X, 7, 1, a, die^ nachdem n ans (g) in ihr ersetat ist, in die so eben ver- 
laogte Funktion von z, y, z übergeht Alsdann kann man statt der eben 
gegebenen Gleichung schreiben : 

^*^ü ■ affD , aoTD 8» 8(21) 8gi) 8u ^ 

8« 8a8« 8y **" 8n 8y 8« «v 8s * 

wo die partiellen Diiferentialquotientea bloss nach den entwickelt in ^, 
T, ... vorkommenden Grössen genommen sind, und|^, |^au8(g)za 
liehen sind. Aber ana dieser Gleichung folgt 

8x"^8u8»~ • 87*^808/" * 8»' 8«8»'" • 

SO dass also 

i"8^ 8(Y^) 8(Z^) \8f 8|8f ' 8(Y^) ef 8(Z|> 8f_^ 
\9x 8y 8i y 8« 8« 8a 8a 8^"^ 8a 8f 

8 f • 

Femer bat man, wetm wieder = 9t wo y nicht = 0 (indem n in f vor- 
kommt) 
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8j8f^8(l9) 8»f 8(Y^) 8f_ 6Cri») 8»f , a(Z|> 8f 

8x8« 8x . ax8a* 87 8« 87 '878«' .8t 8n 



_ a(2l») ,^ 8»f 
8s **8t8a' 



80 da88 



8f|y),8(Y{y) 8(Z|») ^(jn) ^0^^) 
8x 87 8« Ött 8a 811 

Aus der identischen Gleichung (h) folgt aber 

8tt . du 8n* an * 

80 dass also eodlieh 

• IT""*""??" ";8r""^~8^~"*^ 

Man schliesst hieraus nun das Folgende : 
Kann man der Gleichung 

tx cy bi 8tt 
durch einen andern Werth aU ^=0 genügen , so wird die Gleichung 

0 n 

einen Werth ^ liefern, in welchem u mittelst der Gleichong (g) sn ersetzen 
ist. Dieser Werth gibt dann, in die Gleichung 

* 8» 

einf^psetzt, die Grösse M, welche der integrlrende Faktor der ersten Glei- 
chung (f) soyn wird, wenn in demselben z durch (g') ersetzt wird. In der 
ersten Gleichung (f) ist eben so u zuerst mitteist (g) und dann z mittelst 
(g'} zu ersetzen. Mau findet übrigens 



M = 



11 öf»* 
8n 8i 



Tier gieiobMitige Differeatialgleichnogen. 

H. Es ist ans dem Obigen leicht sa entnehmen, in welcher Weise die 
angewandte Methode fortgefühi l werden kann, und wir wollen desshalb Ar 
den Fall von vier Veränderlichen mehr andeutangsweise verfahren. 

Seyen 

■-■-r i5-u nr> 

8«-^' ei-^* äi-^' 8i-^ 



die vier GleichaDgen, in denen T, Z, ü, V weder 0 noch oc sind, ood sey 

f(x,y,«,o,f) = c (D 

eine Integralgleichnng derselben, wo f keine wiUkflrliclie Konstante, jeden- 
falls aber zwei der Verinderlicheo, danmter v, enthalte. AlsdanD ist 
identisch (§. 132) : 

8f 8f 8f 8r ff 

J-'4-£^T-i- J^z-h J^u r ^ v=a 

8z 67 81 8a df 

Bf an ziehe ▼ ans (1), setze diese in die drei ersten (k) ein, nnd finde 
eine zweite Integralgleichnng: 

WO f jedenfalls u enthalte; hieraus ziehe man u, setze in die zwei ersten (k) 
ein (y ist nicht mehr darin), und finde als Integralgleichnng 

'i*(»»y.,«t«.ct)=«,. Ol) 

Hieraus ziehe man /. und setze in dio erste (k) ein, so hat man eine 
Differentialgleichung zwischen x und y. Wird nach I die Grösse M bestimmt 
aus den Gleichungen : 

eo ist dieselbe der integrirende Faktor jener Cleichunfr. Paboi ist zu be- 
achten, dass überall v mittelst (1) ersetzt iät. — Geschieht diess nicht so- 
fort, so hat man : 

8^ 8(Y0 8(Yt) 8t 8(Z{) 8(Z0 ^ , ^ ^^^) , ? ^^'^ ^:'::=0 
8x ÖTÖx 8y ÖT 8y 8s Öt tii bu Ö? Ba 

oder ans (1) : 

pt 8(YS) ^e(üi)l8f r»t8f . 8<T0 8f . . 8(ü{) 8f-]_^ 
L8x'*""87" • "^J 8^ " L8^ n^'iV" 8^ • "bT" 8iJ ~ 

d. n. wenn = 9 • 



8(U)^8(TC^)^ _^8(0W _ 8 

i ä r . . H a = ü. 

8z 8y Bt 

Hiemach ist M zd hestimmen ans : 



Bt Btt Bi 

> 

WO nach einander v, n, z mittelst (I), (IJ, (1,) za ersetftii sind. 
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III. Seyen y. > y,* * • > 7. die abhlogig Verftnderlieben ; Y, , . . , T. Fnok- 
tioDen von z, y«, • . , 7«t die weder 0 noch oo sind , ond 



(p) 



die vorgelegten n DiifereDtialgleicbaDgea, von denen wir n — 1 Integral* 
gleichnngen Itennen, die wir anf die Formen : 

it (x»7t • • • • y^~*t » % fcyi»»«» y»— 1» ^1)= •«« U (*» yt» • • • y«— i« • ~ c, , .... » 

gebracU denken, wo Ci , . . , die eingetretenen wUlkarliehen Koaitaaten 
lind, so ist M sn bestimmen ans 

f .-3 = i»_a -jr-— , |«.|a:Mrr , (r) 

«•yt "y» 



wenn in Ci (it • • t H nach einander y., 7.-1, . > 7i> 7« durch (q) ersetst 
werden. M ist alsdann der integrirende FalLtor der ersten (p), wo dieselben 
Grossen n ersetien sind. 

Es folgt ans dieson Gleichnngen 

>• 



87.87..! 87, 

so dass also die Gleichung 



ein 

" -=o. w 



nachdem in ihr y^, y, , . . . , y, aus (q) ersetzt nind, sich nach §.96, I int» - 
griren lässt. (Biine weitere Yerallgemeioeruag findet sich im nAohaog'* 
anter U, XVI) 

§. 140. 
BatoadM« Falle. BaiqpM». 

I. Ereignet es sieh, dass die GfOssen Y, Z, U, . . . der Gleichnngen 

8s 

(k) kein z enthalten, so setse man, da 4r —r^* v** 

» 0 r 0 7 

ei 



* Hier WIM 1; die 7., f, dtofa^i , . . . , f^-i die 7. «nlhslleat tanar dei 
Ronttanten telleo in . . , f.— i keine aadera t o ri i ea M aeB, ee 4sia slee f, aar e,, e, • . . • e»-t 
•nUuüten darf. 



« 
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8y~ Y ' b y Y ' * y Y 

und intoi^rire'dieses System, gera/iss dem iu §. 139 angegebenen Verfahren, 
wozu man natürlich jetzt nur n~2 Gleichungen zu kennen braucht, wenn n 
die Anzahl der Grössen y , z, . . . ist, um die u — 1" nach Auflösung der 

Gleichung (m) zu fioden. £liminirt man sodann ans der Gleichoog ^ = ^ 
alle Verftnderlichen bis aof j, so erhält man hieraos 



-J 



Y 



als Integralgleichaog. Fttr diesen Fall braucht man also bloss n— 2 In- 
tegralgleichongen des Systems zu kennen. 

Enthielten die Grossen Y, Z, U, . . . etwa kein z, so würde man die 

Gleichung ~ = Z in (k) weglassen und die übrigen n — 1 Gleichungen be- 

li;iiu]elii wit> >o eben; eliminirt mau dann aus Z die Grössen y, u, .. . mittelst 
der getundeneii n - 1 lategralgleichaogen , &o wird Z eine blosse Funktion 
Yon X und mau hat 



^ Z8X-I-C 
als letzte Integralgleichung. 

II. Wenn die zweiten Seiten der Gleichungen (k) denselben iSenuer 
haben , so dass also 

so setze man in (m) XjU für /i und hat dann 

(>(Xa i) . ^'(Y/i) H'/^ß) ecu/*) fe(V/«)_Q ■ 
9s' by bx {'u Ö» 

if — ' (mO 

df 8^ öf, • ' 

8t 8u 8s 

damit M ein integrirender Faktor von 
sey. 

III. Man sieht, dass es immer aufdie Auflösung einer partiellen Differen- 
tialgleichung (m'} ankommt. Die allgemeine Auflösung derselben kann nicht 
gegeben werden, allein es genfigt immer ein Werth von f» der die (m') er* 
f&Ut, wenn er nur nicht 0 oder oo ist, und man kann gar oft einen solchen 
leicht finden. 

Gesetzt etwa es sey 

Dl •■ r« r , OlMtMitat- «. latainl-BteliBUf . IL S. Awü. 
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210 Beispiel. 

80 wird der Gleiefaung (m') durch /a = 1 genügt, welcheo Werth mftii als- 
daoD wAhlen wtrd^ £nth&it die Grösse 



ausser x keine Veräuderliche, so kann man der Gleichung (in') genügen, iu- 
dem man als blosse Funktion von x aonimmt. Denn dann i'^^ gfi ^ " 
= 0, also wird die (m'): 

'8: 



EntldUt dagegen die GrOsse 

bloss z» so betrachte man fi auch bloss alsFnnktion von z nnd hat ans (m'): 

fi ZT, + Z 1^ == 0 . ^ =! •- / ^ • s 
o s 

Aehnlicho Resultate erhalt man, weuu 

bezüglich bloss y, u, . . . enthalten. 

IV. Alt Beispiel mag das felgende dieaen, das tohon in §, 136 gelOst 
wurde. 

8t'"" r»' 8t« ~ 

8z 8y 
und wenn ^j=». 0» = "' 

8x__ ?iy__ i*— §■ ^ 

8t~** 8t~'"* 8t"" r«' 8t~ r»* 

Tob diesen rier Gleiobungen kennt man bereits zwei üntegralgleicbungen, und 
da fiumer die sweiten Seiten kein t enthalten , so wird man gemäss I die swei an> 
deren dacans finden, wosn man san&ohsi die folgenden' Oleioünuigen beafltsen kann: 

8y_ii 8t_ /IX 8tt^ ßf 
8'x~i • 8x~ xr»* 8x'~ ir»* 

Ton denen nun (§. 135,' II) 

, 2n 

ux — xy = e, jt H-u — 1- c, 

r 

swet Integralgleiohnngen sind. Man hat also jetit in §. 189, 1 

X sr' ir* 
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Wm die dortige Gleiehung (g') anbelangt, so ist u == ' — - — , also 



weloben Oleioliangen daroh 



8x sx * 8s sr 



g< n ii^ t u ircl, eine GleicbuDg die sich aus der zweiten der obigen Gleiohaogen ergibt. 

Demnach ii»t 

Die Gleiebnng (i) itfr 

Bxcy t^z da * 

8 f 

weleber Gleiohong dureb genügt wird. Da ^ = x, so ist s = x |, also 

| = ^ — »"»d da bier n nicbt ror- 

kommt , ist' . 

m weleber Fonnel s dureb den ans (gO fblgenden Wertb sn ersetsen ist. Alsdann 

8y u 

ist M ein integrirender Faktor für Multiplizirt man diese Gleichung so ist 

X Z V X Tl ^ 

- . =0, 

z -t- f y ('X r- /. -i- c y 

s 7+ 0 

worin 0 = — - — und dann i ans (g') sa erseisen ist. Das Entere gibt 

SS 3v ZV-+-C 

— i r =0, 

r's-t-cy bx r*z-i-cy 

wahrend 

^^ -cy±sVqr»>t 2|»>^^ r^zH-cy = ±s/cT.' + 2Mr~ci. 

so dass 

~cy±x V2 fir-H Ct g*~g* 8y_ cx±y V2Air-Hct r- — c' 
±r»V2M» + Ctr»— 7> Öx~ +r«V2|ir-hCi r» — ö» 

f»V2Air + c»r«~c« V 8x V 

Da -f-y* = r\ so tat -1- x = und wenn x=^r cmo), y=:r«tna>, 
so ist 

8y 8x 



»7 



8o» r 



8x 8x ~8x* 

8» 8« 
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lo dut also 

er j. 8r 

ex 

was die Gli-icliuiig (o) in 135 ist. Setzt mau nun endlich in — * furxseioen 
Werth, oder besser in 

x?Vy|-J = «. + yo=r±V2Mr + e,r'-c». 

d. h. die Gleichung (ü) dea 135. 
V. Seyen die Gleiohangen 

=K' X» + A,' X, -K . .H- A«' 

V* ^ Ä," «, -I- Aj" 1, + . . + A.'* 1.. 

o l 



8s. 

= Ai«" " Ii 4- A,<"' X, + . . + A. " X. , 

in denen die GrOesen A bloss ron t abh&ngen, rorgclegt» und bezeichnet mia die 
«weiten Seiten mit , ... X., so ist die Gleiolrang (r) des §. 139, nämlich 

et.ejXjj) , 8(x,o _ 8t K 



jetzt : 

«nd ihr wird gcnilgt duroli 

. -/(Ai'-HA,"-l-,.4-A,'»')«» 

VI. In der analytischen Mechanik begegnet maa hftnfig einem System 
TOD 2d Differentinlgleichaogen von der Form: 

dpi 8jp dp, 8j» dpn 8 » 1 

dt tih* dt ~ 8q, d» ~ Bi* I 

Oy rf^i 8y rfqn fi» l 

dt~ 8ft* "<lt~"""eh dT^Tpi.* ) 

wo 9» eine t^nnktlon der abhftngigen Grössen p« ..... p., qi . • * > q.> so 
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wie etwa auch der unabhängigen t ist. In diesem Falle ist die erste 
Gleichung (r): 

d. b. 

dt eq> %t ^ ^bq. dt dp tt i't _ 

?~~r, r "'^ Z — — i — • • • — — U. 

et ö qi c p, • ü qn 0 p„ ö p, c (l^ 0 p„ V Hu 

Dieser Gleichung wird genügt, weuu mau ^ setzt. Deiuiiach 
lüsst sich in diesem Falle der letzte Multiplikator immer er- 
mittelu. 

llieher gehurt daü Beispiel in IV, wo ^^ =-x, = y, — ^» — 

§. 141. 

Ueberflü£sige iutegraUoQäkuubtaiiUu. 

I. Wir haben in §. 132 geieigt» dass wenn 

f=o (.) 

eine Integralgleichung von 

*'y-Y ®»-z ®»-n OA 

r 

seyn soll, wo f keine willlLfirliche Konstante enthält, c aber eine solche ist, 
nothwendig identisch 

■ ^:;.-H-:-i---, <•> 

seyu müsse, und umgekehrt, wenn diese Gleichung erfüllt ist, auch (a) eine 
der Integralgleichungen von (b) seyn werde. 

Man hat aUu durch (o) immer ein Mittel zur iland zu entscheiden, ob 
eine CilLitluiiig (a) als eine der lutegralgleichuDgeü von (b) angesehen werden 
dürfe oder nicht. 

Gesetzt aber r.s >eyen f, , . . , f , Funktionen der Veränderlichen x, y, z, 
ohne willküriiciie Run.stanten, welche für f gesetzt dtr (e) identisch 
genügen, so genügt dieser Gleichung auch 9^ (f^ , . . , t\), wo (f eine willkür- 
liche Funktion ist (§. ] 152, IV). £s ist also 

<p(f, . ..,f,) = C (d) 

ebenfalls eine Integralgleicluing von (b). Wegen der W illkürlichkeit der 
Funktion y kann aber in (dj eine beliebige Anzahl Konstanten eintreten, in 
grösserer Zahl etwa als die Zald der abhängig Veränderlichen (§. 131, II). 
Diese Konstanten nun sind überflüssige, and die (d) ist zu ersetzen 
durch üab »System 
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IL Es fragt sieb nun, ob man entscheiden kOnoe, es enthalte eine ge- 
fundene Integralgleichang flberflttssige Konstanten oder nicht Sey also 
etwa die Gleicbang 

ans den (b) gefunden mit den Ronstanten a, b, c, . . . , Ct die in (b) nicht 
vorkommen. Die Konstanten a, b, c, ...» die in F enthalten sind, werden 
nun überflüssige seyo, wenn F für f in (c) gesetzt, dieser Gleichung identisch 
genügt. Denn dann ist F nothwendig eine Funktion der GrGssen f^ » . . 
ff (§. 132, V), die keine wiUkürJiche Konstante enthalten. 

* • 

Legt man den a, b, o, . . . besondere Werthe (etwa Nnll) bei, ond man 
findet dadurch aas F verschiedene Fnnktionen, so bt jede eine der Grössen 
fi , . . . in (e). 

Wird die (c) nur dann durch F identisch erf&Ut, das» man Uber a» c, 
. . . besonders 'verfBgt, so wird, wenn diese Yerfügnng vorgenommen ist, 
die (Q aufs Nene nach derselben Weüse zu nntersuchen seyn, falls sie ansser 
C noch V illkürliche Konstanten enthält (die alsdann allerdings' auch über- 
flüssige sind). 

ni. Tritt der so eben betrachtete Fall nicht ein, so sind die Konstanten 
a, b, c, . * nicht alle fiberflfisstge. Da wir immer annehmen es sey (f) 
jedenfalls eine Integralgleichung von (b), so rouss immer 

8x dy 8« ou 

eine richtige Gleichung seyn, wenn sie auch nicht identisch erflSllt ist. Da 
die (g) eine, Gleichung zwischen den Veränderlichen ist, die nicht identisch 
erfDIIt aber richtig ist, so stellt sie selbst eine Integralgleichung 
von (b) vor. In ihr kommt C nicht vor und man kann sie also nach einer 
der in ihr noch \ orkoniinenden Konstanten auflösen, damit sie die Form (0 
annehme. Heisst sie dann 

F.=c., (p) 
£0 tritt jetzt wieder die Uutersuchung für die Gleichung (f) ein* 

Genügt F| der (c) identisch (wie in II), so sind die in F« noch ent* 
halteofen Konstanten überflüssige; genügt (f) nicht der (c) identisch, so 
muss, da (f) eine Integralgleichang von (b) ist, immerhin 

eine richtige Gleichung seyn. Die^s ist also dann eine Integralgleichung 
von (b) , die jetzt wieder in derselben Welse in Bezug auf die bleibenden 
Konstanten untersucht wird. ü. s. w. 

IV. In dieser Weise gelaugt man zuletzt auf ein^ Gleichung der Form 
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dx by OS 8u ^' 

welche keine willkürlichen Konstanten enthält, aber richtig seyn muss. Ist 
sie identisch erfüllt, so ist die Sache in Ordnung; ist sie nicht identisch, 
so kann sie nur eine Verbin dnnc; von den (e) seyn, wenn man den 
Konstanten besondere Werthe beigelegt hat. 

Mass man aber so weit gehen, so sind keine der Konstanten a, b,' c, 
. . . überflüssige gewesen. 

0 

§. 142. 
I. latagntion mittelst Eaibea. 

Seyen wieder 

dx-^' dx~^ 

die zu integrireodea QleichoDgen, so bilde man folgende Grössen: 

^ Öx cy OS du 

(b) 

Y. = ".T + \\: V -H Z + ~'Ü + .... 

a. I. w.. welche nichts Anderes sind, als die Werthe von . ^. . ' ]. - 

' ax- ax' dx* 

iP' Jx*' ^a* (*^) hervorgehen; setze in diesen Grössen 

X = a (etwa Oj, y b, z = c, . . . , wo h, c, . . , willkürliche Konstante seyn 
soUen, so ist nach dem Taylor*sehen Satze: 

, = b -i- ^(Y). + (Y, >. 4- 0 

wo die Anhängung des Zeigers a bedeutet, mau solle Ä = a, y = b, 2 = c, 
u = d , . . setzen. 



8y 
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II. Besonderer Fall der Gleichungen 

ey cS ctS ttu_t.*S ' 

worin S eine Funktion der Grössen x, y, z, u, . . . i.^t iiiit eiuer KoDätanten a, 
die bei der Bildung der Grössen Y, , Z, , , . . . in (b) wegfalle. 

Eeiötalso ^ = 0,^ = 0.^ = 0 Aber 

_ 8'8 8*8 8S 8»S 88 
, »~8x8y"^ ey' a y "^i y 8z e z"^'**' 

_ e=s e's öS fc's es 

^ fax Öz by b* fay I z" b * 

8's e»s 88 8*s es 
60 dase, wenn r ^ -^ j, ,„ = w 

ÖJ, eil 8 Zt eR 
öa cy ' ba 6»*""*.* 

d. h. abo ftuch If §7~^ * 

mitbin entbält R nur x nnd a. Weiter ist 



dx\baj 8x< 



S 8'8 8y e'8 8« 
8x8a 8aaj8z 8a8s8x 

8"8 8»s 8S e»s es 



~«x8«^8a8y 8y^8tt8»8» 

nnd da R kein y, 2» . • . enthält, also Jr öx aasf&bjrbar ist : 

|?=ykax + c. (0 

Diese Gleichung ist also ein Integral von (d). 

Ueberdiess ist 

_ 8 ras 1 i /8s>v» . -i 

so das« es genügt zo sehen, ob 

aS^ 1 /8S\' 1 /bSA' 

▼On y, z , . . . frei sey. 

Sind in S mehrere Konstanten welche in der nämlichen Lage wie a sieh 
befinden, so erhält man eben so viele Gleichungen (f) als es solcher Kon- 
stanten gibt. 

Wir bemerken hiesn* dau die Gleichung 

dx V8 ttj 

c II e R 

natürlich immer richtig ist, ob die Gleiobangen . 0, r- ~ 0. . . . stattfindea oder aieht. 

Oy Oc 

Die Gleichung (f) nfttet aber aar dann « wenn B von y , 1, . . . . frei iit , da maa aoait aie^t 
iotegriren kann. 



Viertes Buch. 

- m 

üntersQchuiigen Aber bestimmte Integrale. Anhang. 
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Neunzehnter Abschniti 
Die periodischen Beihen von koalier und Lagxange. 

§. 143. 

GrAozwerÜLi tuu / f{i)tinnz <; z bei wacbseodem §t. " 

I. AngeDommeii f (s) sey endlich von z = a bis z = b , ferner f» eine 
positive ganze Zahl. Alsdann ist (§. 42. Y) : 

Wechselt nun (/) sein Zeichen nicht, wenn man z von a bis b gehen 
lässt, so hat mau (§.39, III): 

y^r 8 « = Aiffn [*+ ©(b — a)] y^V (t)«« = [f 0») — f (•)] «M#(B+e(b— •)]. 

worans sichergibt, dass Vizyeoifizdz einen endlichen Werth hat. — 
Wechselt f (z) zwischen a und b sein Zeichen,, so zerlege man das Integral 

y i' {/.) C08 ^it d z nach §. 42, II durch Einschiebung vonGraiizen in mehrere 

i-inzehie, für wolclie f'(z) soin Zoichon nicht ändert. Alsdann werden die 
einzelnen Integrale sänmitlich endiiclie (d. h. nicht unendlich grosse) Werthe 

haben und ihre Summe daher ebenfalls, d. \i. J f(z)c<w^z dz ist endlich. 

Läs>t man nun /x unbegrauzt wachsen und bezieht sich Gr auf ein un- 
endlich wachsendes ganzes ju, so ist hiernach 

6rJ^{{z)9mß%Z*=0, (a) 

Ii. Der vorstehende Beweis setzt voraus« dass f (z^ endlich sey von a 
bis b (|. 39, 1), da man sonst von J* f (z) fi z d z nicht Teden' kann.* 
Diese Bedmgnng ist aber nicht onerl&sslieh. 
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f (x) «in /IE b X. 

Ist nämlich ffz) einmal uneodlicb zwi&chen auud b (Hirz), etwa wenn 
z = a, 80 hat mau (§.42, II): 

/ f(i)j<ii^i8i= /f{t)tmn*Bt^ 1 f(r)wiiMi8»— / f (»)#jii|i«e«. 

in welclier Gleichung (das positive) e beliebig klein seyn kann. Für ein un- 
endlich wachsendes /i werden die beiden ersten Integrale zu ISull , da P (2) 
nicht unendlich wird von a bis « — e , und von « -4- t bis b. 

Was das dritte Integral betrifft, so haben wir zu beachten, das» mög- 
licher Weise f(z) für z — a springen kann, d. h. dass f(z) vor z — a eine 
andere Funktion ist, als nach z «. * Alsdann ist allerdings f'fz) iniend- 
lich für z = tty weil jetzt die Stetigkeit von f (z) bei z — a unterbrochen ist. 
Wir treoneu daher das dritte Integral in die Summe 



f(x)«A»f»l8s-t-/ f(B>«MI|||8l,' 

a— * J a 



WO nun in jedem einzelnen der zwei Integrale jedenfalls f (z) dieselbe 

Funktion bleibt. 

Was nun auch fi, sey, so kann man e iniim r klein genug annehmen. <la- 
mit sitifiz sein Zeichen nicht ändere wenn z von u — e bis ageht, oder wenn 
man z von a bis a + e sich ändern lässt; ** alsdann ist 



/^f (c) «iit M 1 8 s = f [a — • H- 0 •] /'«Ml s 8 s = f [« — • + e «) 
a~f> J a-f! 



ß 



a 'Ja M 

woraus sofort folgt, dass für unendlich wachsende \.i beide Integrale, also 
aocb ihre Summe, zn Kuli werden* Damit ergibt sich aber die Gleichaog (a) 
als anoh in diesem Falle richtig. 

Würde mehrere Male unendlich swiseben a nodb, so wflrde dareh 

mehrfache Theilung des Integrals J f (z)«/u /iz i3z der Satz sich eben feo be- 
weisen lassen. 

üabiigMS IlMt rioh dl« BeluuipUiiig. dass / f (z) $mfiz 8s gl«idi NoU seteen IM» 



aadi in fiolgMidw W«iit Migto. Han keiui e imimr Urin genug nebmen, damit f (s) • 
bk a* «0 wia ?ob a Ui a 4- • |e daiMibe ZtldMO habt. Daim iit 



* Z. B. ?or i = a etwa f (1) = naeh sssa aber f(s) = -jj^. 

S«IU« s wtim Zdfihea Sadem, wma s von a — • bis a gebt, to mftMta • wenn 9 
zwiteben 0 und « tage. m(o — 9) = nii8e]m, wo n eine ganze Zahl; ninint nan abo« 

nur kleiner als m »ird tinßi sein Zeichen niclit ündern. — Von t — a — e Itis x — a-(-« 
aber kann man nicht gehen, da z. B. für a = 2 ff jedenfalls «tn/t(2n tj uud<m/j(2ff -j t) 
ton vanAledaBem Ztieban alnd. 
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Orlmwwth ton J*^ F (z) "^^^^^ ^ »• 221 

r(s)i^|i>8> = «^l>(« — / f(s)8B + dM|t(« + ee) / f(s)8s. 
s y «— • ♦/ a , 

f(z)az. / f(t)8i drfloksn Flleb«iinhmlto am (f. 46,1). da 
«-ff J a 

f (z) in je4«ai dieielbe Fmdction iit und amdi dttMlb« Zeiehsn belbthllt Da üntsr- 
schied der Gränzen « ist, so wird ia Fig. 16 die ar8naMM' = « seyn, woraus !;(ifort herror- 
geht» dui mit kleiner «eidendem • auch die FUkbe unbegrtazt klein wird. Man kam» alio 

/'n Pn-^i 
f (z) e z . / f (x) 8s beJidUg Uala liiid, 
n—h ./ « 

f (z) #1» X d s beliebig iilein werden kann. Eine solche GrSue 
«-» 

ist aber MoU sa aetun. * 

in. Ist also f (z) endlich von z = 0 bis s = b » so tat Memaoh 

(Jry^'f (i) «t»/i s ö s = 0. (»0 

Dieser Satz gilt fibrigeos auch, wenn f (z) noendlich ist föx z=0, 
wenn nur nnbediDgt f(z)sm^i endlich ist fflr z = 0, was «aeh sey. 
Denn es ist (e > 0) 

J**t(j£it%nttibz=^ f (z)«iMftx 8z + f (z)/tn/tz &z, 

WO nun nach I das zweite Integral Null wird ftr /u oo. Fftr das erste 
bleibt f(z)«&ij»z immer endlich, so dass e klein genng gemacht werden 

kann, damit J*^ f (z) jtt z 8 z beliebig klein, d. h. Null sey.* Wörde aber 

f(z)mniJLZ für z — 0 mit /t unbegränzt wachsen, so lässt sich das Letztere 
nicht mehr behaupten, wie sich diess aus der geometrischen Betrachtung:, 
welche wir oben anwendeten, auch sofort ergibt, wenn man nur ((y) siti uz 
als die Ordinate der kurve ansieht (und dabei n=^ od, t sehr klein denkt). 

Grlnsmrth Ton / - — -8». 

J 0 «<nx 

IV. In der Gleichung (a') wollen wir f(z) = — ^^j^ — setzen, dabei 

F (z) endlich von 0 bis b, und b annehmen, so ist f (z) endlich von 0 
bis b. FOr z 0 ist* allerdings der Nenner 0; allein es ist (§.22) ftlr z=0: 

«•»IIS j 

— : — = M I 80 dass 

«MS 



* Ist eine Grflsse so beschaffen, dass man sie beliclng klein nehmen kann , so mnss sie 
gleich Null gesetzt -werden. Denn wäre — f>, vro f) von 0 verschieden, so widerspräche 
diess der Annahme , sie könne beliebig klein, also auch noch kleiner als 6 seyo. 



y**" #1*1 14 X 

— ^ ' «*i ^1 • tn (F (fl) — F (0)J ^. 
d. b. SO 0 wird« also endlich, bleibt. Deiiiiiac]i 

J • m»t 

Ist DUO C?r / Ii2Lü^^32 endlich, so folgt hieraus 

J 0 MKS 

er r ^ « « M X e . = ör /\ (0) ^''^ 8 . = r (0) ör r ^ 8 . . 

0 'wwV ^ ' ^w*®"* bestimmten Werth 

bat. AUdaDD ist 

^ 0 MUS y o nn s ^ 

Aaf das letzte Integral kann der Satz (a') nicht sofort angewendet werden 

fda dann f(/.) — , also unendlich fiir z — 0 'wäre, und '^"V^ für z = 0 

gleich ist, al>o mit /( wächst]. Um es aber zu bestimmen, wollen wir 
= 2 Q + 1 annehmen , wo u eine ganze positive Zahl ist. Man hat uim * 

*fa(2m-l)« 



also 

•22 — a-f* «1» 2 « 4- -s- + 2»«, 

«MS 2 

woraus 



/•» «n(2n-hl)«. « 

/ e»=^. 

y 0 #inx 2 

was aoch n seyn mOge, Da ferner / *'"^^""^^)* 3^ sich mit unendlich 

wachsendem n, nach der Gleichong (a), der ^oll onbegr&nxt nfthert, wenn b 
zwischen 0 ond n liegt, in welchem Falle .— immer endlich bleibt xwisehen 

^ and b, so i&t 



* Maa »elf« H-2[co#2t-t-co#4r4-....-t-fo*2nxJ=:S, so ist S*in2z = fm2i 
«Ai4s — «foO-hmn 6 s — «mi2 s + . . . . -f- «tn (2 n+2) t itfu^a— 2) s = «M(2n+2)z+ 
«^2nis:2«M»(2ii-hl)s0MS, und 4to»Ai2s = 2«M»sM«s, to bt 

2S«mzco«s=:2«tn(2ii + l>zcojz, S = ~ . 

#tnx 

Or»r|^. sMin «BsndtNidi dir ebtnan aad aphltfidwn Trigonom^iri«* I, |. U ) 
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Griiiiwerth Tou / ^ F (i; d i. 223 

•/ 0 «ms J% «Ml «Ais 2 

T 

nad mtUun in (b): 

^* Dabei mOatea wir beiiierk«ii» dMS w«iia F (x) IDr s=0 
•V etwa swm Werthe hftMe, was der Fall iet, wenn F (jk) die 
Ordinate der Kurve MNM'N' (Fig. 61) ausdrückt, wo Ar 

2 = 0 die zwei Werthe ON, OM' gewählt werden ki'innen, 
in der Formel (ej derjenige zu wählen ist, der gegen die 
positiven z liegt, also hier OM'. Wir wolieu ihn dadurch 
Ä beseiehnen, daM wir F ( + 0) eebreibea* ee wie flbeiliaupt, 
wenn F(z) ffir x =: a xwei Werthe hatten konnte, wir den 
einen mit F(a*— 0), des andern mit F(ik+ 0) beteiebnen wollen. Bass diese Höf- 
lichkeiten in unserer Formel (c) nicht ausgeschlossen eintfi iftklar, da «ie bioet Ter- 
langt» dass F (s) endliob sey Ton 2 = 0 bis 2 = b. 

V. Der in der Gleichnng (c) snagesprochene Satz gilt nicht mehr Ar 

b = TT, da die GrOMO ^<'^7''<P> OBendlich wiid. Aber 

' «ms 

man hat: 

y ^F(»)«<»i<gnH-l)i ^^^_ /^ g(i)«f»(2n-H)Z g^ ^ /^ F(«)«ii»(2n-H)z ^_ 
9 Hnx ' y» «ms J ^ «ms '* * 

T 

Setst man im zweites Integrale z^^^n, ^ = 1, so sind die 

Gränzen von u:-|-, 0, und es ist (§.42): 

/-tf F(«)«m(2D-4-1)» g^^ p F»~m)«te(8n-H)(ir-n) 
s * t 



also 



y**F(ji — u)*io(2n-t- l)a. /' »F (rt — b) nn (2n -h 1) s 
1 ea= I - - -OS, 
0 «mn Jt «ms 

« 

J9 «ms Jo «ms 



= -^[F(-hO)-f-F(«-0)], (d) 



wenn man den Satz (e) beachtet, wo dann b s= iet. 



224 Dt« Fornief^aohm RflibeD. 

§. 144. 

IHe FonrlwMiiMi Btihtn. 
L Wir woUan durch das Zeichen 

1 J 0 

die Sumnie der Reihe bezeichnen, die man erhält, wenn man in 
J^((z)co8fi(»^T)dz nach einander setzt ^^=1, 2, , n; dessgleichen 

bedeute ^ J ^ {(z)co8/a{z — \)dz die Summe der uoendlichen Heihe: 

{{i)eo4{i — %)bz-i- lii)eot2{i — x) bz-+- f(z)co#3(a — x) Ü z 

welche Summe nichts Anderes ist, als der OrSnzwerth dem die e»t«re sieh 
mit nnendlich waclisendem n n&hert Man hat aber 

^j^^ U) 8 » + «y^^f («) ^oe /i (z — x) b /. \^ -h ct># (z— x) -h CO* 2(z— x> . . . 

I« 

*m(2nH-I)(^) 




-Hw*n(z-i>jez=~ I f(«) ---f^— ^Öx(S. 143>. 

Setzt man z — x = 2 u, so bat man 

~ A(i)8i + 5 A(i) (« - ») 8 « = /'f (x 4-gH) ° "J" * a a 

— / fix-i-2tt) r — i— an-»-/ f(x+2io — ^ — ^a« 



f(x— 2>) — — ^ai*-+- / t(x-f-2s) — — -i—ai. 

Lässt man liier n unendlich gross werden, so hat man als Werthe die- 
ser zwei Integrale, gemäss (c) und (d), wo ¥ (z) gleich f(x — 2z) oder 
f(xH-2z): 

«) «WB sa=0: Milw latagnls 0, s«eitM= ^ f (z4-0)= ~ f (+0), 
b) «UBZ^^: «tteiliit8fnlsyr<z— 0), sweitH = -|>{(z-«-0), 



e) wtiinxs:«: entea Iiit«fml = -^f (« — 0), sw«ilM = 0. 



* X = — a geteilt. 



Die ?««ri0r*ieliM IUOim. 225 

Daraus folgt, daas 
ly]^ (») 8 . + ly^Tf (•) M (« ~ ^ » I = Y f ( + 0) . w«im » = 0 . 

= Yrf(«-0) + f(x+0)l,irMiax>2'^ (i) 

» Y r<«— 0) , w«ni s =«. 

Ist f(x) nur einwerthig, so ist f(x — 0) -h f(x -h 0) = 2r(x). 
n. GaB£ in derselben Weise wird maa nao erhalten: 
■^y^*f («) 8 1 4- «M #1 (H- x) 8 « =y]/ (z> ^ H- (J6 ^ x) 4- cö#2 (z+x) 



C'U 



Lftsst man hier wieder n — oo werden , so ist abermals 

a) fllrs = 0: antM Iiit«gral=: Yf(0-'s)=*|-f(+0), iwdtnasO; 

b) «r x^2= entM Integtal = y f (0 — x), twelMt s ~ f (0 — z) , 



c) för X = « : erstes Integr*] = ■— [f (0 — «) -f- f (« — 0)J, zweites = ^ f (0 — «). 

Denmaeh 



1 « 



f(») eMM(«-Hx)8z = — f(-i-O), veimx = 0. 



= 0, wenn X . } (f) 

= |f(i»-0). weBBS=A 



' HL Addirt man die zwei Gleichongen (e) nnd (0. ond beachtet, dass 
«Of fi(z z) + 0Mfi (z + z) = 2 C0«ju z cMfix , so erhlilt man : 

^\x)8i-h2f w#|ixy^jF(x)co#l»x8x = «f(-j-0), weonx=0, ^ | 

= yrr(«-0)4-f(x-KO)].w«inx>^. / <«) 

= « f (ff ~ 0) , wenn x — ?f- ' 

Ist f (x) immer nur einwerthig, so ist also die erste Seite =7if(x), 
wenn 0 x ^ ;r. 
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226 Enreltmng dw erbAitaDen £fs«biiisM. 

Sabtrahirt man eben so die GloichuDgeii (e) und (f), so ist wegen eotf/üi(z—.x) 

— cos fi (z 4- x) = 2 ein fi x sin fi/.: 

«> ff 

2Z«Mfix/ f(t)«AifisDs = 0« w0iiiiz = Ood6r =«. 

* > (b). 

= jit{%-0) + t(x-hO)h w«iinO<s<ir. 

§. 145. 

EnreitMung der erhalteDen Ergebnism. 

I. Man setze in den Formeln (g^ und (h): z = — , x = , so sind die 
Grämen nach z':0 uod c, wobei wir c > 0 voranssttcen; mithin 

— / f I 1 8 X H i CO« / f I — ) cot 8 i 

=:«f(-|-0), V«BDZ's=0, 

=?[' Cx-«) + •( v' ^°)]- '•»» •<"~f <-• 

d. h. 0<x'<c, 

= ff f (]( — 0) , wenn x' = c , 

indem ffir x = «r anbh i' = c ist. Eben so : 

— 2#tn / {{ ös' = 0. wenn x ~ U, oder x — c . 

Setzt man hier f ^ 9> (u) and l&sst dann die Accente weg, so er* 
hUt man [indem f(+ 0) = 9 (+ 0), ({n — 0) = 9» (c — 0)] : 

9iM,)bt-i-2Sco»- — / 9{i)cos' 8* = Cf>(-»-0). wenn x = 0, 

e t ^ ^f 9 c 

= Y r*'<«-o)-*-»(«+o)i, 0<x<cj 

= c»(c — x = c; ) (i) 

sSn»^^ / T(E}«m^^as = 0. weiiax»Oodere=e. 

I c J 0 0 

= -|(f(x-0^-i-»(x4-0)J, 0<x<c. 

II. Man setse-in der ersten Formel (i) • y (z) — r(z)~h{(~z), so ist 
(.) e . = /• f (.) fl « + / V .) e . 

•f« c yo 0 ye .c 

80 dass 



Erweiteraog der erhaltenen KigebnUie. 227 

= Y I'^^-o) f (- ^ -1-0) + f(x4-o;| (k) 

-♦-f(-x -0)J. 0<x<r. ( 
= c[f(c -0)-^f(-c^O>i. x = c.J 

Eben so weuu man in der zweiten Jbormei(i) setzt ; 9(j5)=f(z)— f(— 2). 

y If (*--0)--f (-xH-0>-hf (»+0) - f (_«^0)J, 0<«<c. 

in. Die Addition der Foimeln (k> und (k'j gibt wegea cm — cm?^ 

-h «II» «»^- — = C08^-—^ — : 

c c 1- 

= ^I2f(X".0)H-2f(«-|-0)], 0<x<e» 

= elf(e — 0) + f(— c-fO)J, x = e. 
Eben so liefert die Subtraktion : 

= cCf(— x-f-0)4 f(-x-^0)J. 0<x<c, 
= c[f(c — 0)-!-f(-c-t-0)J, x^c. 

Man wird leicht übersehen, dass für ein negatives x zwischen () aud — c 
die erste Formel in die zweite übergeht, so dass mau seuen kann : 

/j}'^ 8 « 4- 2 1 y V(z) c»f ^ * ^* ~ 8 < = e ff (x-O) -h f (x-H))l. -c<x<H-c. (1) 

da tür X - 0 wirklich c f ff - 0) -4- 1(+ 0)J erscheint; flir 0< x<c aber 
c ff (v - 0) 4- f (x + 0;J; für 0 > x > _ c, also wenn x - x', für 
0 : X' < c : c I \( X' - 0) f f ( - X' + ü)J. Für x = + c mttsste diezweite 
Seite heissen c j t (c — 0) ~h l\~ c -h 0)J. 

IV. Die Formeln (i) ond (I) heissen «och: 

yf{z)bz-i 2Scoi'''"^ f f (z;co/-"ez = cf(x>, 0<x<c, 
2r««^^' y'f(z>«ii^i~6«s=cf(x), 0<x<o. 

A(z)8x-H2S / V(«)ew ''"^'~'^ 8i = 2ef(xf, -c<x< + e. 

wenn man dazu nur die J3edingung knüpft, dass f.ills f(.\) einmal doppel- 
wertbig bt, man die halbe Summe beider Wertbe zu nehmeu habe. Die erste 

15« 



228 AnwenduDg der erbalteoeo Sitae. 

Formel gilt für x — 0, wenn man alsdann nur den Werth fC + 0) wählt, und 
für X = c , wenn man f (c — 0) nimnoit. 

Aus dipsen Formel n zieht man (c > 0) : 
. f(i)=-^ / f(i)Ö«-l--fw*^5^ A(.)cof ^^di. 0<«<e; 

C J 0 C| C J 0 0 

wo die ento Formel f&r z s: 0 i^nd x = e noch gilt, wenn man im Falle 
etwaiger Doppelwerthigkeit an diesen Stellen nnr die Wertbe C(+0), fCe-^O) 
auf der ersten Seite setst Hat fiberhaopt f (z) einmal zwei Wertbe, lo ist 
aof der ersten Seite alsdann die lialbe Summe dieser Werthe zn nelimen. 

Fftr X s 0 oder — e mflsste in der sweiten Formel die erste Seite = 0 
gesetit werden; ftr %= ± o aber in der dritten = | [f (C'^O) -4- f (-^c+O)]. 
f (z) ist übrigens keiner weitem Bedingung unterworfen, als endlich za seyn 
in den angegebenen Grinsen. 

' §. 146. 

Anweodong der erbaltenen Sltse. 

Die im Vorigen gefundenen Sätze geben nun bereits die Mittel zur Aaf- 
losuDg oinor bedeutenden Anzahl eigentiiümUcber Aufgaben an die Hand, ?oo 

denen wir ciui;.'e betrachten wollen. 

1. Man soU eine Funktion res x finden, die ron x = 0 bis x = o gieioh 1 tey. 

y"' Ulis 
f(z)*m 8a 
t c 

= — — [ew^if— IJ, M^alao 

Setsi man bier ^ ^ 1 , 2, . I . , ao wird also die nnendUebe Reihe 

4,,7Tx 1.3:tx l.öjft , 
- 1«« ~ 4- 3 - + 5 «" — i 

immer I seyn ron x 0 bis x = e, jedoch mit Awiohlius dieser GrAasen. (Sie ist 
— I illrO>x> — c). 

2) Mao soll eine Funktion ron x bestimmen, die tob — o bis o gleich x aej. 

In denelben Formel setse man t(z)^z, so wird sie amh Toa 0 bis ~>e fBr x 
gelten. Alsdann ist. • 



and mithin 



{{z)«in — b%=l tarn «* = -cosun. 
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Anvendang dar •rhaltaami 8ilM. 229 

i. «M#iir«iii = 1, — c<x< + e 

li. h. die uuendlichu Uoiltc 

2c r . IX 1 . 2äx 1 . 3«x . , 

ist gleich x , von x:= — cbisx = -t-c mit Ausschluss dieser Gräozcn. 

3) fn dem Trapez ABCD (Fig. G2) ist AE = DF Fig. 62, 

=:BK = CF^<t, BC parallel AD, AD = c; man aoU 
die Gleichung des UmfkDgs ABCD aufstellen. , ^ 

Ninnit idmi AD als Abszitseiuae, A als Anflwgs- 



pvokt, so ist 7 = x d{§ QleiebQDff der Geraden AB, . / I 

y = « die von BC, j = o— X die von CD, so dass man 
also eine Funktion y von x zu bcstiinmt'n hat, die Ton x = 0 bis 2 er gleich x, 
von X ~ ir. I)is X = c — a gleicli tc, von x — c — a bis xs=e gleich c— xist. Wählt 
mau dazu wieder die zweite Gleichung (m), so ist 

r(z)*m'\-Öi^/ z#in'^ Öz-f/ ajin' ez + / (c — 61 

0 c y " c Ja c y e-o • 

c- r . Hart . /■ _ M*o^^ 

Seilt man hier aaeh einander /i = 1 , 2 so ist aho 

4c. . ö« . z« 1 . 3ail . 3jix . 1 , bau . 5z* 

y=~»l»»«-— *«•—««-: — ^rr«*» — I-...J, 

1» c c o c e o • e c 

welehe Gleichung (in diesem Falle) auch noeh fflr x = 0 und x = « gilt. 

Wollte man überhaupt, es solle y = Cx)'seyn von x ~ (» bis x = a|, 

gleich (x) von x n, bis x - aj , , gleich (/„(x) von x = a^| bi^a,, 

so wäre, weuu mau elwa die erüte Formel (m) beuützea würde: 



y = A»-t-A, «o. ■ A««e#— + 

•^n a« 



iro 



und 



A,= ~- l^^'v, (x)Ö»-hy^y,(z)e»H- ..-+-y l>„(»)6sj, 



A, — 1 / Vi f ü z -f / (z) CO* — c z . . 4- / (z) CO« — Ö z I , 

-Sa LV * •/ <^ «/ ^ 

r=1 , 2, FQr x = a« ist flbrigens y = iC^i (»t) 9« (^)J * 

4) Das bereits in ^. 61, 1 gelöste FToblem.lisst sich aueh miltelsi der Fonnela 
des^. 144 leieht iMen. Man hatte dort: 

x = i|f-*-— #mx, ^iT= V — -^iXt r=:a— e«w«, 
a a — e 

und sollte x als Funktion von ^ bestimmeo, um munentlieh r als Funktion toh i|f 
au erhalCeo. Man setxe « 
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T— ♦=sAi#Äi^-t-A,**n2»-|- 

so wird ^oli um die Bes^miiinng ton A« liftndeln. Nach dem Sfttse (h) ist aber. 



2 • /'JT 2 /'^ 

= — £«MM^/ f(s)Mi»fisds, A» = --- / f(s)masds. 
«I y • n J 0 



Die Grösse f (z) erhält man, wenn man in t — tp, d. Ii. f(ip), die i|; durch z 
enetit, wo der Zuiammeiibaog «wiMhon ▼ nad dnroli die obigen Gleiohungen 
gegeben iak Man sieht leiohi, dass 

^y^f (s)n»B*Ö»= J (t — fi)«mii^8v* 

wo der Zusammenhang zwischen v und gcruik /.u uui> Jt^n obigen Formeln ent* 
nonunen weiden niuss. Setst man hier (behuf^ Umformung) 

e . . . ^/a*^7 Pt Va* — 

^=Ji— —«wx, 10 Jstli^|T= 1/ (f/\x, 

a Ta — e Öx & — vcotx 

und da die Gränzen von x auch sind ü und n, so ist 

/7(i)iftini8« = /* [T-x+-lsMis)«mn[x--^Mii]a-'^«Mx)8x. 
»7 0 y 0 a a a 

Aber os int (§. 27): 

y(»— xH — ni«x)co«o£x mmx] 
(» — X — »<i»x) #11» n Ix «■» xj (1 — — eMx)8x » — — 
a a a n 

~" / r ^ I -+- — CO« X ^ e«»« n [x — ^ «in x I 6 x , 

n J Vöx a y a 

da ^/;» n — ^ .vrn ^1 — — cos ei x = — — cos n — sin ist. Also 
dafurx=ü, r = Üi färx^fr, T=:jr: 

yiv — x4- •^«mx><Mn(x— "-«mxXl— -^ceffiOBxs 
0 a^^a ^a^ 

*- f ^ 1 -h «Of X^ CO« u (x — ^#Mix)8x = 

u y . a - 0 CO« X - a *J ® * ~ ü y . ^ ' - r ^* 7 **• ^ " • 

und da letitere Grosse = 0 , indem y (1 — ~ co* x) «m n (x — — *M x) 8 x = 
^ «inu (x -* — ein x) « lo ist endlich 

e 

A.^y'' ' /'-^ J'^-ex. 

J> y 0 a — e CO« z 
Will man diesen Werth berechnen, so setxe man xnerst 
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▼erwuidb dMin CM ^^Mnx^, «in(^»mx^ in unendliehe Reihen (§. 54), so 
wird man Integrale erhalten, die wie in $. 35, III betkimmt werden kShnen. 

« 

Hetzt uiau eben so 

r — Bft -h B| V B» «ötÄ^ H- ...... , 

so i»t nach der Formel (g) : 

2 1 /"^ ' 

Ganjs eben bo wie rorhin ist wieder 

B. = — / (a—e co#x) CO* d(x — — Jini) (Jl — — C0«s)8x= ^ fdmnix—.*^^ «inx)G4iuxci 

^9 a a nny o » 

= — /#(i«x#»i»(ii(x— — #Aix)j8x, n— 1,2, — ; Bo= ' / (a— c<ro*x)<l— - co#x) Üx 
nivy • a <y • a 

Diese Auflösung iflfart Ton Bossel her. Man sehe ..Zeitschrift für Astrunomic etc.** 
Ton Lindenau und Bohnenberger, 5. Band , 181H. ?>h"7. P i s s n th«;ilt sie in seiner 
Mechanik (ohne Nennung des Urhebers) I, ^. '221 mit, j*'duc!i in etwas xu veitläufiger Form. 

5) Dass man die abgeleiteten FormeUi ZQ ReiheosammirungeQ ben&tzeo 
kaDD, ist leicht eraicbtUch.' 

Seist man etwa in der Formel (h): f (z) r= e"*', eo eigibt sieh: 

e»«-(-l . 2(e*>y-l) . . 8(e*<r-H) . „ * «, ^ 

während die Formel (g) gibt: 
«■ff— I e*«+l e"*+l e"«-M :» 

2iD* m'-f-l it*-h4 m'+4» 2tn ^ ^ 

Settt man in derselben Formel f (x) = ^z, so ist wegen 

« . /7 . / ,v . / ,v la ^^ co»(tt-i-l)it ^ eot(n—l)n 

$inXC4Hß%b»=r l y [«»0»+l)x-«l»<<»-l)xIÖ*=: l 

und 

*m z t' z ~ 2 : 



^y^»n X CO« s 8s = ^ J 2 z Ö X - ^-^^ ' 
„/'co*2x ira#4x . «o«6x , \ it . « 



Eine Menge solcher Resoltate habe ieh abgeleitet in Cr eil es Journal, 34. Bd., 
S. 75 — 100. 
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§. 147. 

Erweitenmg Ar FinktioBeii mAnnt Terlatolifliitn. 

I. Die Formeln des §. 145 lassen sich leicht auf Funktionen mehrerer 
Veränderlichen ausdehnen. * Ist nämlich 1' (x, eine beliebige Fuoktioo 
der zwei Yeränderlicken x aod y, so hat man nach (m): 

C n^l C y 0 C 

während nach deoselben Formeln: 

$et2t nuui letztere Werthe in jeden der ersten ein, ao erhält man 
nenneriei Aosdrflcke fttr f(x»y), die sind: 

H ; 2 «M / C U / f (u, v) £0« d ▼ 

H T S 2 CM «M— / I I f(u,T)«M «M— 7-8t, 

2 ' n'rrv / * n'ifT 

. 4 "-f nrtx . n'jry A , nffu , n'ifT. 
H ; 2. X cot — — ttn I ou / t(u,s)cos nn ' , 8t 

CO a'sl asl C ^ J * J 9 C C 

0^«^0, 0<y<o' 

tt. 8. W. 

Man sieht, dass man hiednrch nnendliche Doppelreihen erhält, deren 
Glieder von der Form 



• Hifboi lassen wir nan, um die üutersuchnng nicht lu verwickelt zu machen, die Unter- ^ 
Scheidung für den Fall der Doppelwerthigkeit fallen. Wir würden also allen Formeln nno- 
nehr beliMien mttMtii, dMs dicMllMn für diejenigen Wertb» der VerAoderlioben. fSr 41» ^ 
Funktion nehnrwtliig nulkiitt» nidit g^lton, woU »ber fltr all« anden. 
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sind. Gesetzt a!«o etwa, man solle f(x,y) als eine unendliche Doppelreihe 
ausdrücken, dereu allgemeines Glied 

c c 

wo n und n' von 1 bis cc geben können, so ist dem Vorstehenden gernftss 

II. Ganz in derselben Weise wird man eine Funktion dreier Veränder- 
lichen im Ganzen in 27 verschiedenen Weisen durch dreifach unendliche 
Reihen ausdrücken. Gesetzt etwa, man solle f(z,7,z) als eine solche Reihe 
finden, deren allgemeines Glied ist 

. mnx . n'nf . v^m* 

c «• c 

wobei n, n', n" von I bis ac gehen können, so dass eine dreifach nnendliclie 
Reihe entsteht, so wird man nach einander haben: 

fU,y,i)— — / f(a,y,»)öa-« ;£ cm / f(a«y,i)(kM 8n, 0<'x<'C, 

C J 0 C asl « •/ • . « 

fi«.y.«; = -r - '^"^ / f(a,T,2)#m— — fcr, 0<y<c', 

c a'si c y • C 

f(a,T,»)=— 2. «»— - / f(u,T,w;itn t)w, 0<«<c", 

woraus non, indem man substitnirt: 

ee e b'si a"si e* cy«yo«/o c e 

rx . n'ity n"^i f\ A' . . niru 

~#m— -i-«!» — / 8u/ 8t/ f(a,T.w)«M— 
I 0 c j % j xt J n e 



8 »'^S» DU] 

j—- 2i 2> £ «01 



O^i^c, 0<y<c', 0<i<c" (c,c', c" poüU?). 

Wie man eben so f&r Fonktionen von vier oder mehr Verlnderlidien 
verfahren kann, ist hienach klar. So wftre also etwa 



V C O e nsl n'9l «"st «"«al 0 0 C 

■ 



9tn 

« " y • 

0<x<o. 0<y<c'. 0<i<c", 0<s<c'". 

n. 6. w. 
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- §. 14a 

AB«l«r» Ptfnn der FondenNdico B^hn. 

L Wir wollen iu den Formeln (i) des §. 145 annehmen, es sey q>(x) 
von X — 0 bis x - a gleich einer bestimmten Funktion F^x), dagegen Kuli 
von X — a biä X — c, wo a > 0 , c > a sey : alsdann ist 

/',(.)«,5«ia.== A(.)«.!^e.+/"o «. CHI ^ A»---»». 

j 0 0 j Q c y» ^ , J 0 C 

ond es ut also • 

iF(x). WMMBO^<a, \ 
— / F(i)8i + — Ä«o«5^7 r(«>«o*t^8«= ^Ff»)..w«oii» = », / 

V • • i c y t c j r 

(0, ««an a^x^^e* \ 



F(x), 0<x<a. 



SeUen vir ebeo so in der Formel (I) de» §. 145 voraus, t {x) sey gleich 
F (x) von x=-"abl8X=-h», Null von x=— cbuz= — », und von 
z=+abisx=+o, so erhält man : 

W&re F(x) zwischen 0 und a, oder — a und + a, doppelwerthig, so 

gälte die seitherige Bemerkung; an den Gränzen a(oder + a) muss jedoch 
F (x) nur einwerthig seyn. Wir setzen jedoch, der Käfxe wegen, F (x) 
Uberhaupt nur einwerthig voraus. 

n. £• lassen sieh diese Sfttse in naneherlei Weise verbinden, wie wir an 
einigen Beispislsn näher belraehten wollen. 

Setst man in (n') o = 2 a, ao hat man 

MttltipUsirt man diese Qleiehong mit 2 und subtr^iri man davon die dritte 
(m), In der f (x) = F(x) , o = a geaetst worden, so erhält man 

» 2a a ly.k ' 2a. 

Da die zweite Reihe nur ^'erade Vielfache vou enthalt, ?o fallen auf 

der ersten Seite dieselben säuuiitlich aus, und es bleiben also nur ungerade Vielfache 
. . 

von • — äbr^, so das« 



— S / F 
a ij 



«a 
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S«Ut msn — X für X, ra bM mMi 

* I »/ — • *• 

Die Additiun liefert: 

N 2- (2^1— /"V/x (2/«— l)ffz . 

Aus der dritten (m) zieht man in derselben Weise: 
welehen Gleiehnngev sieb dnreb Addition loflnt ergibt: 

H iiMi'^ / F(z>*Mi^^^ — üx, •~»<x<4-a. 



Eben so: 



woraus 



at »/-A *»• 

P(«)-hF(~i)=— i CO* / V{m)m^99, 

a y — • a t * •/ -"• * 

s 

-+-— ico*-~ / F(»)co#— 8x, — a<x< + a. 
a I • — • • * 



m. Etict 



ab I i/-. y -b a 



ii'?r(v — y) i— a<x<-f-a, 
b / — b<y<4-b. 



Man setze hier 2 a statt oebme weiter Mi f <z» j) »ey Null, wenn x anMerbaib 

+ a liegt, was auch y scy, ao ist 

«^""=8.6y.i"y iM. ^ 7-"."./ '<•.»)«"- V^»' 

4abiy_, y_k 2 a 



V -?y.'<"'>"-^^— ^ 

n' ;y(T — y) 
co# ; 8 V- 
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Die Verbindung beider Gleichungen führt zu . 

»t \ ' ? A' A/ ^ (2a -X) « (0-1), 
'(»*y)=- oTT - / «0 / f(a,t)«»5 J-i 

, ^ f V Aü' A" V (2b- l)5r(u — x> ■'«(▼— y)» 
-+ i i / 8a / t(u,T)«wl- i— .i £«M 2- — iieT. 

— »<x<4-m. --b<y<-l-b. 

S«tzt am hier &on überdies» 2 b statt b, nimint dabei aber an. dass f(x,7) 
NuU lej, im» j »uiaerWb ± b li^, was inmer x mjb nidga, m «igibt tidi 

. r 2 S A' Ar!" ^ (2n-l)<r(tt~«) n'iy(T»y) , 
2ab t t J -t J 2a 2b 

» 

Die Varbindiuij^ der beiden leteton Oleiebungeii liefert: 



(2tt~l)ir(a~ ») 
2a 



*^ 2b _b<y< + b. 



§. 149. 
Die FoorieiBcben IntegEale. 

L Die S&tze (n) und (n') bestehen ffir jedes c, also aach noch veno e 
uobegränzt wächst Setzt man ouo ~ &o wird e mit unbegränzt wach- 
sendem e nnbegrAnxt abnehmen, nnd da hiernach c = y. so ist wenn Cfr 



sich auf ein onendUches Abnehmen von e bezieht: 

Aber es ist die erste Seite gleich 



^ + eM«>'cof •t-f>e0«2ta«ef2a»-H . ....jF(t)Bi 
il + eM«x«o««BH-«M2«xeof2eB + . . ..]F(t)at, 



indem Gr -^^O , man also immer ^- in den Klammern zufügeo kann. IM 
Grösse ist aber (§. 39) : 

^y^8jt y^e«»(ttx)«ot(tts)F(s)8B. 

so dass man aus den Gleichungen (o) und (n') sieht 
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10, a<x<Qe. 

2 (F(»), 6<«<», 

— /^»n /^«"(■^*fa(»l)F<«)8t=[lF(i). x = a. (p> 

' 0. a<x<ao. 

I /.^. iF(x). — a<x<-f-». 

— I 8 u / «ö* tt (i — x) r (e) 8 » = { J F (x) . X = + a . 

fO. - cr<x<-a. -ha<x<-|-ao. 

In diesen Gleichuogen Ut a ganz beliebig., Lässt maa oun a anbegränzt 
wachsen, so erhält man: 



OB 



^J~J «»» (o *) «o* (u x) F (x) e o 8 1 = F (x>, 0 X <«3C ; 

4 TT m(Dx}dii<ui)r(>)8v8ssP(x),0<x<aD; 

^ /l u / «!m(M)P<i)8«=:F(x>,— oo<«<-|-«, 
von weichen Formeio die letzte auch gibt (§. 42, VII): 



(4> 



co«u(z-x)F(x)t>a bz = F(i). -QC<x< + QO. (r) 

II. Es versteht sich ganz v(m selbst, dass in all' diesen Formeln F (z) 
innerhalb der Integrationss;ranzeu endlich seyn muss. Wir wollen diese Er- 
gebnisse nun auf einige Beispiele anwenden. 

1) Sey in dar Fornel (q) F (s) = e-% so ist (§. 43, Ol) : Jj^" " (v z) 8s = 

wftldie Fonnela sclMm in %. 87, II gefliiid«n wnideii. 

2) Sem man F (z) = f (v) e ~ ' ' 6 r, so «Mit man aus denselben Fonneln (q) : 

«> /*■« /•« /*i> 

^ / cu / / 0M(ttx)0M(tts)f<v)e-**8Tas/ f (▼)»-" 8», 0 X <00, 

-ly^au y^8 X ^#in(«x)«A»(as)f(T)e-«»8T=y^f (t)«-«»8t, 0<»<« . 
Nunistaber (§.43, III); 

«•(a.)8.=^^.. yi-".m(.^8.=j5i^. 

so da«fl also 
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Beide Fonndn rerlangmi, dMs x > 0 say; die «nto gilb noeh litr x— 0, d. h. 
mfta hat: 

Setzt man in der Fonnel (a'> etwa f (v) — rj— ==, nimmt a=ü, b=l, so ist 



Aber 



y 0 (u' 4- T»J Vi-'* 2 VH- V V 1 -hu» - 1 V ' 



•0 da» •ndlieh 

y 0 V VAHkn»- 1 y vn-»*~ 2 * 

. 1/ ; 1 1 

Betet nao in dieteniIiitogfalett = ^x,aUoyi+u' = — . ^^^i^pl**^ 

sind die Gränzen Ton x:0 und so dass^ 

J ' I i -77, J c.7x = 2 ' y 0 ' V"''" 2 j e-<^x - T ' 

.8) Aus der Gleichung ■ > 

ye-*««»«(bi)8« = ^-^,, b>0, a>0. 
in §. 43 fulgt nach §. 85 , wenn 2 > 0 ; 

wie Mhon ans der Formel (c) in §. 85 folgt» wenn man dnrt jS= QO, a^sa, b=sa 
netst und beachtet, daia dann die aweite Seite =■ 

«r« (t<f =T 00) - arc (^1^ = ^) =-|- - arc Qff = = orc 
* istt§.32,IV,(h)]. 
■\ 
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Angenooinicu nun, man »Otze m ^4) F (2) = 8v==arc^<^= —y 



•0 ist 
« 



^ 5:^!!f(-^??M*«5l),.8..T-«(»=±).o5x<«. 

«7// " " " " 8. »» = -r.(»=^). 0<.<«. 



Aber es ist 



so dass: 



/•/' tfo«(ux)*m(Ät)- _ « r a \ ^ — ^ _ . 



4) Will mau diejenige Funktion f(,u) suchen, für welche von x=0 bi$ QO: 

/«M(«X>f<0)S«:sF(x), 

./ •» 

SO ist dieselbe , gemäss (q) : 

. f (n) = |. (n 1) F (x) 8 1, 

Eben. to, wenn tob x > 0 bis x < oD; 

y^swi (ax) f (0) 8 n = r (x) : f (0) = -2- J\m (ax) F (x) 8 «. 

in. Es lasseo sich die io I aofgesteUten Formeln leiebt sar HerstelluDg 
■einer Reihe anderer verwenden, von denen vir nnr die folgenden betraoliten 
wollen. 

Se7b>a>0, so ist 

/ 8a j 0o«(ax)cos(as)F(s)8ss 

2 /•* /••• 2 

~ I I CO* (u x) CO* (a z) F (x) Ö x I I «o# (u x) co* x) F (x) 6 x. 

A08 der ersten (p) folgt nenmebr, dass das eben gegebene Integral 0 
ist mr z<a nnd > b; | F(i) für z = a nnd'z = b; F (x) fttr z > a 
and <b. 

Eben so findet sioli, dass 

~ y^^o y^&i(nx)sm(Bx)F(x)d« 
in derselben Lage ist. Es ist überdiess : 
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i yiu y^co#(tt»)«»i(««)F{i)8» = -| y\«(ox)«o«(u»)F(.)e«, 

worus leicht folgt, •dMs 

i- / • * ' e u / V.<«) e- • 8 X = f (x) . (p') 

wenn x zwiselieB a and'b liegt; f&r l » a oder b ist das lotegral nnr tF(z); 
iuiterx = a, oder Uber z = b aber Noll 

§. 150. 

Enraitonng fOr Fiinktioo«ii mebnrar Veiiiidtrlichea. Auwendoog. 

I. Ana der Formel (r) folgt: 

r Ci, j) « ^ yy F (». y) 8 « 8 « i 

F (fl, y) = ^- Jff (o. ») «M (» - y) e ^ ö » . 

alao 

OD 

. ^^l)="^tffff F(u.»)«>*a(u-x)co*^(»-y)8««T»a8^. (rO 
Eben ao weoa n die Anzahl der VeränderlicheD : 

8iii 0iIs...8iib O«! 

Da (§.42) 

yy^ni»«(a— i)aa 8as=0. 



80 ist 



yy *e« (•-«) 1 F(v) 8 n 8 « =yy*«»f a(ii — s)F (o) 8 « 8 «, 



ao daei auch 

l-yy« «-*'«* F(o)8«8ii=*F(«), (•) 

wonns 
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8 U( . . . S Da. (i^ 



Diese Foimel kommt auf 



F(z,y,i, . . .)= JJ^. ...J CO* [oj (uj — x)-f-a, (u,— y)4- . . J F (o, . . . . o.) 8 o, . . 8 u» (»") 

nurftek, die jedoch mit (r") übereinBÜmmt, wenA mv^908\a^ (u, — z) + 
^ (<b ~ y) + •••] entwiekelt nad beachtet, dasa alle Glieder die eioeo Siona 
enthalten tod eelbet weg^ea. Dasa in alleo dieaeo Fornein die GrOaae 
onter deo Integralzeichea innerhalb der Integrationagr&nzen endlich aeyn 

muss, versteht sich von aelbat. Diese Formeln zeigen, in welcher Weise 
Funktionen durch bestimmte Integrale ausaadrücken sind , und sind in den 
Anwendungen auf mathematische Physik von ausgedehnter Aowendong, wie 

wir diess au einem Beispiele erläutern woUen. 

II. In §.75, VII haben wir für die BewegttBg der Wirme in einem dflnaen 
Stabe oder Ringe die Differentialgleichung 

8t c()8x' cep 

geftmden, wobei die Öuasere Temperatur ^ 0 geaetst ist. Setzt man zur Abhfirsung 
— = a, ^^ = b, M» ist sie: 5t = »gp"~bT, wid wenn dann ▼ = geietst 

ö T ö II 

wird, 80 i8t^= — be~*'uH-e~**g^, also: 

-be-»»«+e-^|^«ae-" b-öt =»«7« • 

Diese Gleichung bestimmt Biia n, d. h. somit moas n so Iwtehaffen scyn, 
dass sein Werth dieser Gleichung genflgl, Qttd fiberdicss muss für t = 0 dann durch 
u (d. h. v) der anfangliche, als gegeben anzusehende Zustand des Stabes dargestellt 
seyn. Wir wollen, um die Hetrarhtung' zu erleicht^TU , aiinchnien es handle sich 
um einen geschlosaeneo zjlindrijichüa King, der dünn genug »cj^, damit dieselben 
GlMohungen Ar ihn gelten wie f&r einen Siab. Derselbe ist anftngliob willkflr- 
lidi erwlmt worden, und wurde dann sieh selbst flberlassea, indem er in einen 
Raum von der Temperatur 0" gebracht wurde. Sey x der Abstand eines Punktes 
des Ringes (seiner Mittellinie) von einem belicbifr gewählten Anfangspunkte, ffx) 
die Temperatur zu Anfang der Zeit in diesem Funkte, A die Länge des Hiuges, v die 
Temperatur zur Zeit t iu dem Punkte x. Man erhält aus der Differentialgleichung, 
wenn man n = e'*'*'* selsl: n = am*, so dass ihr also tt = e»«"*-»»'' genügen 
wird. Natflrlieh genügt ihr eben so nsAe*"^*"**, wenn A ehie beliebige 
Konstaato ist. Eben so wird ihr eine Summe Ihnlioher GrSssea genQgen» so dass 



seyn kann. Da T = ue~'", so kennt man r aus u. Wären die Grössen m2\.< 
OI«ar*'t DMlMMtisl« «. lattfial-aMkamr* n. t. Avfl. 16 
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potitir, so wärde mit sehr groHsom t die Grffiie a liaber bedfDteDd gross werdoi; 
fi-rrifT muss für X = 0 und x — X nothwcndig, was auch t «<\v , derselbe Werth ron 
u berauskonmion , da ja auch derselbe Werth Ton v dann ^'üt Diess ist aber nicht 
der Fall, wenn ni, , ni^ . • • reell, »ondem ourt wenn sie imaginär sind. M»n «eise 
also m| i, nij i , . . . für ni, , nij , . . . , so ist 

n = A, e~ •"•i* • [cot in, X -H i »in ir, \ ] A . • ' [cos m, x -h i tiu m, x] -f- . . . , 

oder da e"' **** x, e'*"*' *Mnni( x für sich der Differentialgleioluing genflgeB: 
« = A + A4 •-•■•»•*««• m, 1 + A, e- • "t* • «of m, X H- ... , 

4- e- X -l-B,e~ •"*•*«*! Mg xH- 

Nun maw aber Ihr x = 0 und x s= A denelbe WerUi w«u m lienutikoanwii ; 

demnach mUssen ni| . IU3 , . . . Vielfache von sejn, so dass etwa iU| = ^ , =■ 

-j-, iii,s=y,.... Fertt0riBiiMnrt=O:T=f(xy, d.h,dBfllrt = OMieliTs=tt: 
u = f(x) seyn, «o data also 

f (x) = A A, coi in, I ~+ A, Cf>* inj X 4- . . . . -f"B, «Mim, X -f- Bj ^in lu, x -i- 

Mgrn wird. Vergleicht man diess mit den Formeln (m) in 145« d. h. mit 
so Ut e = i X , und dum 



A = yy f(i)8f, = Y y f»7^««i — dl,.... A.= f(»jl«o*— jp8«, 

8 2irz^ ,2 2n*i, 

Bt = -r / f(i><Ai-T-8t, ...,B.= — / f(t)dW— T->8s, .... 



Nao UMMs aber f (x) roa x =s 0 bis — U dieMlbta Wcrthe babeo. wie von 
bbxss^A, M daM, wi^maa laifibiiiebt: 

A»-yjU)8.. A. = yy U.)««,— 8«. B.= -y;(.)im-^8.. 



Demaaeh ist endlich 



AT = e-*'[y^f(i)8«4-2e ^ ^ ^'y^f(«)cw **^*^ *^ 8i 



2. ^'^ Y.'W'«^^nr^*'+ •]• 



Iii der Bing «n Kreis Tom Halbme— r r, to ist X 2r Jr. Diaia. Olaiabnag 

drückt nun den Zustand der Temperatur im Ringe zu der Zeit t aus. Sie grenflgi 
der Differentialgleichung und stellt auch Ittr t = 0 den aoAngUoben Zustand dar. 

2itx 

8ej atwaf(x)s= v«ot-]pf wo r die Temperator im Punkte xsO «1 AiAag der 
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% 

2n«« 

£{z)coa — — bz=-Ot wenn n>>l, aber = irA, wennn=l; 

/A. 2 n Äi 

f (z) «»» — z — 0, so dass jetzt wegen / f (z) 8 z = 0 : 

welehe einfache Gleichung zu jeder Zeit den Zustand der Wärme im Ringe ausdrückt.^ 



Zwanzigster Äbsclmiti 
Di« eUiptifchen lategxale, 

§. 161. 

1. Wir haben in §.32 gesehen, dass Integrale in denen Y^a-f-b.\4-c\^ 

vorkommt bestimmt werden können; kömmt aber Ya-f-bx-hcx' + dx*-!- ex* 
vor, so kann in der dortigen Weise eine Bestimmung nicht durchgeführt 
werden. Wir werden nun aber sehen , dass alle solche Integrale auf eines 
der drei folgenden zurückgeführt werden können : 

JJL /V i-»wx «.. f- (.) 

J yi — e*«n»x' J J (l-+-a«m-x)Vl— e-*iN V 

welche drei wir nan zunächst weiter untersuchen wollen. Dabei setzen wir 
e'^1 vonos, und werden nicht oöthig haben, z über -|- binaosgehen zu 
iMsen. Ferner Verden wir setien 

/f, ^' =F(y. e). /V Winnie X « E •). r , , 

J • Vl-e*fNi*i J 9 V • (l+a«fa»x)Vl-e>«Vx 

=IZ(9^«,e), 

was man indi in folgender Form schreiben kann: 

J 0 yi—9^ttn'9 y 0 y 0 (H-a«m*»»)yi-e*«n> 

= n(f..»,e). (b') 

so dass (§.85) 

aF(»,6) _ 1 aE(».e) _^ ^ - 

Vl^-e»i*i»» 

16* 
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244 *'<^f ^ JÜodalas e = 0 oder = 1. 

Die allgemeinen Grössen in (a) sind nun offenbar 
F(x,c) + C, E(x,e) i-C, n(r,«.o)-t-C, 

wenn C eine willkürliche KoDBtaate bedeutet 
B. Wifdin (b)«ssOgeMtit,M]iii»iiiaa 

, l—e os2x 

woduletatelBlegialiitihnadi§.S6lMttiimienUwlk iadamiiMUidii'xss — ^ 

Mtei IHidiink wild 

/ * -ff (.=2^. 

Wie wir sogleich (§. 152) sehen werden, genügt es a zwischen 0 und — 1 
nehmen , so dass also 



/'*r-^--7i=«w<^|^«Vl^ai^rt. (dO 

• (l + a«Ai*s>«Ms* 

TOD denen das letzte durch Umformung leicht integrirt werden kann. * 

Die drei Integrale in (b) nennen wir elliptische und zwarF(y,e) 
das dar ersten Art, £ (9, e) der zweiten, i7Cy»a> e) der dritten. 



• MsasetalsjbixsBuidfladet 

. /{l -h a«fa*i) «MX ^/(l - i'Xi -K ai») ^/(l - ■») (l-o'i*) ^* ~ 
dliiiiikab«r<|.tt)|^eUh 

jjjl^^P(14^)-i(l-.)-.^(l-h«s)H-«i(l-«.)] = ^g^^ 

''^Zd-ha) VH-a«J~2(l-*-a) U-«»ay 2(H-s) VH-««»ay' 
wo«=V-- a. 
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§. 152. 

Btdnicttai dw IMafrali 4« drilln Alt. 

I. Das Integral Jl (y, a, c), in welchem e zwischen 0 and l, 9» zwischen 

Oond ^ liegt, a aber beliebig (natOrUch reell) ist, kmnn inmer auf eiatt' 

derselben Art zar&cli^eflUirt werden, in welchem a twischen Onad — 1 liegt, 
wie wir nun zeigen woUen. Wir mOsaen sa dem Ende folgwide Vormos- 
aetsoingen ontersndien: 

1) a zwischen — oo and — 1. 

Man setze 

1 — eUw-g a-t- 1 A . « 

»— ~" ~ ■ — , «M»*a=— - — t, «I lwiMllMlOUMl~> 



80 wird wirklich, wenn a von 0 bis y gebt, a von — i bis — OD geken. * 
Mao liat aber für jedes a: . 

y* » <ft»*«8» _ 1 r /* » 8» e« -.\ 

_F(».e)-n(».>,e) 



a 



W*»8« (l-itVz)8x _lH-a 



/«^ « t K\/T =' -r^ ^ 12 (9», a, e) - — F 



Feiner ist identisch 



«M*a <- «i»*s H- X -I- «'«Ai'a «M« X (1 — «Ai>a) 



• Di« GiflM« — j- — duchUtaft» ««na « wo 0 U$ gtht, dl« Wcftbe tob 1 

Iis oe. Für 8=0 iit lie wiildKeli s= 1 , Ar «= alwr od. Anehllaft diese Reihe 
TOD Wertben auch so, dass ketu Werth zweimal erscheint , da sie sonst Maxima oder Minima 
xwischen a = 0 and a = ^ haben mOsste. Daxa gehOrt ab«r dau — 2 e* «*no coi* a -f- 
2(1 — •*«M»*a)MAa«M«sO, d. h. m««Ma[~ 2«* «0t>a + S — 2t* MM*«] asO, 
2«teacM«(i — •>)sO, was swlicheii 0 «nd y mm^gMok ist. 



246 Kan hat Um ell^liMh« Inlagnle dar dttttan Ali ra 



~~ CO« * o CO* * X -t- CO#* a JIM • X — • X 4- e ' «im* o *in * x 4- 6* f<»' « » (l — «Mi'iO 

€o$*a(i — e'»i»'x — e-n'n*xgo»*x) 

woraus onmittelbar folgt : 

L *o**a J ' 

y>y 1 — ."i/i ■' X — sin ' X CO«* » 8x 

Die zwei ersten Integrale werden nach den Fonneb (0 beatimmt; waa 
das letzte anbelangt, so ist das nnbestimmte Integral gleich 

/ t>(<^x Vi— e*«wt*x> _ 8x ^ 
8k 1 — <y « <y'x (1 — e*«*rt'i) (l — •»«•»'«>* 

Man setze also 

8(<oxVl^e*«»«*x) «9%r« 

^«^iV<l-tiW«)(l-.WD=a. \, '"Vl-^'«ft>'** 

so ist dasselbe gleich (§. 28) 



/ 



an 8x 8u r cotga 8n 

8v 



mithin 

, acw»x-l^»««A«'x(l-a"#fa»a)(l-a*m»xj yi^Vjj»»« 
2VT=7««£?ä Vl-<i^a<j^f>V(l-o»«a»«)(l-a'jtii»>/ * 



• MariB kam Jadach y aialit tia ^ gahaa , da awischen 0 aad -|-diaQtBw a ii m atd— 

tu 1 ^a'^Ai'a 1 
2" • JJJTJ — » 

kaiaa Bada aayn. daia / p 1 * t " 

L «M*« J 



betr&cbtoo, der«D Parameter a svüdiea 0 und — I. 



247 



Setzt man quo Doch die Werthe aus (f) in die obige Gleicituug ein , bo 
eigibt sieb leicht: 

n(#, « o)= — j^^p— «tfl^»«ll(».-eWa.«)— j-£-.,p(p,e> 



jr— eoi;^«n — '- — ' — — I, (g^ 

vermittelst welcher Formel dii' Integrale //(^, n,e), iür welche a zwischeu 

— und — 1 liegt, auf solche zurückgelührt werden, für die a zwischen 

— 1 und 0 liegt, da t'«/i'a zwischen 0 and i (genauer 0 und e'). 

2) a zwischen 0 und oc. 

Mao setxe 

, . , a 

so wird « von 0 \A»-^ geheo, veno a von 0 bis co gebt. Heo bat aber jetzt: 

(1 — e*)co#'o#m*x I — e**in'x 

1 — («©f ' a + e*«!»* a; im - x 1 + e ' <</ ' o «M* z 

1 — ••*<ll*X — ••«•H*I«M*X 



1 — coi^atiH- x + «ifi*o#t»i*x I — €• H = ©*««-x— e* /ti'a^tft'xj 

1 — e'jm'x — e**in'xco**x 

I — c* jn'n X — c* *iB* X cm'x 



»•x-h««*a#m'x (1 -t-e*/y'o) (l — e*«ii*x)* 

iroraas, wenn man mit y I — «'«m'z beiderseitig dividirt und beacbtet dass 



1 



i«rc|.^ = #»»o<j^x V(l -+-eWyoj(I — e'#ifi*x)J, 



dnrch Integration zwiscben den Gränzen 0 nnd 9 folgt: 

(■-oJ. r<*'>-"f'-r<r''^'f''''-'' 1^'-?^"'*-«'»'->«) 

L — («»«■o -»-••«••'«) J a'ly'a 

— co/y » o F (9, •) SS ^ arc [<y = «»a lg 9 V^(l (1 — e'rtii*|>)J , 

ondbieraus: * 



IntegialaaicbM Ar x voo 0 bis abeiifeUt aiMndUflb «M, iadem l — •*«M»>a> 1 — «mi*« 

d. h. >0M*«. tho '' >l Iii. Für «wi«»= . ?. wird aUo das Utr b«. 

irachMt« Integral ebenfdU uiutetig. 



248 Btdiktkm auf «ümo Partmeier iwiaclieB + • md — 

vermittelst welcher Formel man die Grössen /7(y, a,e), für welche a zwischen 
0 und gC liegt, ausdrücken kann durch solche, filr die a zwUcheo 0 and 
.— - 1 liegt (genauer — l und — e'). 

Damit ist die anfanglich ausgesprochene Behauptung erwiesen. 

IL Statt d«r Fonnela (g) and (b), di« rar Baduktioa der ■HiptiidiMi Integrale drittar 

Am% diaaan* kam man aodi friganda Kadaktiainftwmal aafetanan: Baj s= =r , 

ioiMfark = (l+a) wie man leicht findet: 

1 cz 1 1 



VT— e*#m»x 



d. h. da / - ■ . - 8 X = / -i, e» ist, wenn man o aus darOtaWkang ^ = , . ^ = 
bestimmt : 

0<f»a,a)+n(#, •)«F(^a)4-y^^j:^. 

Itt Bim a MlBini Wartba Wflk ftbar a, m ist ular a; nitUa ist das alliptiMhe 
tagral dar diitlan Art avf aiii aadam daiaalbMi Art ndosbrl, in dam a swlsdian — a ud +a 

ttigt Das Integral / ^rTT-i i't kmaar iaicfcfc an b aiti mm aa. (VwA %, III«. Igt, IV.) 
y s l-+-ks* 



§. 153. 

Baraakmag aU^pCiMliaB InlagBala. 

I. Die tioli anniobst dirbietoiide Befeöhimiignraiae iii die mittelst nnendUeher 
BdhMi<i.67). So ergibt sieh: 

r(»,e)= y^%xH-ye»y^''m*a8a + ~e*y^^«a«x8a + ..., 
welebe Reihen, nameatUeb wenn e nicht nahe an 1 , aienlieh rasch kenTergiren. * 



• Man «lid dabei beaehtan, dtm J*^ai$f*x%x<9igi{i.Si),U). 
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. 1.3 4 /> »m*iax 

in welchen Formeln die Integrale zweiter Seite in §. 154 sollen bestimmt werden^ 

II. Eine zweite Art der B^ntHamog ToiiF(9,e) eigibt ü6k dnrdb fiilgviid« 
Betrachtungen. Man setse 

M Aklgt davMt mMb eisMider: 

^ — I , 1 H-2eco<2g ->-e' 1 8x_ 2(eco^2i-t-l) 

«»»»» ^ (e-h«M2z;' • co«*x e«"" (e-l-c<«2x>» * 

8»_ 2(ec<w2z-H) _ ^<y»x _ n«»2g 

8a lH-2««o«2z + e** * H-/^'x^l 4-2eco«2z4^» * 

(da H-eco#2 2>0) 

1 -t- e CO« 2 z 1+«!(o«2e lH-e«cM2c 



r (l-^e)» 

Die Qränzen ron z sind, wenn die Ton x Null und 9 wann, 0 und 911 , wo 

tin 2 VI. , . 

fin (2 7», — 9>) = e «n 9» , 

SO dass 2g?|— 9><^, 9i<V «nd «l«© 



r(, «>= 2<L±ü2ilf)_ "•^•>V'-(ili?'*''' . 

yo H-2e«>j2n-e' l-i-eco<8s 



8b 



«Mt'a 



» , 2^« 
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250 Umkebrang derselben. 

Dä 1— 2e-he»=(l— •)«, also 1— 2©-Ke»>0. 1 -h 2 • -f- > 4 e, 

(1 -hey>4e, 1 -hc>2Vc, 1 >j:^^, so ist e, < I ; ferner (1 -4-e)e, =2Ve, 

1 -+- e < 2 , ( 1 -f- f) e, < 2 Ol , 2 e, > 2 e , > e und da wegen o < 1 auch 
ye>e, soistcj^e. Demnach liegt o, zwischen e und 1. 

^sach derselben Weise kann man nun 1' {(f ^ e^) abermala uoit'ormeu und erhält, 
leicht folgendet Ergeboiw: 

Mm bettunme di« swiiehen 0 und liegenden Winkel 9>| » • • t ^»i ferner 
die GiMiea e| , e^t ••••«•• m» den Gleiehnngen 

**«<S8fk — r) (2»»— ^)=e|im^, , fAs^^M— ^-i)=eki-iem«iii.i; 

_ 2Ve _ 2Ytt _ 2Ve— .1 

IH-e' -H^' TT^TT' 

le ii( 



Da e, > e, ej > e, , . . , so wird bei ziemlich grossem n nahezu = 1 , al60 
dann F(9., ej Ct~^^ ^0 '^^'^ ^^^* alsdann 

UL Mnn xieht niu II eofbft aneh 

wo nun e<et, 9>^t* Vertaiueht man die Zeichen e, 9> mit e| , 9>t , se hn( man 
«oh: 

..^ l+«ic-/ «ft»2» 2Ve, ^ 

BanHW efjgiht aieh 

2-e»-2Vl-e' /l- Vl-e»\» 1-^1^» 



^ El ilt flberbaupt 
2 2 

J4-e l-He/ 14-6.-1 V'e Vc» 



2 2 2 «i e. en i /•» ««-i 

— ... — — e„ 1/ — — — — 



AmraniBDg A«f das IvHiägni svaittr AH. 251 

i)»b«i itfc iffiHMT e« > 0. Satal bw e=«Aia, toitt 

. 1 — cof a o , tt , , , o 1 



woraus leicht da^ Nachstehende folgt: 

B«reobiiflt man a, «t» » j« swiMhen 0 and y am 

tBOMit^, f>}, . . ^ ans 
M itt 

— SS — -i . 

2^ ^'"^ "2" 

Da die.e abnehmen, so ist bald e« = 0 xn setien, vnd dann iat f (9«« «^=9^ 
üabr^paoi kann ^ gans wohl ^ (weit) tUwraohntten. 

IV. Aus U folgt aofort attoh 
(l-+-e)Vl-~e»»#iis»«|^ = e«ofH-Vl-e*fA»'x+^~^ 



8z 2 VT^»*«*»^ 

(1 + e> J ^V^l^.'äin** ^ ^ 0 1 ^ e *i« <p E (f», e) + F (». e), d. h. ($. Ü2, IVi: 

(H-«)E(,»,e,)=e#fa»+E(#,e)+^^P(^,e); 

•) = (l + •) E(9t . •») + •)-•«*•». 

Daraus ergibt sich, wenn die Bezeichnungen in 11 gelten: 
E e) « 0 4- •) E (», , -t- r ^ — • •» f» j 

2 

lat 6^= 1, so ist E(g?„, e«) = «t»9« und sugteioh F(g?».i, e„_i) = 7— — — 

2 2 

I^C^P« «Ot F(9.-^, |_^_^^ F(y» e«), .... so dais die Berecb« 

nnag Ton E {% e) hiodunb ennOglidit ist. 
V. ÜMi bat ttbrigcni aneh 



252 Ennittianf der Integrale in den FomeUi (1). 

•0 dass, wenn mau e und q> mit und gp, r^rtanldit: 

K •) = JE . e.) - F (ri, «t) **• . 

oder wenn man die B«seichnungen in III anwendet : 

4( A 

* 

Oasa dann: 



£|re. = Oift 

1 



••••• 

• , Um—t 

AUm bereoliiwt nMh doi YwMHm in HI. 

Die Formeln in U and IV werden für nahe na 1 (e'> I), die in III und V 
fHr e' an]» na 0 (•*<i) fM>Si>«fc Mjn. 

§. 154. 

EmitUang der Integrale m den Formeln (i). 
I. Hna hat ideatiMh 

/e l4-a«i»'» ayeH-»m»x n^e 

. , fiihit, ein Integral da« schon 

in f. 151« II bestimmt wurde. 

n. Um nna aber die IiÜegiale defea allgemetne Fonn bfc 

Vl-e'«<n>x 

m beitimmen, wollen wir otwae nllgemeinere RedoktiontibEnieln aafiiteUon. Zn 
dem Endo beseiolineii wir dnrob | eine der drei GrOsien em x, eotx, tgx nnd be> 
hnnpiea , ee mj immer: 

Vl~eWx|| = ±V»+l»|"^e|«. 
wo n, b* e boatinmte Grttuen aind. Um dieu xu reohtfertigen, sey 



Btdiiktioail»nMbimry|-(t--««i«i*x) ^Ss. 

« 

g ^ 

2) ^ = eo*x, VT— e»#m'x ~ ~ V 1 — e*«Vx = — V^(l-co#'x)(l-«»+e*«M»x) 

-f- (2 — e X ^ (1 - e f<7»r^ 
»=1, b = 2 — e\ c = l— e*, das obore Zeicheo gilt. 

Sej nun 
SO Iii 

gy__ atf'-*V*-Hb|'-t-c^*) 8^_ (n-3)a£°-*-H (n - 2)M — « -t- (p - i)c^ 8J 
— -j. (°-3)af— *H- (n-2)b£° -« + (n-l)c^" 



e*nn*s 



•o dMf «Im, WMin nMii nadi x integrirt: 

S«izt man hier |=:«mx,ea«x, und beachtet die oben gefundenen Werthe 
Ton B» b« e, M hftt man : 

/ ' nn"x8x _ P — 2 iH-e' P »tn''-«x8x _ n — 3_ / * #tn°-«x8i 

y ' •ai»i8« _ a--22e»— 1 r__cot^^ n— 3 1-e* / co/"-^ x £1 1 
Vi «~1 yVl-e»«n»x'^n-l oVVi-e Wx 
. eo#»"3x -/^- 5 — ^ 

(B-i),r V (1 ~ O - (1 - « t«) s - •» «w* X , 

y * rjy"x8x __ n'-a8— e' ^^«-«xe« n—8 1 r ^x8x 

in 



R«daktioosfonii«ln fQr J^i-" (1 — e* * Qx, 

(n— l)e» • (n — ijc' * (n — 1) (1 — e') coi»^ * 

Dabei setzen wir nun n als positive gnnze Zahl voraus, obgleich die Fonaeln 
unbedingt gelten. Alidaan ItUiren dieselben schliesslich auf 

y ei r ^ 8x r i* 8x 

Jvi-^'ik^' y Vi— 

Bas erste dieser Integrale gehört zu den unmittelbar elliptischen Integnkiij 
dM rweite Utaft aieh nioh 82 besfcimiiien, * «JUmad lür das dbritto mui hat: 



Vi— •>«Ai'x J'Vi'-%*ai»*x y Vi- •*•*»•«' 

— =— . r/ Vi — •'«i»*s8x + ; 1/ . 8z 

Vr^»**»*x ^-*J ^"^J «w*xVl-e»*Äi»x 

= -_J_. yVl-eWxex+j^t^rxVl-eWi. 

IIL Die BedukttontfeniMln (k) gelten natlkiiich auch fQr ein negatiTMB. Seist 
'flUHi, um diess klarer herrortraten sa lauen, — n + 4 an die Stell« ron n, so sieht 
man leieht ans denselben : 

/ — -—\-')r — *' 

/sfa^xVl-^e'sAi'x ■— 1 J •«»■-•e Vi— 

n— 3 , f 8x co*x Vi — e**tn*x 

■—1 * y ift<'-*nVi— * 



/ . 8» _ n— >2e*~l f 8x 

sei" z Vi — X I— eV,o|iH^xVl— •■«A»"x 

n~8 e* 8x «ni V^— e'jrTw'^x 

n-1 l-eVc«„-^xVr::v,i,^"^(n-l)(l-e*)«»<-'x* 

r ' ^^giigffl,.»^ r 

J t^xVi — 9*nn-x "—1 y /y'-'x Vi — o»«n»x 

»— ' y <i7"-*xVl--e*«m*x (a— l>cas'xf^-'x' 



Diese Fonneln fahren sehliesilich auf 



y 8x r 8x / * 8x 

4»Vl-e«*<«»x* yiVl-eWx' y Vi-e»iä*i' 

ron welchen Integralen das erste fQr n = 2 nodi dnroh 0^0 auf iMkaimta ndoiiit, 
das xweite abw nach §. 32 bestiount wird. 



* MaasimndsaiEndsnr| = ffwx:e0tzs8s, fSr £seMs:siesst»Afft^^s: 

X=:», 
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6 X 

■ ■ T=rz nur fiir ein ge» 

Vi— ••«••« 

radet n (posittT oder Bcfftttr) sehÜMsliok auf «lUptiMho Istegnle (ttbrt. 
IV, Aneh ftr den Fall dMs ^ = Vi — e*«n'x, hat ittaa 

4 -Ve»-l-(e^-2)£=-eV 

a — e*— 1. b = 2 — e', c = — 1, and ea gilt dM untere Zeichen» 

mithin : 

/Vi V Vi-«'<«i'z 



n— 4 n - 3 

- » 



r(l — e ) / ' , 1 — 01-r ^- 

J>x n_2 2— e* /• . • 8« 



(D 



- , ~a-l l-eV 1=» , 

vl-e»«ft»»x)' Vl-eWx *^ (1-eW») " Vl-«Wx 

B — 8 .1 p_ 8» e*><mg<it» 

B— 11— e«/ nzi , «^ziJ 

<1— a*M«*x) » Vi— e'wn'x (b-])(1— e^(l--eWs> * 



So etwa w&r» llr b=:2: 



(1 - •■•*i»a)« ~ J VT^ ' "(*-••) VT- e»m«a 

TT 2 1"(l-e»Wn »x) e»-l4-(l-e'*tn«x) 

V. Da*tn'x= -i , «m'x= — ; i , «o werden 

die Integrale 

y» «n'^xdx p CO»* X 8 X 

/ » 
0-eWs)'Vl-e>«A»*z (l-eW»)* Vl-e»**»»« 

loiidit auf obige «irückgeftUirt werden kMnen. Setii man eben so 
y(l±e£)Vl-«W» VVl-o*Äi»x • 

•o ist 

B.±eR.^i = r«, 

so dass also 

B^feBiBp,, ]lk±eB,aspg, B,±eJia=P.,...., 

worans, wenn Pg, P| , . ..^ naeli dem Obigen bekannt abd, dessgleieban Bot 'mm 
B|« 1^ I . ■ ■•geAiuden werden» Pür {ss^Atz ist aber 

/I 8x r (i:j:e*>iix)ex _ / * 8« _ /l_^ilLLL_ 
(liejiaa) V (V l-e'«Ai'x)* V (i _ e'«n»x)5 **" V (l-e»*fa»«)! * 
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welche beide Integrale bestimmt werden können. Aehnliche Integrale werden wir 
aber immer durch die nachfolgenden Methoden bestimmen können, so dMS die Allf- 
•telluttg weiterer beeonderer Reduktioacfbrmeln unterbleiben kann. 



§. 155. 

8x 



y8x 
. .i : auf eUiptiscbe Integrale. 

VA+'B»4-..Ei* 

Das Integral 



»1 



Bx-HCx*-+-Dx»-*-Ex* 

/'8z 
-7=======^^^=^ briaffen, eben so dMie- 

oige, das mao für £ = 0 aus dem vorigen erhält, wie sich im NachstehendeD 
zeigen wird. 



r 8z 

£ Bi«bt = 0, mithin gegeben / — 



, 4- B X -h C x*+ Dx»H- Ex* 

I. Die Gleichung A -f-Bx -h CxM Dx' -f- Ex*— 0 habe vier reelle 
Wurzeln a, b, c, d so, dass a<b<c<d. Wir setzen diese Wurzeln als 
ungleich voraus, denn wäreu nur zwei einander gleich, äo käme das vorge- 
legte Integral auf §. 32 zurück. Man hat also identisch 

A « X H- C X • 4- D X * + E X* = E (x ~ a) (x — b) (x — c> (x - d ) . 

Wir mftsMD Bon, in Bexbg anf die Grihuen von z, Iblgende FAUe an- 
tersclieiden. 

1) X liegt QotMr a, odor tU)er d. Da inunor A+Bz+Cz'-hBx'H- 
Ez* poaitlT 8oyn nrass, (z— a) (z — b) (z ^ c) (z — d) os aber ist, so moss 
nothwendig E>0 seyn, da sonst z nicht in der angegebenen Weise liegen 
daif. * Man setse non 

z-~a _ l—x _ a(l-H) — ad(l— 8) 8x_ 2a(d — a) 
z-4~"l + i' *^ a(l-i> ' 8i [l-aH-(l-l-a)«]»* 

woraus 

_ — (I — «) ^ a— ^H-<t (b~d)H- (aH-gd — «b)« 

_ a— c+a(e— d)H-(a4-ad — 0— «e)f . (a — d) (1 -t-i ) 

1— « + (H-«>« 1— ä-»-(H-a)x* 

SO dass 



• Ftr die Anwendungen nimlich wird immer VA-f-Bx + ...-4-Ex* reell teyn; ana- 
lytiKh wSie ein negatives E auch sollssig; man würde aber dann bloss i = Y-l Ii» Faktor 
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j (i-y 



E «(a-d>'(l— b)(H-i)H-a(b-<lXl x)lU»-c)[l-i-x;4-atc-dXi — «;J' 

Die noch UDbestimmte Grösse a wollen wir nun so bestimmen, das« das 
im Produkte der zwei letzteo Faktoreo entbalteoe Glied mit z aiuftüle, wota 
nothwendig ist daas 

(.-«=0. 

dann iat Jenea Produkt 

(a-b) <a-«) (lH-s*)H-a[(«-4) <a-b)H-(B-e) (b-d)] (l-s')+«*(k-d) (e~d) 
(1 + t*)fis2 (a— b) (a— c) (1 4- 4- o [(c - d) (»-b) + (a ~ c) (b — d)] (l — •») = 
.S(a-b)(a-6)+a[<e-d)<»-b)-»-(a-e)(b-d)]-l-i2(a-b)(a-e) 
- a |(c - d) <a - b) -»-<»- c) (b - d) ; 1 ••. 

Die GrOaaen (a — b) (a — o), (c — d) (a— b), (a-c) (b— d) aindalle 

positiv; setzt man also a auch positiv voraus, d. b. = V^ (b~d) (o^d) * ^ 
ist 

2(a— b)(a— •)4'«r|(c— d)(a~b)-h(a~c)(b-nd))sg[V(fr ^[ <a- b) -h V(a-c) (b~d)J 
«(a-b)(a-o)-« [(e~4)(»~b)+(a-«) (b--^)] VClI^H»-^^ 
80 dass wenn zor Abkflnong 

_ — V(c — d) (> — b ) -h V (a — c) (b — d)_ (a — c) (b — d) — (c — d) (a — b > 
~ V(c-d) (a-b> -+- V (a^O^-T) V^(c-d> (a-b) 4- V (»-c) (b-d> ] ^ 
Ä (a-d) (b - c) _ 

[Y{c~ d> (a-b) -f- V'(a~c) (b -ii;J' 

gesetzt wird, wo also e positiv und < 1, man hat: 

J n-y.^ ^ -y 

1 4e I 

a - T.'i {1 — e-/-; J-Ta d) (b — c> (l — «') (1 ~©= »') 

und man hat daher das folgende Schema : 

»— a 1-8 / (b-a) _ V(c— a) (d—b) — VCd— <> <b^a) 

x-d-"l4-.*" V (d-b)(d-o)' • y(e-.) (4-b) 4- V(d-e) (b-a)* 

y» _8x 2y» r 8« 

V^Ä TBiH^Ck«4- Dx*4- Ve (d- ») (e- b) </ V(l-0 (l-e»a«) ' 

Was die Grftozen von z anbelangt, so U«gt diese GrOsae zwischen —1 
mid H- 1. ♦ 



I>a|3|Ustianisrp«illviH, MiiSaaeh«|q^ pmMt} da wb wakar « poritiv 

Olaafcr, DISIiMaUal-a. tatagMMtMkaaat. D.aAiS. 1? 
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2) X liege zwischen a nnd b. In diesem Falle ist (x — a) (x — b) (x— c) 
(z^ d) DOthwendig negativ, aUo mnM £ negativ seyn. Man setze nan 

h—M \—T. h-t-na + H) — ar t)z 8i_ 2 « (h — a) 



(b — a)(l-t-z) tt (b — a) (1 — z) 

(b_e)(H-»)4-«(a-c)(l-z) _ (b-d)(l + »)-K»-4)0-») 
i + .H-d-«), ,+« + 0-.«), 

SO dass wenn wieder « so bestimmt wird aus 

^/(c — b) (d— b) 

<b - c) (b- 4)- «•(•-•)(»- ^ =0. « = V (^HiJ^ZT) • 
man zngleieli beachtet, daee dann 

(b - c) (b - d) a [(a - c) (b - d) + (b — c) (a — d)] -t- a'(a - c) (a — d) 
^. a [V(^- r) (b - d) 4- V(b - c) (a- d) 1», 
. (b-c)(b- -d)-a[(a - c) (b-d)-Kb-c) (a -d)] -4 a»(a-c) (a — d) = 
— a L V (a— (b — d> — V (a " J *• 

and man setzt : . 

_ V (a - c) ( b-dj V'(b-c) (a-d) 

' ~ V(»-«) (b-d) H- V(k- c) (a-d) * 

man haben wird : 

_ ^) (, _ b ) (x - c) (« - d ) = - a(b - a)»(l - »*) « LV(*-c) 
-+-V(b-c>(a-d)J»(l-e'«*)lI-t-«-H(l-«)«l-*. 

uod da avoh v * v 

(d->»)(b— a) 

so erhält man jetzt folgendes Schema: 

b— x_ Ij^ _ W Ce — b) (d — b) ^_y (c-a; (d — bj — V (e — b ) (d — a") ^ 
r-a ~ " l-h l' * " V (•— aMd - a) • * V(^- a> + V (^b) (d*- *) * 

Dabei liegt z immer zwischen — 1 und + 1 , e < 1. 

3) X Hege zwischen b nnd c Jetzt mnss E positiv seyn nnd man er- 
bllt ganz in derselben Weise: 

IM, ao BUS 0 gabOrt aber , dau s swiaehen — 1 and +1 U^ge. 



1—« 



Zwei dieser WurzelB lind reell, zwei imaginir. 269 

e— x _ 1—« _ i/ jd — c) (c— fc) _ V (d — b7(c^a) — V (T— c) (b — a) 
«-b "l + a' V (4-b)(b-»)* • ~ V (d - b> (c - aj + /(d - c) (b - a) ' 

/• ex 2v^e /• b 7. 

. V A B X ^ ( X D X » E X * ~ V E(d"^) (c — b) ^ i») (i~ e»a*) * 

JE xwiscben — 1 aod + 1 , e < 1. 

4) X liege iwuchen e and d. Jetat mus E < 0 seya und mma hat: 

d— » ^_i/ (ä^)(d-b) V(c-a) (d-b) - V^(d— a ) (e — b) 
»— • V (o— »)(•— b)* • V <«~ »> (d - b> + V (d— a) (c - b) ' 

/• e« 2V9 r a« 

y V^AHhBx + Cx^-l-Dx'+Ex* V — E(b— «) (d— c) 7 V(l - z») (1 -eV) ' 

II. Die Gleichung A -f^ Bx -h C -i- Dx' -h Ex* = 0 hat nur zwei 
reelle Wurzeln : a < b , und zwei imaginäre : m ± n i , so dass 

A-»-Bx-+-Cx'^ Dx»-+-Ex* = E(x-a) (x-b) [(x - m)» 4- n'J. 

WO oalöriioh n ' > 0. Man hat non folgende Fälle xu unterscheiden : 
I) z < a oder >b> so ist £ > 0, und man setze wieder 

X— a 1 — a _ a— gb4-(aH-«b)a 8»_ a«(b — a) 
a— b***!-!-** 1— «H-<H-«)» • 8s II — a-»-(l-».«)s]»' 

SO ist 

/ M , L s—«b-^iBH-«g-KaH-ab-"i"-a«)ar-hB»n — « + 0 +«)«]* 
(s-»)4-ii= ^^ITRlT^f [ • 

so dass wenn a aas der Gleiebnog 

(a — ab — ni-f-mo) (a-hab — m — in«)-»-n*(l — a*> = 0 

beetimmt wird, ans der folgt 



(a — in)'-Mi» 



(b— iii)'-+-tt» * 
und man zur Abkürzung setzt : 

(a-«b--Bi-»-»«)»-»-a»a i»-»-«k-iB-««)«+««a+«)*«y». 
man hat 

/ ^r K^r/ »i « 0» - a)' (1 - 0?' 4- y»a»> 
(X - a) (X - b) [(X - m) • 4- n»! = fp:. ^ + „) ,34 • 

80 dass also hier: 

Inf _n/ (a-m)^n^ / — 

i^~"n-s*"'" V (b-«)«4-a*' y Va-^Bx + Cx'H-Dx'-I-Ex« 

~ V y V(l-a»)(^»-l-yV> ' 

z swisehen — 1 and + 1. 

2) X liege zwischeu a und b. Gauz wie so eben hat man, dajetzt£<0: 

17» 
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t:Zi=«lr:?.«=A/?^4l^. ^« = (bH-aa-n.-m«)' + ü'(l-»-«J'. 
y» = (b — «•—■!-*-» a)» + n» (1 - «)•. 

Va + B« + Cx* +Di*TE»* ~ V y V ( > --"öl.^ ' + y ' ^^^) * 
III. Die Oleichong A + Bx + Cx'4-Dx» + Ex» = 0 habe die vier 
idiaginireii Wwiela: m + ni, m' ± n'i» so dsM 

Man setse 

m l-t-gl n(l + «»)-!- in(c — z) 8 x _ n (1 4- a*) 

in + m g — in' g -H (m' -h n « — m) k] * -i- u • (« — »)* 
(«-»0'-^»"= ; (ilTip • 

so dMs» «eaii « «u der Qleioliinig 

(n + m« — in'o) (m'-hDa — ») — 11**0=0 
bestimmt wird , man hat 

' (a— x)* 

Wae a anbelangt, so gibt obige Gleichoag 

B*»4^ni— wy-.n»+V4n' ( m - m')' -f- [o*«^' Qa— 

* 2 u (m — m'j 

Setit man nun die angeführten Werthe ein, ao ergibt sich (wo die 
WuieigiOaae poftitiv sa vehmen Ut): 

VA-»-B»+C»»-i-D»'+Ex* V E y VO + +?M 
Was and aobelaagt, so ist 

+« (»— «0*— «•+ 4 n (■ — «0 « « la'— — "0*- «»'•] (1 + «*> ^- 

« <1 ^- ««) = (1 -t- «») [n* - (« — «0" - tt'» 4- 2 II (pn — «') «]• 

Nun ist aber l + a*> 0; feiner, wenn man obigen Werth von u 
einsetit: 



* IM» OlMnaf , «sldw a bmlumt , iit 

[n'»-+-(in — m')* — n'l a — n (ra — m'W«' - 1> . 
In'« H- (pn — jnO* — n*J g» = n (m — m ) o (o» - l;. 
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■ 

also auch positiv^ mithin /}* — > d. b. > 



S = 0, mithin Torgelegt f -p= 

J VA' 



Man wird leicht beachten, dass es im Vorstehenden iu Wahrheit aur 
dafiMif ankam, die lotagral« 

/ex /■ 8 i _ 



8x 



V [(x-iD)' + n'J L(x-in')'-Hn'«] 

amsaformefi. Femer ist klar, dass wenn man in dem Anedmck 

E(x-*)U~k)(«-c)(i~d) 

Mizt £ = a, a = — ^ and dann a jsq Null werden liest, derselba m 

e 

(. X 1) (x - b) (x - c) (x - d) =- (x - b) (x ~ c) (x - d) 

wird. Je nachdem non die Woneln voo A + Bx + Cx'-f*Dz'=:0 l>e- 
schaffen sind, wird man haben 

AH-BxH-Ca»H-Dx«==D(x--b) (x-c) (x— d) odtr s 0 (x — b) [(x- »)»-»- «•], 

and man wird f&r E = e nod a= — - diese Grossen, in denen D wegge- 

lassen ist, unmittelbar aus dem i<>üheren erhalten, wenn man £ = 0 setzt. 
Daraus folgt nun leicht: 

lY. Die G leichnng A-(-BxH-Cx'+Dji'=0 lua>e drei reelle WniMln : 
b < c < d, so dass 

A+Bx+Cx»-#-Dx»«D(x— b) (x— 0) (t— dK 
Dabei sind nun folgende Fälle zu unterscheiden : 

1) X sey immer grösser als d, so dass D >0. Setzt man in I 1): E 
s: «, a = — und lasst dann e= 0 werden, so ergibt sieb das folgende 
Schema, wenn man atatt des Faktors x — a geradem 1 setit, oder statt 

a 

«: — : 
« 

JL l—z 1^ _ V"d^b — Vd- c c — b 

Va H-Bx-h Cx«-+-üx*~ Vd (e— b) J V(i — »•> (I * 

2) X sey kleiner als b, also D < U. In derselben Weise erhält man 
aus den Foriuelu in I 2): ' 



Di» OMataMg A-f-. . Dx*sO bat ur «Im imU» WnfS«l. 



1-» -1/7 — rT7^ Vd-b-\/c -b_ d-c 

1-»-» Vd"b4-V^c-b [Vd-bH-VT^J* 

VaVbx^cs'-i- ds^ ~ V - i>(<i - 0 J V ö^i^m !-«•«•) * 

3) X lieg« zwiscben b und c, al»o D > 0. Ans den Formelo in 1 3) 
folgt: 

VA-hBx+Ci»H-üx"**VD(c-.b)y V(l-i») (1 -•»»») * 

4) z liage xwischan o nnd d» also O < 0. Aas I 4) folgt: 
d— 1^:» — "l/lEi _ V<rHb — d— g 

/; ö« 2 V» / * d« 

V. Die Gleichung A -h ßjt 4- Cx' -i- Dx' = 0 habe nur eioe raelte 
Wmml AUdaun ist 

1) Sey X > b, aUo D>0, »o folgt au6 ii 1): 

-^^ «r~'. « 777- ^. .^'^2[l4-«a»->Bi)l>7' = 2Ci--«(b-~B,)|. 

X— b 1-M V(b— III)' u' 

_2^a /• 8t 

V A -1 ß X -t~cx»-hüx' J y (T^^Ty(^f»+y« 1») ' 

2) x< b, also D<<>* wo nun aus II 2) folgt: 

b-i=« J ~ a=V(b— iD)«-hu«, ^ = «a»— Sa(b — m). 7'=>8a* + ga(b- b), 

V A - l^x^-^ C x^ r^Tix^ y -~l)J V(l— z*) Cv^^^ y =^ z^) " 

VI. Man kann sich leicLt überzeugen, das« die in IV aod V behandelten Fülle richtig 
gelöst sind, wcoa tnoii direkt «ubttituirt, und wir woUeo disM, um keiueriei Uuklarbeit su 



D(i-b)(a-c)(x-d)-D ä ' i<l — 1)< 

Ä ^ (Vd— cH- Vd-b)- ( i -e») (1 ^ eaj U — «^j _ D(c — h; ( l- e^zyp— 
Vd — c Vd — bo'(l - ~ n'e(l— «)* 
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2> x=b- 'f^*^ ; D(x-h)(x-c)(x-d) 

(H-x)* 



_ D««(l -7.') (l— •»»• j . 8x 2a 
— ~ \d — «/ . 



1 • 



m 

«(e— b)- (1— »V [c — d-Ha(b-d)-|- |c-d— a(b — dj ij 
~* ^ [H-o-i-(l — a)zj* ~ 

a(c— b)*(i— O [«'-^ « 4- (a*- a)»j(d — b) e*(c— b>*(d-b) (I -z») [(!-!-«)*— (l—«)«i»J 
[l4-a-f-(l — a)rj» ~ [ 1 4- n 4- (1 - «) «J* 

_ g'U 4-a)Md-b) (c - b)' (1 - x»>(l - e-«V _ a'(c - b)^(l-^ x») (1- e'« «) 
[H-o4-(l — a)x]* e[l4-a4-(l — o)xJ» * 

ex_ 2c(c- b) 
8«"~[H-«+(l-a;xJ»* 

4) Wl* uaHm Kr. 8. 

»> «=„7I^-+-*« («-b)[fr-«)«4.n»] 

(iH-z) [(I 4-x4-a(b-m> (I - 1)>' 4- n*a' (l - x^^J 
^ ««(l-i)» 

_ ( l-x^)l(l4-x)*4-2c(b-m)(l-x')4-(l-x j^J _ (1 - x')l^^'4-y^x'j 8» 3 



/» 0 z 

rF===r 
VA+Bi-I-Cx« 



ex 

t 



4-DxH-Bx* 

Bo wie / == immer auf eioe der drei Formen 
y VA-l-Bl-t-Cx>-^D»» 

zarflokgelttkrt werden kano. Die zwei letiten Ilsod mu dedorch, dass man 
/9*ftls geraeiDicliaftliGhen Faktor herftoeseUt, d. h. /9'+/'z^/}'^i 4- ^, z'^ 
schreibt, noch elwas vereintacheu, bo das» mau bcbliessiich nur die Integrale 

VcT^'ra - o'*') y \/(l-»»>(»-*^b*»v * y V (1 (l 4-"e'»Ö ' 



864 



BtddrtioB dtr «InllMMn loMi^ Mfdl^tiMb«. 



io denen c'< 1 ist, zu betrachten hat. Dabei liegt für die zwei ersten z 
zwischen — 1 und H- 1 , d. h. da dieselben nur z' enthalten, z zwischen 0 
und 1 (§.42, VlU, für das letzte kann z alle möglichen Werthe haben. 
Um nun diese Integrale auf elliptische zu reduziren, setze man in denselben 
bezüglich 

Qod hat 

m 

/[ 8ii r <o»ya» r e» 

/I 8i /" — ««'» y 8 y /* 69 




e )nn'9 



welche drei lotegnle, in denen 9 zwischen 0 ood ^ liegt, sa den elUpti- 

scheu Integralen der ersten Art gehören, da e', 1 — e' kleiner als 1 

und positiv sind. 



§. ]66. 



BednkttoB dei Integrals 



+ JI«-t-..H-Bx« 



I. Gesetzt man habe das Integral 

f(x)Öx 



A 



in welchem E auch = 0 seyn kann, und wo f(x) eine rationale Funktion von 
X ist von der ^'orui der in §. 29 betrachteten Brüche, also 

» » a b X -f- c X* -H 

^ t(^= 

80 ersetze iflan x durch z, wie es §. 155 verlangen würde, damit V^A-t-.. T^iTx* 
auf die Form Y(l'^ i')(i-^e*z^ reduzirt werde, so wird f (x) immer noch 
eine rationale gebrochene Funktion von z seyn; alsdann ersetze man z durch 
«in 9), €08 <p^ tg(p, je nachdem es V(l±**) (l±e*«^ verlaugt, so wird das 
Integral (aj auf das folgende tedoiirt seyn: 

Fe» 



Dm alJgtiiMiiMlatigr«iyf(x)(A + BsH-..H-Ex*] hx. 26(| 

wo F eine rationale gebrochene Faiiktion von «Viy, oder oder ^9 

ist Zerfällt maa dieselbe oach §. 29 in PartialbrQobe, m wird man die 

Integrale 

SB enoHtelo haben, und wenn man alle diese integrale za bestimmen im 
Stande ist, so darf offenbar die allgemeine Anfgabe, das Integral (a) so bo- 
Btimmen, ab ▼oUstftndig erledigt angesehen werden. Was nan diese Inte- 
grale anbelangt, in denen 9 nnr zwischen 0 and y liegt, so sind durch die 
Formeln (k) des §. 1.54 die ersten drei bereits bestimmt, wahrend die For- 
luelu (k') desselben die drei anderen bestimmen würden wenn a =0 wäre. 

JI. Um für den allgemeinen Fall, in dem a nicht = 0 ist, Bednktions- 
formeln aufzustellen , beachten wir dasa 

__ 8 reo» 9 #m'^"l 1 

Man setze nun 

»— H-*(l+«*)«*»-^Oi— 2) (l-T-e')«m»y — 2ae»«i»V-H(ii-8)e'nn«f) = A 

so erhftit Jnao, indem man die KoefBzienten derselben Potenzen von bin ^ 
einander gleich setzt: 

(■~3)ft'sE, — gStt*s4»E-hO, — — 2)(l+e»;=6»»£-+-3aD-f-C, . 
»(lH-«0=4a*E-«>8a'Ü -4-2*0 + 8, n — lsfis.«H-0a*+Ca*4>Ba+ A, 
woraus 

E = (n-3)e», D = - (4 n - 10) ae». C = (ii~^ (6a*6>— 
B~(2B-S)£l + «*-2a*e*j4i As(ii-. i) (!-.«>) 

eo dass ako : 

+ (2«-8)a(l+e»-2»«e») / ^-"t . 

+ (a-10(6a'«'-«*-l) /- — — 

"*-ao-4iOa«^/ ^^=_4-(«-8)e^ / 
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266 allgemdiue Integral Jt(x)iA + Bx -h ■ . -t Ex*i ^ bx. 

welelw Fomiel eine RedaktiODifbrmel Ar / — — darbietet. 

Sie f&hrt bei fortgesetzter Anwendang (bis zu n = 2) schliesslich aaf 

▼on welchen Integralen die drei letiteo bereite in $* 154 behandelt aind. 
Du erste gibt 

y(a-+-«i.»)Vl— yVi-aW» y<a*-4m'9)Vl-«*«i«V 

(a* — tin' <f ) y l — tin^ <p 

von denen das erste znr dritten Gattung der elliptischen Integrale gehOrt, 
das zweite aber nach §.32 integrirt werden kann 91 = x gesetzt). 

HL Gans in derselben Weise erhält man anoh folgende Redaktiona- 
formel : 



»yV 1 — e'<m> _ _ (n -.31 e* f~ '. 

+ (4n— 10)ae* / 

y (a -t- CO« 9>)-'V I 

. / (a + co# «p)»-* V 1 — 

4- (2ii— 3) (1— 2«»-»-2a»e»)a / 

./ (a-+-ro*y)"-'Vl-«'*«ii»v 



(a-I) (l-a«j(l-«'-*-a* e') /*- 



(a-I- CO??)" V' 1 — o'Wn' 



9' 



Diese Ueduktionsformel, die noch tiir n = 2 anwendbar ist, tUhrt 
schliesslich auf die Integrale 

(a+MM») vT^'fSTv * y Vi * y vi^«v^ * y vi— 

von denen die drei letzten in §. 154 schon behandelt wurden, und 

/* 8 y /* (a — C'>f g ) 8 9> 

y* Bf f* CO» T' 8 ^ 

(a»- l+«n»9.) V y (a*- cm» V l-«'*^»?» * 

wovon das erste zar dritten Gattung elliptischer Integrale gehOrt, das 
zweite nach §.32 integrirt werden kann (wenn man dny s z setzt). 

IV. Ferner hat man in derselben Weise: 



Du allgMBte iMignl Jt{M) lA Bs + .. + Ex*J ^ Bz. 

~(D-2)r2-e*-he»«(l-e»)] /* — ^~ 



2«7 



+ (2n-3)ftf2-«'+2a'<l 



(A+l^y)—' Vi — e 



(e) 



w«lelie Formel (Ar iis2) BcbliessKeli ausaer denschofl in §. 154 behandelten 
lotegralen noch auf das Folgende ftbrt: 

/' 8g> a — f <y » 8^ 

y'a tfo*' v - - «n T C''*^' 8v _ /• co#*v 8^ 

eoj- — #1»' 9 Vl-^^Wf» y »' — ('-•- V^l-^7m*fi 

y* tili 9 eot » 8 y 

i»'-(i^V)*w'»] V 1- • w> * 

von denen das letzte nach §. 32 integrirt werden kann («Ir'9p=s), wthiend 

[a ^ - ( 1 4- a ») #in • J V 1 - Wi»^ v y »' — (• V^^' » 

1 _ . , » f ^ 

* » V la' - (l -T a') «n' V 1 -VW «> 1 + * V V 1 - ««' »• 

und also aaf elliptische Integrale der dritten nnd ersten Art znrOckkommt. 

V. Wir h&tten ininmehr no«b RvduküoBtfbnDeln fttr die drei leisten Inte- 
gnle In (b) avftustellen. Wir kOnnen diess jedoch rermeiden, wenn vir in den 

drei vorhergehenden a aneh imaginär sr yn lassen, also bei der ZerllUlang von f(x) 
in Partialbriichc nur Nenner ron der Form (x -hu)" zulassen, wo a sowohl reell als 
imaginär seyn kann. Dann gelten uatürlicli dic'!<f'lhen Reduktionsformeln (c), <d), 
(c) noch, wenn auch a imaginär ist. Da die imaginären Wurzeln immer paarweise 
vorkommen, eo wird sebliesslich da« Imaginäre immer wegfallen. Wendet man aber 
die Beduktiöosfenneln (c), (d), (e) an, lo gelangt mao zum Ende anf ein eUiptisebes 
Integral der dritten Art, in dem imaginlre Konetaaten Torkonmen, d. h. anf ein 
integral der Form 

r 8<P _ 

y in- (m-*-ni)«»»f»] Vi— B*tin*9 * 
mit dessen Beslinuanng wir nni im folgenden besebütigen wollen. 
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§. 157. 

Bestimmang tod D m -H d i , e). 

I. Mao seUe 

" (1 -h o |p> y i_ e»«4#*> * 

ao ergibt sich leicht 

8i__ 1 1 — (2 + a)iw^y (l+2a) e' m*y — a e'»tw^ y 

woraus, wenn ß (wie eiue uoch beliebige Konstaute: 

1 i)x l — (2 a) fin\ ( l-h 2a) eUin* ip — a (■■ fiu*^ if 1 

und hieraus« da für x = 0 auch 9 = 0: 

wo das letite Integral in allen FftUen leicht bettimmt werden kann. * 

II. \V ir wollen nun die Grössen a, ß, nebst der weitem y so bestimmen, 
dass identisch 

(l + ai»ii'<p)^(l — e-#m*<^) 4- ,y«n*»> (1 —$in^g>) = {l -f-a«»*».; (l -tbim^p) 

(I -f- ytin-g) , 

WO wir ;i uud b aU bekannt (d. h. beliebig gewählt^ betrachten. Set/t man 
die Koeffizienten gleich hoher Potenzen von sin^ ip beiderseitig gleich, so er- 
gibt sich : 

aby = — o*eS (a + b)y -h ab = — -h — 2oe», a + b -K y =f 2o — e' -I- 

üierauB : 

tot l._L 1 1 »■+■•> 

^Ä«» — 2a»» — »b + a»e»-|j^, 

und wenn man diese Wertlie in die drittL^ («leieliuug einsetzt: 

o*[»bH-(a-(-b)e=-he-J-r2a(,l — e'>ab"ab(a+b-rab-*-e->, 

_ ~-ab<l — <*)±V ^airä H-a/ d -)- <b-i-6»)(ä4^ 
* »b-h(a+b>«»H-«» 

a o 

auä welchen Gleichungen zwei Werthe von a, und also auch von ß und y 
folgen. 

Man aetxe nun ; 



* Katürücb muss die obere Gr&o£e X m liigMi» den d«r NtüMC 1 nichl MsU 

w «rdea kauD tod x = 0 bii> au j«o«m Wsith«. 
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l^(2^.g)wt»»H-(l+aa)eW»— «»W » _ 1 A B 

(i+««»»»)»(ii-eW»)-i-^r«i»»»(i--*Ai»f») 1 ■*"'TTra?7* 

c 

80 erhftlt man rar Bostiimiing von A, B, C : 

l+«(AH-B + C) = o, a -4- b 4-y + Ao (b H-y)H-Ba(a-»->)-f- Ca (a+b) = — 
(a+b)7 + ab + Aaby-l-Baa7 + CaAb = (l4-2a)ae\ 

odor 

A4.B+C«2i:i. A(b+y)+B(aH-7)+C(.+b)=-?^±^l±i!^t±t2, J 

woraus nao A, B, C leicht folgen. 

SeUt mmo io (b) ein so erhftU mmn: 

in welch wichtiger Formel a, ß, y dsrch (e); A, B, C doreli (d); z durch (a) 
g^fli»en sind. Da die Eonstanten doppelwerthig sind so nmfasst diese 
Formel eigentlich zwei. 

III. Mau setze non io der Formel (e) ; 

a = r(co»e-»- i «ne), b — r(tfo#a — i^«)t 

WO r lud e konstante Zahlen (r > 0) , so ist 

ab = r*, a + b = 2rco#«, (H-a) (l -+-b) = 1 -f-2ri»f«-hr% 
(»H-e») (b-*-e*> = «' + 2r*»«MtH-r*, 

ond mithin: 

_,»(!-«») + r V( 1 2 r fr., ^ + r ') (e* + 2 r «o« • -M*> ti^ 



SO dass a, ß, y reell sind. 



Setzt man, um die beiderlei Werthe zu unterscheiden, die einen mit, 
die andern ohne Zeiger , so erhält mau aus (e ) die beiden Formen : 

a 

es 



F(9»s>H-An[9,r(«w«+ijA*«)»e]+Bn[9,r(«0tt-i«&i«X*)H-On<iP,7.«) 

(0 



• H-^s»' 
WO 



(1— >*) -h r V( l 4- 2 r g«M a r*) (e*4- 2 rs* W t -t- r ') 
*^ r»-i-2r«*«o*e-!-e* * 



270 B«Mad«n B«n«rii«Ng «itn dar swtHiB 8clM la <b). 

A [y 4-r (f <»• « — i«m «)J -H B Iy-+-r (<•<>••+ l#in *)J 4-aCr«öt»2= 1^ • 

A7r(«»#t-limf) + Byr(Mf«-l-iiÄi«)-4-Cr»=' ^ * 



T = 



Ferner 



-T F (»t e) A' n[y,r (m« • -+- i sin e] -H B' H [9,r(«M« — i *»««). ej 4- C H («i, y', •) 



-1 



0 • 

WO 

_y»(|^e*)-"fV(l4-2r<«>tH-r')(6*-t-2r«»eo<g-t-r^) , __ _ 

^ = 2rcM«H-e*--2a A' + B' + C '= ^ . 

A' [y'H-r (cw«— i#in«)J -»- B' [y'4-r<co#« H- i#Mi«)J 4-2C»«at«=s , 

A'y'r(co#»-ltjii«)4-By'r(«ttH-l<At«)-f-C*T»«^ « 

iin 9» eos ff 
o' rtVi' ».) Vi— e««n'^ 

Aus den beiden Gleichungen (f) und (P) lassen sich die elliptischen 
Integrale // [y, r {coss ^ i sin e) , e] , /I [9), 1 (to« « ~ i «n«), ej leicht ab- 
leiten, uud damit ist dann die gestellte Aufgabe erledigt. 

IV. Wir haben bfreits in der Note zn I darauf aofmerkiam gemacht, dan l-i-ßx* nidlt 
Noll verdau darf. Nun ist aber aus den (c) leiobt za scbliessen, dau 

(l -f- a) (1 4- b) (1 + y) = (1 - e») (1 + a)\ 

wa« immer a. b seyn mögen. Sind nun a und b wie in III bestimmt, »o ist (l-h a) (1 4- b> 
potttiT und a reell, demnach auch (1 4- a) (1 4- b) (1 4- y) poaiÜT, d. h, anoh 1 4- y positlr. 
Ifitldn alod die W«fftlM r nd ia (0 tmd (f), die mcativ liiidt iii«4Urt«r — 1. 

Die Grösse (14- anii*^) (14- b«tn'«>) ist positlr« w«iid a nad.bdi« WertlMtalll habani 
1 H-yiM*« Ist, da 7 nie «iiIot — 1 ainkt, «baalUlt podtb, atto iik 

a H-a*lii*») (1 + b«Ä»»») (1 + 7»»> ) ehenWlt inner ptwikir. 

Diese OrOsM i* a he raiah II gleich 

= (I +4>«Ai»9)» (l - e*««iV) [l +^»1. 
ae den alw 1 +^a* Mthwendlg famnar poriliT Ist (and ab« w 1 + ^x*>. 

DlewrBaweitiatitanaidlBgaToram, daa» 1 niBlitNBll weidaa ke«B, 

9 von 0 bis geht. Die&s können wir jedoch nicht kimwag Tovauaataan , 
dian einen einiigen Werth von sp, und sonst immer ist 1 4- x* positir. 

£• Itann abar aina andar« Schwierigkait aofkanehen. Gaaatxt p (oder (9 ) sey positiv, so ist 
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Zweite Auf Issang. 271 

y* 6x 1 n 

r— — i=;^^<M'c(/^ = xV^;. Far9 = 0U(x = 0, fttrip = — aber attcbx=0, aod 

M fragt lieh also, ob «ton man in (f) [oder (f)1 9 seist, vtridieb Aosweltt Stil« Mull «Ii« 

voranigeietst). Iii z, man 9 von 0 Iis 7 gobt» niemals oneadUdi geworden, d. Ii. 

i^t die GleicIraDg I -ha«'»'?) = 0 unmöglich, so muss man diesi tngoben; ht aber die 
Gleiclmng 1 -f-a«m*9 = 0 ndgUeh, so springt x bei dem Werthe 9»« gegeben dureb dl«f^ 

Olelcbnng, von -4- 00 sa — oo , «od oe ist also die OrBise (^9^^^ 

y'^ 8« _ gl hM ^j/** es _ « 

cn-i#s' i+^s* y ye n-/»s* v/? 

SB setsen. 

Mail kann dteas auch daraus eutuehmeo, da«s die (b) eigeatlich gibt: * 

'/-T^^. _ h-a/* + n/" °> 

«y Vi— e»«fi»v y (H-a«n-9>) Vi -e»«n»») y (I-Hbnu'f.) V 1 — e»*m-» 

/* f 8x ^ 

y (H-7*m*f>) Vi-e^V^'* yi+i*x' 
wo |i etaw vülkflriiebo Konetaiilo. nnd x = ' ^— ^ 

GemAM 151, 1 heisst diese Gleiehoog aach: 

-^F(#.e)+An<#.Ä.e)H-Bn(,,b.o)H-On(ii.y,o)=- fj^-,+ß, . 

nnd ist liehtig für allein von 0 Uly. Sotst man hier # = 0 10 iit iittsweiiUhaftz = 0; Ar 
= oben so s sO. Allein ore (/^ = x V ^) vertlnfl nur dann stetig Ten 0 in 0 (In« 



I V/f aofftoglich steigt nnd dann flUit), venn x nicht 00 wird. In letxterem Falle nflute 
Qir^{ffs=xy^ als von 0 Us« veriaofBnd angesdno weiden (TOigl. S«i3» ▼oilln^BeBeAnag)^ 
Sne TheibiDg des bestimmten Integrals wird den Schwieii|^elten Jedoeh immer ein Endo 
andien. (Voigl. den Zninti an Sebhisso dos Bandet.) 

Zweite AafiBiang. 

V. Man kann obige Formeln auch in einer Weise darstellen, dass nar 
reelle Grössen zu bestimmen sind. Setzt man 

n[<p,r(co*«-f-i«f»«),eJ = F4-Qi, also H [f>,r(«o#a — i*mej,ej<?=P — Qi, 

80 ist die (f): 

F e) + (A -h B) P + U - B) l Q + C n y . e) j^p^, . 

Man ist aber ideatisdi 

/A B«i AreAit — BrsÄio, Br(eo»»-Mme> 4'Ar(oote— -lt<ne) 

(A— gli=' . I = — ' f ' ' '■ 

' rwne r«MS. 

SO dass wenn 



272 Dte AUfknalhMtm» fttr die eUipUselieii IntaffBl«. 

A+Bs:f, Br(«M«4-l«Ai«)-l-Ar(«Mt~ifliN«)sg, 

man hat: 

f-»-C«— , f H-fy-l-lCr«»»«= — ^, 

gnd also f, g» C reell ausfallen. Dann ist 
Mao hat demnach zur Bestimmung von P und Q: 

wo «, «', /i, ß\ y, y' die Werthe wie in III haben; f, (\ g, g't C, C aber 
durch die Gleichungen (g) und 

. « «'—1 . ^ a . t^ru (Z-ha )a' -i-2r cos B-hy' 

, ^,.^.^ (l4-2«')«'e'-(r« + 2ry'c o«*) 

bestimmt sind. 

§. 158. 

Dit AdHtonidMocMM IDr Aa «IBpÜtduMi Inttgiale. 
I. Wir haben in f. 101, lU gesehen, das« der Gleichung 

8x V (l~x»)(l~e»x»>' ^ ' ^ ^ • 

geaflgi wird durch 

a»H-y*+axyV(l — hO(l— e»k«> — k*e»»»y»=k*, (b) 

wo k die wQlkOrliebe Koiiiftaiite und rorausgeseut ist, dass Illrz=0t7s-hk, 
und Ar 7 = 0:zs -hk tej. IKe Qleiehaiig (a) liefert nach ^91 aber aoiiit: 



d.h. 



y va-y*)(i-«v) y v(i-t»)(i-e«o 



woC ditf wOll^firUchtt Kmistaate. Da ftr zs=0:j = + k, lttr7=50:x=:-4-k, 

• V(i-»*) (i~e»vo V • V(^^ä=vii») ytVa-oa-eüö* 
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Di» AmmukMmm Ar dto imntwfcM THnnili S7S 

wo X, y, k durch (b) zusammen hängen. Setzt man z = «n;4, beUinmit ferner q), 
%p aus smq =x, «ni^=:y, wo, da x und y positiy und unter 1 sind, 9» und %p 

swisehen 0 uad liegra mOiMB, so ist 

y.vi-.«wi. y • vi-*wp y. vi-.«,*»v* 

Seite Null, Also mus^t <u = 0 sejn; für 90 = 1^ := ist die erste Seite 

vi-.»sÄsv' 

also mms daan « = ar «ejm, da (§. 42, YU) 

y. y« vi~e'»A»»#i' 

Demnach geht o) ron 0 bis n. 

In §. 101, III haben wir sehen gexeigt, das» 

« k» e » » 7 ' + y V (1 ~ k»> <l -~ e»k^ « k V (I y «) (1 - e» y »), 

«-k»e»y»»H-xVa-k^(l-»'k')=kV(l'-»'>(l 
Multtplizirt man die «nto dwWT Qlninhnngien mit x , di« suvite mit y, to «rgibi 
■iah du«h Snbtraklioa: 

so dass wenn «n9 = z, «miV=7, Wn(» = k, und 9, y unter-^: 



fing cotifV l - e' sin* — «Mt^CM^ Vi — e'«M»'l» 

Mttltipüairt man hier ZAhler und Nenner mit 



«fa»» e^' ♦ (1 - e » *t»' ij») — #«« * ♦ (TO*» *) (1 — e ' «n» == «n ' V (1 — ««» ^) (1 e* ♦<■• ^) 
— — «H»V) (1 — • W|»> == (SM V - «M>) (1 ~ e*«M>«M>f). 

M eigibt tieh: ^ 

S<iHl 0O$lp Yl^9*tin*tp >>n V' f ^» y V 1 — 

1 — e m'ff'W^ 

Danas folgt 

, , / eot9CO$p— n»9> tin^fY(l — B^tin^ 9>) (1 — 9*sin*ity\* 

•©•'•«l — I " i . i r-i . ■ . — " I . 

\ 1 — e'm*f> «n*^ y 

n 

Dafllrys^ssO di« eiqgtUaimMi« ChOtM 1, Ar q^s^ssy abtr 

y (1 e (1 — 

pr^i — — I dieselben Werthe hat. so ist 

»leat et, DMtee»ii«l*a. lassfiel^Meshnat. II. t. Aet. 18 



274 IM« Additioiiatlttoreiira für die eUiptiscbeu Integrale. 

Mn9iM«»if> V^(l — *'#m*^> (I— «'«»i'v») ... 

BMiimmi man hieraus deu zwischea 0 und n liegenden Winkel <u, so besteht für 9), 
« di« GImdiang (o'), d. h. 

F(*.e>4 F (1/.. e) = F (o., e). (e) 

DiMt ui das AdditioMÜiMmB für di« alMjtiitfliw« Jntugraje dar entao Art. 
n» Die OI«iei1ning> («') liaisH aneh 



a« 

Aas daa ia dar Nata sa §. 101, III gagebenen Werthe vao ^ (blgt leicht: 

8y V» — X* 



^7..- ^ CVI^»? V 1 - a««» VT^i !l 



Va-x«> (l-y») (l-e»x»> 
Da mm dar baraito aagalllhrta Warth ran |^ latstara GrStsa tu Noll maelitk 



90 nacht ar anah 



Vlirji ex^ VTur» • ^rfx^*"-^ 

Dieser DiiTereniialgleicbung wird also durch die Gleichung (a) in §. 101» Iii ebca- 
fltlls genügt. 

Seist man j — sin \p, x —sin<f , so gibt sie integrirt: 



276 

« 

wo nun weil zugleich (jp = 0 , if; = o>, »eyn wird: C = E (o). e), »p dMS. 
worin dM Additiontiheorem filr die swdto Art boatolrt» * 

§. 159. 

BniolAuigaB svbelMa d«n elNplitdMn Integralen. 

I. Zwischen den elliptischen Integralen der drei Artt>n bestehen Bezie- 
hungen , die wir schliesslich, ehe wir zu Anwendnogen abergehea, noch Ab- 
leiten wollen. 

Zunächst aber wollen wir bemerken, dass man ganz in denelben Weise 
wie in §. 156 folgende Beduktionsformel beweisen kann: 



8 tti 



— (2b— 8) [1 +2aiH-e»;-l-3a 



89> 



»e'J / , 

+ 2(n-2>(3ae=-hl-he'> / 

• -(2n-6)e*/ 

y (a+#6i>)^VT=rö?^ ^' 

Setzt man hier n = 2, für a und dividirt beiderseitig durch a, so er- 
b&lt mra: 

a'+2a(14-»'H->a' / ■ « . fty . o« V(l-t'a<Ai»8» 



m 

n 



T 



£beo »0 



18* 
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Ans dlewr Formel folgt nun, da die erste Seite Null ist für ^=0. dass 
nan die Integrale als bestimmte innerhalb der GrÄiizon Null imd 9 ansehen 

■ 9*tim*m J • (i-tt*M»*«WM*«V I-s'm'» 

(i + eo.» g) (1 - s'dn'q) n(r, - '} 

ironutt 

<i+£e?!^T^^!^Jf!!« n(^-s 1 r^;^ 

^ S«M*«<i-s'«M'") 2 1-e •( 



_1 _4^L_E(»..). 

HiefMt folgt: . , . 

B (I^ e * ««■« ^' Vi— 
I /y 1 e'>m'a »tii'f> 

~~e* wViyo [l — e**in'a#»nV]* Vi — 

8» - 

'*'***tn'«y 0 11 — e'<m'rt«arvr Vi ' 

__ tifi*g»tnygo*y Vi — «»'^"'y 

~ 2eo#»«(l— e'»rn'nWn*v) (1 — «'«"*«) 

"^2s»fin*oco*'a(l— eWin'o) ' 

F(».») + f^*aE(».e) 
2 e»«»»'o (!—•••*••«) ' 

Eben so ist 

>_ . = - p(,. •) 4- n(#. - «. •). 

• (i — e»#M»*«n«*»)Vl--e'""'* 



IL Dmmm aigibt sieh 

2e'«»t'«V " / . ■ rrr 

. . xn-^ =^^r - •••*••«»•) - r (». •)] 

mm*9, y 1 — 6*»m*« 



4k Ii.» wie leieht «niehtlicli: 

Yi- 

8» 



— ■^"iTf^^r , )[fl(^,-«W«,e)~r(»,t)j 

V- b /> 8f 



Vi- 



Die mte Seite ist aber — 

[co^Ä VT^« jlK»,-«»*!»»«,«) P(v.«)|] . • 

so <Um, weoD man noch a iutegrirt: 

Ml^a Vi - • lU - e » a. e) - F •>] 

vi^'^ r y ^- f 1 

-hr(»..)yVi— w«0.-E(,..) yi=^=^c. 

wo C von a umbliaQgig bu Non ist aber die eiste Seite Null Iftr « = 0, 
indem 

ist, 80 dess wenn omd die lotegrale alt beetiminite swisdien den Grioten 0 
and a BiniDt: 



eo/y a V 1 ~ • ' " 1 ~ « ■ " " » - F V . e) J — CO /(7 » V i — e ■ * ^ [II (o, — e ' #w 

- F (n. ejj -h F (» , e) E («, ej E e> F (a, e). (b) 

Diese interessante Formel lehrt die GrAasen #7(9, — e'ain'a,e), /7(a, 
~-e^«m'9), e) dnrch einander auszodrAeken, and kann DameotUch bei Be- 
rechooog der lotegrale dritter Art vop groisem Mataeo seyn. 

* l)a «clbst, wenn a und ^ bis ^ gehen, keine» der in (b) Torkommcndeii tw» 
«iimoiten integrale unzuiäMig wird (dadurch , daas die Gri^Mc unter dem InlegraU 
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ceiohen miMidlieh wttrd«), so kann man dies« Fonoel lür a uad 9 von 0 bis 

in. Au» der Formel (a') folgt für a= — f<?o**a + e»#m'a) = —k: 

y»g, ß ^ k' *«n V Cof if V \ — g • sin • y 

Da aber 

yv 8» \ r 8v 

ao ergibt sich : 

20— •*)*«m^ac<»'ff /»SP *mV 8y F(».e) — E(f>.e) 

y , (l~k»»»y)'V^l-eW» Vk 

-f-F(»,e)V^k, 

(<»«»« 

2 ( 1 — e •) ' gm ' ff c<vf ' g Pif, tin ' y 8 y 



»*n<9> cot 



il -t- (1-0») tg*99fn'a\ V 1- (1— " Vi - (l — ♦»» '«J 

oder 

80 dass, w£nn man nach a (zwischen 0 ond a) integrirt (alao alle GrdstOD 
TOD a = 0 ao endlich ToransMUt) : 

wo ksco«'a + e'«m*a:=: 1 —(I — c'j*m'c ist (vergl. §. 152). 



Dafür a=s Olks 1, nnd dann i7<9, — 

1— »V • Vi— «»m»*^ (I — 

(f. 154X diese OrOase aber iUr ^ = y anendlieh wird, so JiMt sidi die Fonnel (b') 

it * 

für = -^^ nicht kurzweg anwenden. Die elliptitehen Integrale der beiden ersten 
Arten in (b ) bieten ohnehin keine Ausnahme dar; die der dritten Art sind 

8 V 



/. 



0 11 T- (I —e») 1^*9 *M*a} Vi—«»«»»« 
Dal4-(1 — e')<^>jA»'a nie MnU ^id, 1 •^{eoe'echeWa) «^'^ aar 
Null wird» weoairsO, 9) = -2 * m i«^ aaek bleu detf lUl^s-^- in (b') aaign- 
«ehlosBen. ^ ' ' i • . j 

IV. Für 9 = 1^ gibt die Foraiel (b) i; \ / , . , 

= F^-|,e)E(o.e)-E(-|,e)F(«.e). (c) 

weleke Gleiekimg dann Ar a = ^ eioe identisefae wird. Diese Oleicbung 

dracktü^—', — e'4m'a,e^ darek elliptische Integrale der zwei ersten 
Arten ans (§. 152, 1, I)« 

V. Die Formel (b') ist nur für (p = ~ und zugleich a = 0 beanstandet. 
Da sie aber voraussetzt, man gehe von a = 0 aas, so könaea wir sie f&r 
9 = -|* nicht braochen. Setsen wir aber nur nickt oessO, so gelten die 

vorhergehenden Formeln immer für 9) = ^- , so dass also 

IT 

2(1 — ••)'iin-o CO*- rt 



« (l-k««.'»»)»^!— e»«iü^ 
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also 
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2(1— wi'aw'g /** nn*»89> 

wo C Ton a tmabbiagi^ ist * Setzt man hier a = y , ao iet k = e', alao 
aidier die efeCe Seite Noll, ao dasi 

* ■ 

d, h. da 

rr 

T 

ea iat, weno man dieae Werthe oben eimetat: 



* Mar darf nivbt a = Ü ««jru. 
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V«ö#'a e #m*a L V2 J V2 yj 

VI. Pttre, =Vl-e»ist 



ir * 



— / /*' e, coi'- -\- cot- y ji 

Diese Grösse Ut eioe Faoktion von e» die wir .mit f (e) bezeichnen 
wollen» «0 daäs 

f<.)= /• VwÄv«» + frr-' * —X 

Diflferenzirt man hier nach e gemäss §. 85 und beachteti dass (|. 154) 

«•y. vi-««w'# Vo 'V« Lvi- 



80 ergibt sieb ^wegen — — : ' 

d. h. wie man leicbt findet T (e) = 0, so dass f(e) von e unabbängig ist. 
Fflr e =: 0 ist aber «i = J also 

■ 

d. b., wenn man in (c') eiosetot: 

WO ej SS "Y^ 1 — i- k — cos'^a e i^t. Diese Theoreme hat, wie die 
meisten bieher gehörigen, Legeodre gefunden. (Siebe ancb §. 160» III.) 

Yn. 8«y dsi Jntegnl 

iMtetegt, w» e > a > 0. 
Zonlelut ist 

/* fn»—y*)eu _ /*• u-8tt _ , p 

. V(u' -aO (c* ^^ ^ J . \^(u^a»^ (c*-u -") J . - ä [ n*> ' 



llso Mise e*— v>=:(e'— a')*', to iat wenn — — = e', dietts IntegrmI gisith 

so dau da« verlaiigte InUigrul ~ 



(d) 



Seilt mui TS ax, = aoiMdi«« 

Iftt MiUelitigint dw Ohichwig (d) ist also 

f\rT =iL. 

y. y . vcu'—av (c*— UV (»■—>•> (c'—T^j ** 



g. 160. 



L Aus §. 57, VII ergibt sich, dass die Länge eines elliptischen liogens dessen 
Anfkngsabsiine 0, wibMnd die AbraitM des Eodpiinkte x ist, danh du Integral 

* »yj^Kl-e-ss*'f»e» 

beetinunt iil, wo 



IHeMlbe ist also a£ (4), e). 

Für die ilyperb«] ergibt sich eben so als Länge eines Bogens von» Scheitel M 
Insiar AbssiHex: 



• /•"Vl-?Wf;. , a« . a 



Aber 

S4»^» **-y Vf=7««iii~»» ~y jMi^i^Kwe^MfsV 

y Vi -e'sAi'^ r * y vi -«»d*»^ 



Ä»*»- «'»»«■ 



also >^ V- - 



Vergl. auch « Anhang* uoter C 

Google 
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« 

* ******* 6 » = (1 - e V tF (-^ . e) - r (r, e;| - K . e) + K •) 



mithin der lijii«rb«lbof«fi ; 



- [L(— , e> — 1- (».,e;J — ~1L(-^, e) — E(9.e;jH " 



llr 4«B LamniioitoBbogwi vtgßh §. 48, HI al« Bogea BM, für in BAM=9; 

iJieses Integral hat nua, da 2 1, nicht die verlangt« Nurmalforro , lä»8t sich 
whw leidil «nf dietelbe Inlman. Mw MtM m dMH lud» 

M iai 



y e» _ / • 8» 



.▼«glichen mit §. 155, I sind die TitrWnneln von (1 — x') (1 — 2x'> = 0: J, — 1, 
V^i, — Vi und es liegt x hier immer zwisoiMD — Vi und -i- V 1(9 swiiohen — 
«S«" und + 45°). Alio ist in 155. 1. 3: 

a«-l, b«-V|. e«VJ. d=l. « = t«Vl. B = -^2. 

X = X V 2 = V 2 #lri V , 

/ ex f-^ Jt e«=». 

y VU-x') (l-2x'> VV(1-*')(1 e'i')' * 

, — - andge- 

V 1 — e'#m-o 

hört direkt zu den elliptischen Integralen. Man schliesst daraus, dass ^-enn (§. 48, 

r' a 
UI): c<M2«)=i^, Mna = K2«Mi4D, der dortige Bogen MB = y^F(a,Vl) »ej. 

Adulidie Beitpi«!« iMien sieh in Meng« aagebmi. lali ImIm mIoIi« in Qrn- 
norie AnbiT, IZ, &488, Z, S.90, XI, &88 «. «. w. «agegelMn. 

IL Man m11 die OberflSehe det aoUeibn Xfeitkegels Imtinnnen. 

Fig. SS. Yfi stelle OC einen eohiefen Kreiskegei vor (Fig. 63) 
n^—'- ff—^ dewen Hnlbineuer CDsr, denen HObe OBsh, wenn OB 
aC^^L-^ tenkfeehi steht nuf der Gninddiehe. Ferner wj CBssn, 

/ / y und man nehme die Spitze 0 zum Anfangspunkt rechtwink- 
liger Kofrdiüat'ii, OB zur Axe der x, eine Pfirallele mit BC, 
durch 0, /MX Axt- der y, und sey M ein Punkt der Kegel- 
fläche, dessi n Koordinaten x, JT, ae sind. Durch M lege man 
einen Schnitt parallel mit dw Önindflidie di»s Kegels, se ist 
die EntfrmiiBg desselben von der Spitie sz» also wenn 9 sein Halbmesser 
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Ferner liegt der Mittelpunkt dieses Kreises in der Ebene OCB, d. h. in der 
Ebene def jx, m» 4&n Mine Koecdinnten siad x, x y» 0* DMMt Iblglmm dan, 
da M und der MiUetponkt die Eatlbrainf 9 habea: 

ta «elbher GleMmy beide Zeiehen mllMiff tüML Dhmm fbig» 

f»»4-a(by-»»») .fcz h(hy-a») 

«»« ~Vr»»«-<bj-»i)"* »7 V»V-*y-»«)'* 

1 ^ /^l?^ ^ ~ h'lr'«'-(»iy~>x)^|H-[rU-4-eOby~a»)J'-f-h»(hy-»»)' 
V8y^ h>fr>s*-(hy-as)*] 

h'r'x'-t-[r-i-^-aaiv-^ ai)J' _ h-r-x - r* x f~2>r'x (h y — ai) + a'(hy — 

_ (h»'t-»»)t»x'-t-2ar»»(hy — >x)H-»*(hy — e^>» 

Setxt man h' -f- r' = (»*, ^^xs^^ =s M , »0 ist diess = 

j»H-2arM + a'M* 



•e dats <§. 80) dass doppelte fategral 



ZU bestiminen ist. Die Ebene der x j llieUt die ganze Kegelfläohe in zwei HilAeii; 
f&r jede tand die iuMeretea Orftoteii tob x: 0 und h, wAbread eiaem beliebifea x 

Ihr y die CMOMB (a—r) Y« (*'f'')Y ''«BBMb^^f^ 



n 



Üm diaiM lategral in bestiaanen, lUuaa wir Ar x ood 7 iwei aeae Verftader- 
lidke a and V ein, die mit den ersten durch die Gleichungen x = u, yssttT XB* 
Aladaan ist iu §. 79, 1 die dortige Oleiebnag (d):j— xrss«, 



wibMBddie<d') ■iad:(a->r)|--xa'sBO. (a-hr)^ — x^'sO. Daranfolgi 

**' — ~~^t ß' » beide von x unabhängig. Die dortigen Gleichungen (f) 

tiad, da9(tt,T) = u, a=:0, b = Ii ; 0 = a , h = b', so dasaalso aaeb der dertigaa 
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Am dieser Formel folgt nnn, da die erste Seite Null ist für y=0, da&s 
mMi dl« Integrale als bestimmte innerhalb der Grinioo Null und y ansehen 
Ulm» woduch eiwaftr »= — e'«»*«; 

^n^ cos^Vl (1 ->»*ft»'a) /V 9* ; 

d.lL ' 

(i-4-<^M(I- *'^'«)-t-g<'*'«n(r,--""- 

j_ — 1 — lF(«,e) — w«*« FC», e)-l- e)l, (8- 154. U) 



wonift 



* »•w'.a-sWa) 2 1-e#ma 



2 1— e*«»*a 



1 8 » 

_ nn » a sin <r «"f^' T V^l - - e*w'n V 

2e'5iti'«co4-ß (1 — e'*in*a) 
_ F(».e)-t-<y'aE(».e) 



Eben so ist 



yy e ' Irin ' n »in' ö y _^ /V ^ 
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IL Danwa ergibt sich 

2#w.VTrTO«»a vi ^'^^i^ 

:-r~,/\ - ^ --- - in(»,~a»#Ai»«,e)-F<»,»)] 

dk h., wi« kiobt enichtlidi: 

H-«ito«VI^i*iÄ»a - /*•' 

vr^wv r ^ ^ — ' — 1 



K (v. p) 



Die erste Seite ist aber = 



d 

da 



80 cUuM, weon mau noch u iutegrirt: 

•♦.F(*.«) /Vl-«W«d«-E(»..) /■ ^°-_ H-C> 

y y Vi— •'wn-o 

wo C von a aaftbhäogig ist. ^lon ist «ber die eiste Seile Moll fikr « = 0, 



i»t, so daee wenn nuMi die Integrale als beslämmte swiedien den GrimeD 0 
und a aimiiit: 



-- F («, e)] -h r (v, e) E (a, e) E e) F (a, «). (b) 

Diese interessante Formel lehrt die Grössen n(gt, — e'«n'a,e), i!7(tt, 
— e'^m'y, o) durch einander auszudrücken, und kann namentlich bei Be- 
rechnung der Integrale dritter Art vod grossem jNatzen seya, 

• Da «elbct, wenn a «nd 9» bis 2 gehen, keines der in (b) Torkeaunenden be- 

stimmten Integrale unzulässig wird (dadurch, dass die Orttsse unter dem IntegrsU 



aeidMii «iMiKUioh wOido), so kann man dme Fonael Iftr « und 9 tob 0 bis 
Y anwendui. 

III. Aa» der Formel (a'J folgt für sl=^ — (cos^a + e'«m'a; = — k: 
• [TITi»»,] » V^L^^ViÄi^ - ~ 2 (1 - e V * «»^ « «o# • a (1 - k «n 



•* k k 

Da aber 



ao ergibt tieh: 

2(1 — eQ'wi'gw'« rg> mm^pdp ^ F(yt«)— E(»,s) 

_ Vksi^,^sas,^V|3 g^ 

d.b. 

■ 1 [H (f>, — k, e) — !• c>J 

2(1 — e^^itn'neog'a 



oder 



^ r i "I 

Vi— (»— •^si»»*« ' 

( » - « V [-f=r'^!^— Ifl - k. s) - K e)]t = wi. .0 eben . 

ao daas, weoo mao nach a (swiscben 0 imd a) integrirt (also alle GrSaseo 
von « s 0 an endlich Yoraiueetat) t 

— oo«'vF(a, V^l— o-)lH-[F(v>.e> - E e) J I' («, V 1 - e v - F e) E («. \ 1- e') (b> 

WO k = cp«'a -h e'#m'a = I — (i — e';«}«'tt ist (vergi. 162). 
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Da ftr «SS Olks: 1 , und dum i7(|}, — k, e) s 



154), diese Ortete aber für ^ = <^ nneodlioh wiid. m liset akh dieFoniel (bO 

för iliclit kurzweg anwenden. Die elliptischen Integrale der beiden ersten 

Arten in (b ) bieten ohnehin keine Ausnahme dar; die der dritten Art «ind 

y*9 6_V>_ 

y> 6« 
0 UH- (I — e*> tf*9im*a} Vi— e*«in*a' 

]>a 1 -h U ~ e')l^'q>eji»*« nie Kuli wird, 1 («m^« H- e*«>M*a) «m*^ nw 

Null wird, wenn a = 0, 9= 8o ist auch bloss der Fall 9p = in (b') aosge« 
«chlossen. 

IV. Für 9 = gibt die Fonnel (b): 

= ^Cl' e)E(a.e)-£Q, ejr(«.e>, <e) 
welche Gleichung (laoo für a eine identische wird. Diese Gleichung 

Mclitn^—y '~B*nn*a,^. danh elliptiaolie Integrale der zwei ersten 

Arten aus (§. 152, I, 1). 

V. Die Fonnel (b') ist nur f&r 9 =: y und zugleich« 0 beanstandet. 
Da sie aber voraossetst, man gehe von «=^0 ans, so kOnaen wir sie fttr 
g> = ^ nicht branehea. Setzen wir aber nor nicht «ssO, so gelten die 

vorhergehenden Formelu immer ffir 9 = so dass also 

y» <1 - km*f»)* Vi — e*«Ai>«i 
Vk ki . 

Digitized by Google 



180 



yi-Q-O,«,'« V« ^' 

WO G TOD ft onsbliäDgig Ut * S«tst man hier « = so ist k = e*, »Ito 

sicher die erste Seite Nall, so dass 

<^-' v^fe. [<f 0 - (f 0] = [<I • 0 

d. h. da 

n 

^Vl— (1 — 0**»*a y • Vi — (l—e'«MU V« V 1 — (1 — •»m«« 
t 

T 

es ist, wenn man diese Werthe oben einaetst: 



also 



* Nor darf aleVt « SS 0 te jn. 
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=E(|.t)[r(y, Vi^)-F(«, vrrr^j 

VI. Für e» - V r^e' ißt 

«a- •) ' a-.)-<r • 0 ^ (f -o-'d • •) ^ (^ o 

« ?T « ir 

yt Vi— y 0 vi^'*»n'V y« vi~(p#»ii>y» vi-ej^i^ii^,» 



y» y, Vl-«,W#Vl-«'iA«> ' 

Diese Grösse ist eine Fonktioii von e, die wir mit f (e) beteielioen 
wollen, so dass 

* • * * 

fWl-^'sin'^bv f\/=J^===-h /'-=J|==rX 

yo y« vi-«w,y, vi-«.^*m«# 

Diffnenzirt man hier nach e gemäss §.86 und beaditet, dass (f. 154) 
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80 ergibt sich (^wegen — — : ' 

d. h. wie man leicht findet f (e) = U, «» dose f (e) von e anabh&Dglg ist. 
Für e = 0 ist aber ej = I aleo 

d. fa., wenn mau in (c') einsetzt: 

• H- F , [F (a, f, ) ~- t: (a, e j] , 1 

WO e| = Vi— e*, k = + e'MVo ist. Biese Theoreme hat, wie die 
meisten hieher gebörigeo, Legendr e gefaoden. (Siehe iinch §• 160, III.) 

TU. Sey du Integral 

vorgelegt, woc^-a]|>0. 
Zunächst ist 

c — a* 

Mau seUe c - — u^=- (c^ — a*)*"» »o »»t wenn j — = e', dieses Integral gleich 

1 p c» — (c»-a»)z* ht. 

10 dua da« «cilsngt« latagnü ^ 
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V Ü a y (a- — (c- — « •/ V (a* — f 0 (c' — 



Seilt mui v«s«x, — = e.*, lobtdit« 



^« -'y oVii-i-Ki-e,'«') y.vu-»»)(i-»,"»o 

Mk BwOdkrfebtigung der Gleichiag (d) ist »Im^ 

ArT ^ (a'-ir»)8n . 



§. 160. 



I. Aug 57, VII ergibt sich, dass die Lange eines eilip tischen Bogens dessen 
AnlkDgsabsnMe 0, 'wlbraid die Absrine dm Endpnnkto x iai, dareh da* Integral 

bM tinuDt itt, wo 

» a'-b* . 

Dietelbe itt abo = a£ ((p, e). 

Für die Hyperbel ergibt sieh eben so als Lange eines Bogens vom Scheitel an 
bis cur Absxisse x : 

n 

a r*VV^'!in^^. 



Aber 



I __ ö ^ g » «in = — 



* ^ 

- e = / ' . (S. 164. lU) =r /* — ii^r /Vi - fii^»» 8 

yvi-e«jAs> yvi~e*«« v^ y 

^, r P 7' _^ CO»- y V i — e • »in' y 

y V 1 - e '«in^ *»" » 

also 



* Teigt. aad» «Anhang* uoter €. 
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Vi V e » = (I - e») IF ( j . e) - r (». .)J - K (~ » e) 4- E (r, •) 



«Ml** 



nithiii der fljperbelbogcii : 



tm 9 



FSr dM LMUluMtMibogra ergab §. 48» III alt Bege« BM, Ahr den BAM =9 ; 



Dieses Integral hat nun, da 2 > I, nicht die verlangt« Normalform, liUwi sich 
aber leicht auf dieselbe bringen. Man setze zu dem Ende 



•o ui 



y*^ u r _ 



Terglichen mit §. 165, 1 »tad die vier Wnrnln Ten (1 — x') (1 ^ 9x') =: 0: 1, — 1. 

V't, — V't und e.H Hegt x hier immer z wimImd ^ 1^ | wd 
46«' und 4- 45*'}. AUo ist in 1. 166, 1, 3: 

1— n 



n=-|, bs-l^l, c = |^{. d = i,^i-^ = «;_:. a=l, ««VI, E = H.2. 



80 



Mnn setie bier ssM'nir, to iti dfeeet Integral = VI / — und ge- 

bi)rt direkt zu den elliptischen integralen. Man scbliesst darau;«. das« wenn {%. 49, 



III):eM2«=^, «A»a=K2«M»«, der dortige Bogen llB = ^F<a,VO eey. 

Aehnliohe Beispiele lassen sich in Menge angebeu. Ich habe üulche in üru- 
nerts Arehir, IX, 8. 488, X, 8.90, XI. 8. 88 n. 1. w. angegeben. 

11. Man soll die Oberfläche des schiefen Kreiskegels bestimmen. 

Fig. 63, Ks stelle OC einen schiefen Kreiskegel vor (Fig. 63) 

dessen Halbmesser CD=:r, dessen Höhe OB = h, wenn OB 
senkrecht steht auf der Gründliche. Ferner tey CBssa, 
und man nehme die Spitae O «nm Anfaiigspanki reditwink- 
iiger KeerdinniMi, OB rar Axe der x, eine Pwallele milBC, 
dnroh 0, zur Axe der y, and eey M ein Punkt der Kegel- 
fläche, dos.sen Koordinaten x, y, z sind. Durrh M lege man 
einen iSchnitt parallel mit der Grundflache des Kegeb, so iit 
die Entfernung desselben von der Spitze = x , abo wenn {» sein lialbmesser 
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r 



Fmr iMgt d«r Mittoipuakt dieaei Knisei in der fibeae OCB, d. h. in d«r 
Ebene det jx, ao dsst ■eine Koordinaien nad z, z ®* ' Dwmm Iblginaa daaa, 
da M nad der MiMelpnakt die Eatfenraaf q babea; 

in welcher Gleicliung beide Zeichen zulässig sind. Daraus folgt 

(h y — a x) 



(b y ~ a x) * 

- f^j^\ ' /'8E^ h'tr'x'-(hy-a»)'|-»-fr* x -r^ a (h y - a x>J' 4- h»(hy-ai)* 
V8iy V8yy h*rr = x'-(hy-ax)'j 

_ h*r*«*-h[r'x-^aiby — ax)J^ _ h^r' x ^ r' x -H2»r' x (h y — >x) -4- a-(hy — ai)* 
~ li»(r»x»-(liy-»i)»| h»[r»«»-(hy-ax>'J 
(h»H-r')f»«»H-«ar'x(hy-a») + a'(hy — >»)» 



8e«sk■Mab* + r' = «^^^=s]C, loistdieeas 



b»a— M*) 

•e ÜMt (|. 80) daii doppelte lategfml 



tJJv- — Tön — 



isl. Die Ebene der xy tbeili die ganze KegelflAebe in swei H&lften: 
Ittr jede nad die Aauentoa OiAaien tob z: 0 md b, wiluread eisern beliebigea x 

flr 7 die üriüueo (a — ') t ~^ zogehOren. Demnach ist die Fliehe 



,/e--H2arM-f-a^ 

V — r=Mi^ 



— öy. 



Um dieses Integral zu bestimmen, fuliren wir ftir x und y zwei neue Veränder- 
liche u und Y ein, die mit den ersten durch die Gleichungen x = u, yz=ur zu* 
■awweahängen. Aisdana ieft ia §. 79, 1 die dortige Oleiebang (d):y — zt = 0, 

während die (d' ) sind : — r> ^ — xa' = ü , (a r) ^- — x^' = 0. Uaraua folgt 

«' = ^^, /fs=^Y^. beide tob z aaabbingig. Di« dertfgea. Oleiahasgao (I) 
aiiid, da ^(tt,T) = u, a = 0, bah : Osa', h=b', so das* also Baeh der dortigen 
FonBel(AJ, in der 1, ~ = 0, ^=u, |^ = t. dieFlikhe = 
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h 

«o dMS, ^venn onn die IniegmlioB dmIi q yoUsidit (woronlTteDaliliiiigir bi). nuui 
lllr den Inhftlt dw KegdHiclie eiUli: - 



Sstet man «idlieb 



•o nnd die GriUiMn w ^ : « «nd 0, foiiiit die XegeUUelie gleieli 



und wewi man nooh «o« 9> = x setzt : 



/•* 'Vp»H-2ar»- h»'x^ 

welches Integral nun sn den eUiptiieheii gehSrt und lUMh 1. 166, II, 2 behMdelt 
werden mua«. Da die Wurseln der Gleichung a*x*-f- 2 »rx-f-ß*= 0 «nd —-j- 

•oie»dort»= — 1, b=;4-l, m=— 7. B=~,iJ«i 

l_x_ 1— r _ l/(*±'ll±^? I— «-h7Jl-t-». ) 4« 

^__^_«^-^-^, a - y (a_r)^-hh»'*"l-+-a4-» (!-«)' ö z ' [l -+-7.(1 -a)J»' 

-'*=in^r^^- ■[(-i) -^a^] 



also endlich 



rt — 1 y* j 

und wenn man wieder z = co*(jr , ^IjTi — "*» ^«"Ipp*"* lews 



Aber et ist 
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BerMlmuBf dar FUdw da» ftdnefiao Knukagtlt» » 887 

1 V (a +7> - -Hh ' V (i^ ' " * 

so dass also die Kegeifläche = 

n_ « 

Nun ist \ 

V I _ /** » - e^Wti'y fi /•* re« _ 2e» J 

J 0 (l—m cos $.y y • (I — ni«o*».)' yi_e*«i»*«> ./ o L«n' m* 1 — meo««i 

_2^' f" 1 ^H.A_e:+r^ ' " 

Elmi M» 

ff « 

y,<n-m«w»)» y »v« Vi-«'«»'» 

•b das« die Sunune = 



Naeh §. 151 iat 

ferner, wenn man in der Formel (d) des 156 a = — , n = 2 setil: 

vi-«*«»"V »y vi-«w» 
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8» 



iittagrirt man hier swiaolien den GrAnsen 0 und -j^, ee erhili nuui : 

^ (l -2.'^ / - » VW. 



^ "> 0 (1 — ni CO« V) Vi— e*n«> 

womit nun, indeu man firüher Uetagte« beachtet: 

a-'j^i-H-^)!-/ + / 1 

+ — r=^i — "Ly 



M 



ihar Formel 

[V(»-Hr)'+h*+V(»-»)'H-h»J" " V (a-rr-t-h»* «-h T 



in weicher Formel 



f [•(! •*•«) 4- r (1 - g)]' 4- h'(l 
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1 



Für den besondern Fall, dass a = 0 ist «=2:1, m = 0, e=0, n = -^V r'4- h', 

2 Vr r -^srVr'+h'^r, die bekannte Fonnei Air den senkrechten KegeL 

telaitti(a— r>'+li>s9', (a.+ r)*+b*sf", m Ist 

,._ [»(g-»-»0H-T(g-e03'H-h«to-gO' 

_ (t«H-r»H-h')(g'H-.g**)4-2ee'(a' — r*~h«)-4-2*f(p»~p") 

k (g W)' H- 2 g (a ' - r» - h«) >- i (e" - »>' 

— 2g*g"-*-2e(>*(a^ — r* — hV _ 1 r*4 -h'— a' 

P«ra«r 

so da&s ai&o die Flache auch — 

wo «BS V Y ' Fonnd ^bt L«g«ndte: Tctiti d«t FooetioaM 

•IHptlvMt I, pag. 380. 

ZuMli. 

ÜL Du In obiger Fomel TotkonunoBdo ÜDtegiml 4or dritten Aft ttsM lieh doch dio 



Auft (h) in §. 152 folgt, wenn man k =s ca^*a 4- e'jM'or and 

setzt 

n^^^. e»^'«,ej= '\2''^^'0 

dann gibt (d) in §. 159: 

(I — o') W«o0o#« „/ff . (1 — e*)#»nooot« _ /"ft N « 

Vi "U'^'V* yV. — ^U* V^2 

-E(|^,e)F(«.t.)+F(|^.e)p(«.o.)-F(|-.e)B(«.o»). o.»=:l-o«. 
OlOBCO'* DUn»rMtUJ- laMfnl.|U«teaaf. II. t. AaO. 
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Dadurch ergibt sich nun : 

l^j. Q , ,^ f („..j ^ F (^1. e) F (o. ..) + F (I , e) E («,•.)] . (.) 

womit, nebst den Fomeln (c) and (d) des §. 159, wohl gezeigt ist, dass die 
elliptischen Integrale der dritten Art für = y sich durch die der zwei 
erateo Arten aasdrOckea iMsra. 

Die Fonnel de« $. 152, II gibt f&r a = e' 1^'«, k' = (l+e«(9'a)X 

wo nnn 



$m*iteo$*a mm« «mo * 



so dass 

" ( 2 • • j - " C 2* >) ^ ^Tk— 2 ^ ^ C 2 ' V ' 

und mithin 

+ •f5i^[|._E(|., •).F(«.^) + f(|. •)F(«,e.)-F(|. .)EK«.)l(b) 

m* 

üm diese FmimI oben aanwenden Uteota*«iss- -, m = co«a, 1— iD*=«Mi*a, 

1 — 01 

und mitbin 

+ ^ [1 - E (I . o) r (a, e. ) + K (f . e) F („ ) - r (I , .) £ . . 

WO r— ^ — , = ^ "t^ . S«tit 1MII aan dietea Werth in dl« fOr die KeMMftcfae erhaltene 

1 — in* 4()p * 

Formel ein, ro ergibt sich ein Aasdruck, der bloss eiUpUsche Integrale der beiden ersten 

Arten entliält. 

Znrückfuhrungen bestimmter Integrale auf elliptische finden sich noch 
in §. 168, IV; 169, I; 171, II; 174, V; „Anhang« unter «. Ä 
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Einimdswaiizigster Abschnitt. 

Die E n l ara ohen Integrale , oder die Oammaftuiktioiimi, so wie 

einige andere Fnnktionen. 

§. 161. 

Audmok «OB «MX 4Disb oiae FaktoiOBftilgo, akHilfnats. 

Aus der Gleichung (§. 5) 

«n2na = 2Doa««o-'«jto«-'°<^°--'>j^''~^>^^»--»«^»^^ 



a.h. 



einncu/a 1.2.3 



welche in der letzten Gestalt nur noch gerade Potenzen von cosix eo(b&lt, fol^ 
lAiebt, dass wenn man eo«'a= 1 — sin^a setzt man orhaiten werde: 



WO A, B, . . . , M bestimmte Zahlen sind. Setzt mau sin^a — Zt »o «st die zweite 
Seite dieser Olmohmig gleieh A H- B «— ' -»-... -f- M, bIm eine ganze Funktion 
dM n— l**'Gnidei tob s. £be tolehe wird aar Air n — 1 TcrMhiedene Wertiie* 
TOBSsiiNiilI and sind . . . , dieielbeii. to lAMiite«didiix«]i A (s— i,) 
. . . (i — Sm-i) darstellen. * 

Nun aber itt ^„^^ Null, wenn 2 n a = ;r, 2 n , . . . , (n — 1) w / d. h. wenn 



*** 2b* äBn» ••••• 2 n — » •<> 

£2=i^=A(*..-H..J^) (-.'.-«•1=) .... («...-*.<2riL-). 

WO A Toa aaabhängig bt. Setot maa altoa = 0« wodurch die erste Seite zu 
2a wird ^.22), ao ist 



* Ist A s"~' + . . -t- M Noll für z = /i, so lAsst sich diese Grösse durch t — ft diridiren, 
wie itoii dloM doidi «iiUleiie DivUrni iolbit ergibt. Oouhalb kaan A + . . + U gleich 
gesetzt werden dar GrÜMe (l — ß) (A »■-• + ; . K ). Ist also A -f- . . -I- IC noch weiter 

für r = » Null , !5o mmn auch (z — n) (A x" -*-+-.. -t- K') für z=v Noll seyn, d. Ii. dn r — ^ 
nicht in dieser Lage ist, so ist A 4- . . K' Null für x = »• , lasst «ich mitbin durch t—v 
dividiraa. Daiam ergibt rieh aaa leicht, dezs A t*-' + . . + M = <z — ft) (z — «) (A z"-' 
+ . . + 0*7. Fflr jeden Werth tos s, für den A z" ' + . . +H Noll ist, othllt man m oinea 
Faktor des ersten Gradps der Form i — ft. Da aber A r." ' + . . + M nur des n— ]'•" Grades 
ist, so kann die Zahl jener einfachen Fuktore nur höchstens d— I seyn. Demnacli gibt 
• • hSehttaaa a — 1 reriehiedeoe Werth e, für die Az"-' + . . + M Null 
ist Zngteieh ict Uenit aaeh goieigt, daM alidaaa daz fragliche Polyaora lioh dareh da 
Prodokt darstellen Unt 

** Für 2aa s (q 4. i)«, ... erbllt man in s dtetclben Wtrtbo wieder 

IB* 
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WOTMis leicht folgt: 



Sätet man hier a = , so ergibt sidi 



Wir wollen nun «taf 4er swoitoii Seite n anbegrinst wMhseo Immb, wodyveh 
ftvoh die Zahl der Faktoren onb^grintt wftdMt, eo bleibt der Werth dieser aweiten 
Seite inmier gleieh «ins, indem die Mite Seite von n frei ist. Aber ea itt (§. (4) 

1» . 



also 



- . s «!_ _i . »• i 



2a 1.2.8 (2B)«^l..ft <2b)« 



2D_ 2a . 1.2.8 V2By " ' 1.2.3 (2b)» ' 

2n 2b 1.2.8 UaJ * 1.2.3 (2n)« ' ' 



also 



'•"2i. 



•o das« 



niiliin aaeh, weBB man xir ftr x fetzt* 

^=»0-p)0-p)0-p) 

Mao kaoD aus (b) eine bekaoat« Foimel für n ti«hen. Seut buui x • so gibt tt« : 



10 36 



2 4— 118— A'86— 1 

2 2 4 4 6 6 



2- la-M* 4-1* 44-1*8-1 6+1 1'8*8'6'5*7 

«M^ Fonnd, die Wallii Cnd. 
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§. 162. 

Erklärung und GrundeigeDichafteo. 

I. Wir wollen da« bestimmte Integral 



durch i^(a) bezeichoeo, und dasselbe das Ealersche Integral oUer auch die 
GammafnnktioD oeonen, so dass also 



»•-»•r-«ax=r(»). (•} 

Setzt man in (a): x - /(/), also j~ = e"" = z, so sind die 

GräoMn von z: l and 0, and mithin 

jji- i («)]'-^ ö « = r(a) . (7)]' ' 8 « = r(a>. (b) 

IL Vor AUoiB wollen wir nun eine wichtige Kigenscbaft der Grösse r(a) 
nachweisen. Es ist n&mlich (§. 27) : 

ist aber a>0 so ists^e^* Null für x = 0 und x = oo (§.22j, also ist 
d. h. 

' r(a-hi)=»r(i). »>o. <c)' ' 

welche Gleichung nun eine Fondamentaieigen&chaflt der Gamma-Fonktion 
ausdrückt Aus ihr schliesst man, dass auch r(&), wenn a zwischen 0 und 
1 liegt, einen bestimmten Werth hat, da dann r(a -4: 1) in dieser Lage ist. 
Fflr a=: 1 ist ttbrigeos 

r{l)=y^a-8x=:l. 

also 

r(2) = l r(l) = 1 , r(3) - 2r(2^ 2. 1 r(n) ^ (n - l)(o-2). . . 1 . (d> 

\^ enn n eine positive ganze Zahl ist. £ben so 

r(*-*-©) = («H-ii— l)r(a-f-n- n ^ (a-f-n— l)(a-+-n— 2)r<a-+-n — 2)«.... 

t=(a-+-n-l)(» + n-2)...»r(a). (•) 

wenn n eben so beschaffen ist. 

Für ein negatives a ist r(a) unzulässig. Denn für a = 0 kann schon nach (o) 
der Werth von ^(0) nicht mehr zugelassen worden, indem er ^ scyn müsste. 
Daraus folgt dann das« fUr a= — 1 er ebea to unzulässig ist, da die (c) geben 
müftste : 

r(0)=(- i)r(- 1). r<- i)=-r(0). 

u. s. w. 
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setzt man hier x — z', = 22, öu sind die GränzeD von z wieder 0 und QO, 
also (§. Öö; ^ 

Hieraus folgt nach (e) : 



B«w«to itor Gtoifihmig r(a> r(l— a) = -r* 



«ma« 

IV. Setzt maa iu (a) : x =; mz, wo m > 0, so iti 



so dass 



« SeruiB folgt, wann m = 1 + z (vo alfo z > — l) und a -f* b Air a geteUt. 
wird: 

mitbio, da bloaa z > — 1 zu seyn braaoht: 
Aber die erete Seite ist aoch 

8= r (a)y 1*-« • 8 » = r(a) r(b) , 

y** »»-'8» . r(a)r(b) ... 
» (iH- r(a-»-b> • • ^"^ 

SetEt man bler a+b= 1 , d. b. b = 1 — a, 80 itt 

V. Die Grösse zweiter Seite dieser Gleichung läsüt sich noch in anderer 
Weise ausdrücken. Gemäss 22 wird die Grösse för ein unendlich 

abnehmendes o zu /(x), so dass also aucb, wenn Qr sich aaf ein uneodlicb 
snnebmendes n bezieht: 



so dass 
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»■—1 . I-»" 



a 



uoU miUiio gesetzt werden darf 



, k. 



wenn k eioe GrOue Ut, die' mit uneodlich wacbseodem n sich der Null un- 
begrftiut oAhert Darans folgt: ^ 



^■/;(i-.^)*;uy;'[(|)j-'.s^/'k»«=r(.)+k'. 

wenn k' ein Mittelwerth ist zwischen den Wcrthen, die k erlaugt veiin x 

von 0 bis 1 geht [§. 39, Formel (4)]. Da aber k mit laibe^'rünzt vvach- 

sendem n zu Null wird, was auch x sey, so wird also auch k' in derselben 

Lage seyn. In dem Integrale erster Seite wollen wir x ^ z* setzen, wo wir 

8s - 
n > 0 ja voranssetzen, so ist ^ = n 2"~', il » = z , also 

n— *y^'<l — X " * e X = »•y^(l— ^— ' »— » Ö »; 

I 

setzt mau aber in der Formel (hj : |^ ~ 1 , so sind die Gräozeu von 
2:0, 1 ; — ^ 1 + x = r-^, X — , so dass dann 

aus welcher Formel * nun nnmittelbar folgt, dass 
so dass aUo 

r(.)+k'=°"';'"'^<"'. 

^ ' i -h u> 

und mithin 



* Die VfifsllgMMiMnBg disssr FoiomI findet deh io «Anhaiif** vnler 9. IV. als 



Digitized by Geogle 



0) 



296 fiitigflrttoii»onxil»y + (»»-f-lii»)4ydiH-(«o 

VI. Setst niAD hier n aU ganze Zahl voraus, so ist nach (e) also 

r 1.2.3. ..(n-D.n' l ^ 
*^La(a-M)(a-l-2)...(a-Mi— 1)J ^" 

und wenn man l — a fttr a seut, also a < 1 aDnimmt: 

^ r 1 .2...(n — l)n'— 1 . 

mithin aacb: 

1.2...(n-1)n' i.2...(n-l)n'- ^ _ 

V»(»+l)...(»-t-ii-l) (1 — a> (2 — a>...(a — »)/ 

oder 

nach §. 161. AUo endlich 

rw r(i - a) e X = .> J . 

aus welcher Gleichung tür a — nochmais die (Q folgt. * 

ZoMU mr lutapstioB Uneant DUbnattalgleiehnngen. 

VJU. Legt man sich die Differentialgleichung (§. 110) 

« ^, -H + bt «) + + »»a «) y = 0 

«ur Integration vor, so ist in §. 110: (jp = a, u -f-ao, t|; = n*-f-b, tt-f'bo und MynvD 

= — ^ — H-^, wo aUo u^H-bi u-+-bo = (u — a) (u — ^) angenommen, und 
ip II"—« u— 

«r. ß wen Toraiiig«8«Ui werden. Alsdann ist b u = ? [(n — a)* (u— und die 

dortige Gleichung (p') ; e" * (u — (u — ß)'' = 0. Dieser Gleichung wild bei po- 
iitirem a und b genügt durch u = ii und tt=^; ferner bei positiTem z durdi 
Qss — oo, wfthrend bei oegatiTem x durah u = + qid genfigt wird. Man hat 
also au«h 

/"^"(a-«)— »(u-iJ)*-»8u, ftr»<0, (fi) 
I e»^(u — «)»-»(ii— 8 u, ftrx>0. ifT) 

J n 

als Werth, welcher der Differentialgleichung genügt. 
Se7nttna>^, also « — 0 «o ist nach (g): 



(«) 



* Yergl. hieher auch «Anhaag** aoter J| , wo sin «llgsaieiner Sets Ober die QainDa-> 
fnaktioneii gegeben iit. 
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DfttMif , weon b eiiM positive ganze ZaU 
8»-» /'•««-ß 



C_2 y^u— '(l-u)'-»«-*«-^J»«8ii. 



dl* 



Seist man hier («t — 18) n =t H- a, lo wird die «weite Seite an 

Filrx<Oirt 
Mkn sette (a — ß)^^ v — * a, so ist die «weite Seite 



(rO 



Vergleicht man die Fonniln (/) und Qf') mit {ß) und so ergibt sieh äess 
der Gleicimng (a> genügt wird durch 

vorausgesetzt es svy u* -f- u -+- bj = (u — a)(u — ß) , a und p{ reell, und dann 

^»l| -^^!^b ~ü^^"*"n^^^' woria a und b positir, letiteret eioe ganseZahl sej. 
Dass «>/^ sey, kana maa uabeaehtet Jastea, da sieh leioht ergibt dass in jeden 
Falle das Resultat dasselbe ist. * 



* Fflr a bildet man wie (s^) und y [wobei (b — u = Hh (▼ ~ «;] : 

— y„^'~"^'"' (T-^>''-'«"bv. x>o. 
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298 xd*j-i-2{u'hl)df dx±h*sj dx*=Oi x'd'j-h('^'M*-6)7dxhssO. 
Ist a eine positive ganze Zahl, so genügt natürlich eben so: 

VilL Für§. III, 1 ist also, da dort u~b, /j^ — b, ein Integral 
wwu la eiiw giaw Zahl; jeiii sndMM «Mir aqoh 

SeUt nan »a— 1 = n, so ist also das Tollsi&ndige iatafial ron 

x^-4-2(n+l)®^-b'xy = 0: 

wenn u eine positive ganze Zahl. 

Setai man bi statt b, so hat man 

8" 0<M2bx + i«m2bx 



= C|(«Mbz— imbx) 



ÖX» X""' 



*»L 8x» x"+' ^•^''*aa» J 

^ r . 8» tmibx . - 8» «os2bxl 
-h t, |^«a* b X gp; ^jj^ - *m b « ^ -^H;^ J . 

woi:i = Ci +Cj, £, — (C| — C,)]. Demnaeh folgt ans 

x^y,-t2Cn + l)J^H-b'sy = 0 

r 

y = (C, CMbs- C, «Mb X) -^^^ (C.**.bx -h C, Mtbi) 



x^^ G ~ 7') > ''ö~x' ^ ^^y^**' 



IZ. Wir fftgen hier folgende« zu %. 113 gahOltad« Bsispt«! sa: 

b; 

Dort ist 

10= 1, a, = b| =. bo = 0, a„ = — 6« c« = a'; b(u — 1) — 6 = 0, nsS; u=x, x^z. 

»» . -fix 

Also 

« . . coi2ax . . « V 8* **«2ax 

ss(Ci0ofax — CiffHiax)^^, —^5 hCC« «Max-fC, «osaz)^ — p— 
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I, «tDB man 4C, a'=E, , 4C,«*=E, ntat, genügt der Torgelegten Gleichuag: 

§. 163. 

ZnriUkftlmnf bMttnntir Imagnla a«r «• OmnaMfeaktfoB. 

i. Da Dach (g) für eio positives x: 



80 ist 



^mJ?-*'' r!a,/.'.^- 

Ist DUü a>0 und man setzt hier £ = aya, 80 sind die Gräoaen voo 
Q wieder 0 and oo , = . mithin (J. 162, VI) 

X- ==r(a) 2a» y. .2r<a)y* n-tt=«r<t) ^^^„y 



80 dass 



•±l>.o 

2 <!• 



0 Vr... >«» ''>^*<1^ 



und eben so > (a) 



Setst man hier a = 1 — m, so ist, da 

r(m) r(l- m) = - , r(l - m) = 



2r(ni)#tn-^ co# 

r(in}«0f-im« 



.x'-'iMMaxdxs j^— 



^« r(m)m-5-iB« 



X u 2 



x«-! e«* '8x^— — -^e ' luOck« 

weicAe aaim Oie ronnel (n'> für m = i wfori liefert. 
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SetEt HMD in dieten Formeln ni= ^ , a = r\ so iit 

Maltiplizirt man die zweite dieser Gleichongen mit iond addirt sie sor ersten, 
so erhält man : - 

J. TT®* — ~r 

worans anch 

II. Man sette in der Formet (uOz = s'« so sind dieGrAnsenTonzaueli 
0 und QO, ond es ist 

—=4^ /*'*^'i8z, also / e»'''«Ö» = ^ — , 

nad(§.42, Yü): 

y -* V r 

Setzt man endlich hier noch z=x + -^, wo a beliebig, so ergibt sich 

Es versteht sich von selbst, das^ diese Formel zwei andere uinfas^t, 
indem aas ihr unmittelbar folgt: 

m. Sey 

SO ergibt sich wie in 136, IV ftkr n > 0: 

(l^a^;|!Z4.a(n-Hl)a'-'-f-n(iH-l>y-=0. 

ea* oa ^ 1+ a* 8 y ^ ^ 

(H-»!)|^-+-2(n-»-l)aJ~* + u(n-h 1)1 = 0. " 
0 a 0 a 

C C 

Aus (n) wird geschlossen, dass y = -^j^^.^i^ H- (j — ai^ «wten 

Gleichang genügen könne, was wie in §. 136, IV folgt. Thatsftchllch 
ergibt sich diess denn anch leicht. 

Au8 \ tol^'t z = H- aU" (l ~ ai)' ' ^ ^' * unabhängig 
aindt Da lür 
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so tat 
mithin 



<» m * 301 

0=CH-C'. r(n) = -Ci-*-C'i; C = -^\ C' = ^. 
yo 2 V(l + ai>" (1 — ai)V t* 

wenn 

r r 

und wo n > 0 seyo muss (§. 85, II). 

Setzt man x ^ es, c > 0, ac = b, so ergibt sieb : 

WO 

■ >0, e>0, r = Vb»Tc». *«t««=-2., iimu=^. 

Weitere Anwendongen finden sich noch in §. 167, 169, wid ,| Anhang*" 
Boter B, 

§. 164. 
Il«r<«liaaiig d«r QrtiM r(a). 

I. Aus der Formel (e) des §.162 geht hervor, dass wenn man den 
Werth der Funktion r(a) kennt von a— 0 bis 1, man denselben auch kennt 
für alle positiven Werthe von a; während aus der Formel (!) folct , dass 
man jr(a) nur von a — 0 bis a =^ ^ zu berechnen braucht, um aucli diu Werthe 
dieser Fonktion von a=:| bis a=l zu keonea. Demnach genügt es, in /'(a) 
die anabhängige GrOsse a < ^ za setsen. (Vergl. §. 165, VI.) 

Nun war (§.162, VI): 

. - 1 .2.3. . . (n — l)n* , ^ 1.2...n.n' 



mithin 



* AlMl±aia:r<«ot«±l«ii»«), 

1 1 €oina-hi$mu«t 

(l-»al)»~i"(«dt««— i#ft»Ba)~ i« * 

1 _ WBg— 'ifjaa <t 

(1-f-ai)" r" co# na-t-i«nn«"* !■ * 

V«a(«0fB«-4-S«MIBa) («MB« — i«tllB«)Bil. 
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302 Werth ran ir(l-f*a). 

I r<l H- •) = [»i(n) - 1 (1 -H •) - i (^) - . . - / ('-± °)] 

= ör [• I («)-*( 1+ »)- i (iH- ^ i ( I 4- , 

WO Qr sich auf ein aaendlieh wachsendes n bezieht, und nur I + a > 0 
seyn mnst. 

Setzt man a< 1, so ist (§.55, VI): 
Demnach ist 

. » ( V fa . 1 a- 1 a' . 1 a-_ 1 a»^' 1 

"L« 2 «•'**8 8»""* • - in2^ + m + 10l+ear*'J 

■ 

WO alle G (ohne gerade gleich zu seyn) unter 1 sind. Demaacb ist 
ir(H-a)«»ö'r[/(n)-(^l-^ i-^ 3^ + — -»-7)] 

--ia»ör(l-hJj+l + .... + l) 

Beseicho^t man die Grösse + ^ +^ + . . . h- durch S,, so 
ist wenn 

J r( I -I- ») = a [l(a) - ( l + y-l- y H- . . . . -»^ ^ )] 

gesetzt wird, d» i Fe hler gleich der letzten Zeile obigen Ausdrucks. Dieselbe 
ist aber sicher kleiuer als 



1 

ni-l- 



SO dass der P'ehler kleiner als diese Grösse, und von entgegengesetztem 
Zeichen mit dem letzten Giiede io (q) ist. 
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Grintvftrth ?on l-t--4--*-- H--^ — l {aj. 303 

11, Wir haben nun zu 2eig;en , üass sich die Grüssen in (q) berechnen lassen. 
Wm taaishit i (■) — ^' -("j"**-' + m^' " *** i,5S uCint blgt, flu 

»<1:»>UH-»). 7X0+7). •»''»« 

>'-(i)-a)---'('^)-- 
>i.<l.l...."±'). 



oder 

I l 
jt n 

l4-^ + ..,^l-<(«)>I + /(^"^-^'^od»>lH-/(l+-i)-/(2). 

r 

SeUt man 1 -h 4" = «o >«t 
2 a 

- '("v") =..i. - '(' - - - ] «• 

so dass f(aTH 1) <lf(n)i also f(n) abnimmt mit wachsendem n. Demnach ist f(n) 
«a grdwten HIt ii = 1, wo es 1 ist» und <to f(ji)> 1 ~U2) -4-^.^1+^^» so li«gt 

f (n) immer zwischen 1 und 1 — ^ (2) + / ^1 "^"^^ i 

+ V + ^ ■«'iMhmi 1 uid 1 - Kj^s O^ttSUa 

Wir seiMa diea«a Gränzwerih=:k. 

1 l 

m. Die Beihe 1 + 2^ ~^3^ ^ kenvergent 57) wenn r> 1. 

Da ihre sämmtlichen Glieder positir sind, so kian sie sich, wenn sie endlich ist, nur 
einem einzigen besUmiBten Wetthe nAliini ^. 00, ÜO» so dnw wir bloss sn zeigen 
haben, dass diese OrMse endlieh segr. 

Nun ist 

i = 1 

aJL^ _i_ j_ j_ j_ 

1 ^ 1 1 1 
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KoDTerfeni tob IH- ^ -H • • • ; Baihen für l r(l 4- a). 

ao (laus 

2 4 8 ^ , 1 1 1 

mithin die Samim der Torgvlegten Reih» immer kleiner 

Ist nuD 2,:^-, <! 1 , d. h. r > 1 , so ist die letzte Reihe, als eine geometrische, end- 
lich C^. G, II), also auch dio vorcrolop-t p. (Vergl. Anhang il« liL) Demnach 
sind die Grui^seu 6^, . . . . öm (4) äammtlich cudlich. 

Man findet 

Sj ~ l 64493407, S, = 1-30205090. S4 = 1 08232323, S» = 1 03682775. 
S, lt>miSM. 8, 1*00634828. = itKM077d6 . := 1*00200639 » 
8t»=11NN)09My, S|t=l'000i84i9, 8|,=ltM)02«609. 8t,=l'000122n. 

IV. MuBmebr hat man 

ir(H- a) = -akH--|^S, a= - -i-S, a» -h . . .. +~ S.a-. 

WO der Fehler < ± „^^^«^1»***. D» /(l 4-a) = Ä — la* + |»* — ...» 

80 ist auch 

/ r(i a) = a (1 - k) - Ul 4- a) (8, - 1) •» — |- (S, - 1) a« -f- . . . 

-F~(S«-l)a™. (r) 



WO der Fehler < ± ;^(S«*. - 1) a-*'. 



Man kann Jedoch noch eine zweite 1 ormel daneben itellen» die rielleiobt etwas 
bequemer iet. 

Man hat, wenn nur a zwischen — 1 und ■+■ 1 : 
ir(lH-a)=(l-k)»-ia+i)H-i.(8,-l)a«— |-<^-l)a»-l- 

/r(l-a) = -a-k;a-Ul-»>H--^<S,-l)a»H- j(S*-l>a*-»- 



wo man die Beiheo in« Dnendliehe gehen taieeii darf, da sie kooTeigMit iind. 
Darana folgt 

ir<l-4-a) + ir(l-a)^-l(l-a*)H-<S,-l)a*-l--|-(8«-l)a« + 

d.h,da ru-+-aj=ar(a). r(a)r(i-a) = ~^^. e.UtrCH-a)r(l~a) = ;^ 



'(i^^ = -l(l-a»)H-(8,-l)a" + -|-(34-l)a« + 

u n d mifrMin 

ir(i-)-.)=(i-^«-i(i+iH-l ( (~^) + ^ »d-.«)- i(s,-i).«- i (s. -«.• 
0-« . ^ i<i=^) . K.^,) - 1 Ä - 1) -i. «. -1) . 
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KMf«q[«u tlaar aboehntadtn fieilie mit wech — la dao Zfiehra. 



305 



Die Fonnel (r) gibt för a = 1 , aUo TCl-h a) = 1 : 

k«l-l<2> + j<S.-l)-^(8,-l>-l-..., 

welche Formel zurBerechouDg von k dienen kann. Man findet k=0'57721566. 
Die obigen Formeln setzen a zwischen — 1 and + 1 vormns. Da aber 

r(l -f- a ) = n r(a), r(si) = — '^^ , so ist, wenn niau a von 0 bis \ gehen 

Iftsst, damit auch r(x) von \ — 0 bis x = 4 gegeben. Tafeln hat Legendre 
berechnet; sie sind dem 2'*"i3ande seines: „Trait6 des fooctioos elüptiqaes 
et des Int^&grales Eolöriennes" beigegeben. 

Y. Wir bpmprkon hier gelegentlich, unter Bcrugnahtne anf die Hethe (r), da^s verin eine 
anendlicbe Reibe abnehmend ist und -n-echselnde Vorzeichen hat, der Fehler den man b^ebt, 
wenn man die Reihe irgend wo schliesst , immer geringer ist als das folgende Glied. 

Denn sey 

— B, +Og — .... + B«^na+| + .... (•) 

dis BtUiA iBid am MthliMn otft d«ii Oli«de +ihi« so ist dm Rast glcteh 

^ U„ 1 ± (a«+| — 9m^) ± (Qn^i^ — IhH-t) + 

« + [lHi'4't"(v»«4 — — (ll«.M — Hs-h) — • . . . .J . 

Die einppklammcrtü flrfl^iFc ist , da n»^j — o„+i , u„^.4 — Un-^s , . . . . positiv sind , kleiner als 
Hn-t-ii sie ist aber positiv, da sie — (a„^i — Un-»-«) (un-«-s — Un->4) H- . . • und diese Differen- 
sen ebenCalls alle positiv sind. Demnaoh ist der Rest zvischen 0 and Ua^i enthalten, womit 
«Man Bahai^CMig enriiMD ist. 

btalso Ariitt4.i=0 (nit widusndtm u) , so ist dls uModlidM BoUbo (s) koBvsigeDt. 
8o iat die Relho 

k«BTW(iiii( wlliNad die Bsihe 

*"*"2 T"*" T"^ 

nicht kouTergent ist, welch letztere Behauptung sich leicht erweison lisat. Wico DAnUoh 
die letste Reihe konvergent, »o müsste wenn S ihre Summe and 



sejn. Ahm 

u a+1 2n 2n 2o 2b 2n ^ 2 2n 

sodass 6lrBn>-|-«idDiditO. (Vsfgl. MAahsog * urtor Sl« 1» HL) 

§. 165. 

Grtanr«flbT0Da(a4-l) (a + 2)..'(« + n). 

t Mail •eis« in der Oleiehnng (35) des §.65: F(x)s=f(x), a>0, 1k = l 
alsobsa-^-n, so sind die d<»tigen Bediogiuigeii erfiUlt uml mithin 

Dl«Bt*'i BMweallel* i. bttguMMtmamf, tt. t. AVIL 20 
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306 Worth Ton a(»-h l)...<aH-n — l}. 

J^l{x)9% = <(•) I(a4- 1) H- 1 (» 4- 2) -^ . . -I- i(* -h n — 1) 4- Y t'^»-*- ■> - ' <*>i 

wo @ zwischen — 1 und + 1. Will nun dieM Fonn niolit, wo Kttle liek eben so 
MW §. 65, n ableiten lassen: 

1 2 V a ^ n a y 1 92 V(a-K n) » a V * 
wo 6^ zwischen U und 1 , unter welcher Form wir die Gleichung anwenden wollen. 
Da 27, I) 

^ (x) a X = s I (x) - s , y Vcx) 8 X s (a + n) i <a b) - a I <iO — B . 

« 

so folgt daraus : 

l(a> + l(a+ 1) . . . /(a -H n - 1) = (a+ n) !<»+ n) — ■ - i (»+ n) 

wo die letzte Grüsüc vuu n nicht abhängt, so dass wir sie etwa mit^(C) bezeichnen 
können« wo 0 nnr Ton n abhängt. Dadurch bnt man 

<(a)-4-<(a-i-l)4:....H-<(a + n~ 1) = ^a4-n — ~)/(a-J-n) — n 

12(aH-n) Ill2(a+B)« 
also wenn man au den Zahlen Obeivelit: 

a(a+ 1) (a -h 2) . . . . (a n — l) == C (a 4- a^"- i e" s <•+ »>* , (a) 
wo 8 awisoben 0 und 1 liegte 
IL Ans (a) folgt 

^•2-3..-.(n-l)n'* ^ 1.2...(n-l)D%° J_ - ..».f^.,,." 
a<aH-l>...(aH-»— 1) C - 

also, wenn man §. 162, VI beachtet, ferner bemerkt, dass (a -f- n)*+'~l = n*+*~t 

rw=l^.g,''' -<°-'>"'«'=i.^g,'-«-'°-'>''. 

Setst man also 



♦ Mau kann froilich «agon . dass W ton den Orfinzeo des Int<'gra1^ abhSngen werde: 
Ortsse gehört aber zu dem itestgliede (S. 62, II) und tritt nar dann in die Rechnung, 
die BsOie sefaUssisa will. INe AugabenUslbevalsolB rolisrKiaft. 
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Waith fOB A(aH- 1>. .. (»H-b— l). 

ör — «E. _ (b, 



so ist 

Ee— • 



C = 



r<«) • 

und also 



£ _ -- 

• (»4- 1) (a 4- 2) ....(» -h n — 1; = «- (>»+») (»4. n)« f i (*+n) ^ in{m+n}»^ 

wo £ QBilihlogigToii a und n ist. 

in. Um mm E m bettimmen beachten wir, dass für a = 4 aui (b.') roi»t^ 
(S.162,in): v»yioigt 

1.8.5..(2n-l) E — ^. 

(a-hy-2P B-Kir«r~ — 

^^^^3.5..(2n~l).- 

Abw dk (b) i«t «Mb: 

2'n"~*ii 2"n" ^ * 

und wenn man 2 n statt n in ihr setzt : 

1.2.8....2n»** 1.2 . 3. ...20 6*" 

•0 dSM durch DiTMion ; 

^1.2.3...2ne*" 

ffr - 

2''2»D''n^ _^ 8.6...(2n-l)e» 
,/o /3 3.6...(2n— l)e° E , , 



^"'0+2-)" 



DenmMh 



B* * 

und endlich 

*(a+l)(a+2)...(aH-n-l) = ^e-('+"^a + n)»+--U^*^ e~ (A> 
ly. Bannt folgt sIm, dB«« 



SO* 
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308 Wfrtb vraa(»+I)..(«4-B--])beignMMniB. 

^^ a(a-f- 1) (a 2) . . . (a 4- n — 1)_ 

oder da 

„a+n-J n») 

FOr 1 erii&lt nan dam» die (d); Ar i dw vor (d) stehrado Ql«Mliiiq|r. 
llaa ■oUiMrt liMmit aaoh, dait At Mlir grona n imImsd: 

a (a H- 1) (a + 2) . . . (a -h » - 1) = ^ - i e— » 

1.2.3 n = V2ii »H-i e-» = ySä« 6-" n", 

i.3.5 (2n-U = V'2(2u)'e'~" 

»ey, Ton welchen Formeln in der Wahr.scheinlichkeitsrechliung' Gebrauch gemacht 
wird. (Vergl. etwa meine „Ausgleichung der Beobaohtongifeliler naoh derUetbode 
der kieinsteu Quadratsummeu** S. 77 if.) 

Y. Will man eiwM gaaaiieftt Fumelii baben, to Mgt ana (A), wann mtm 



1 .2.8. .vB«V«« e-(*+*) (a+l)*+l 



1.8.6... (9a—l)=VS(Sn+l)"« * 
Setei num bter n — I llbr a : 

1. 2.8... (n—l)=V^2S e**% 1 .2.8...Baa/2J5a— a'e"" ; 

«a— i 1 

l.8.A...(aa— ») = Va(^n— 1)""% * e'*<2'*-^>. 

_ «n— t « 

1.3.6.. .(2n~l) = V'2(2B—l)'e * o*^*"-*\ 

BaredönDg fOB r(l 4- a) b«i gioiNm «. 

VI. WagMi der OleJohung (c) in §. 162 fiaHnt die (A) auch (a > 0): 

I 6 

<l + a) (2H-a)....(B-l+a)===;, e-(H^O(a+B)M*-*aMÖTO. iit(a+>)% 

1 vi-+-a^ 

woraus 

i(l + a)-l>....-^/(B-i + a)s|iOtiB)-ir(l + a)-(a+B)+(B+B-DI(a4-a) 

1 e 

^ J2(a-i-n) l»2(aH-a)* ' 

und 
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.BcncliMiBg von r(l -f- a) bei gnmm m. 309 
ir(lH-a) = - KU-»)— I(»4-ä)— . . — l^-lH-ft)+(ftH-B-DI(«+^H<«H-B) 

Seilt umb bt«r n a für a, so eigibt sidi 

ir(l-».na) = i«(2«)-/(l-+-n»)-i(2-+-na)-...— /(n— H-tt«) 

DttalMT (§.162,U): 
^(I^-lla^-a)=^(l4-»n).(na^-n) (Da+a~l)....(na + l). 
ir(l4-BaH-a)s!tr(l + aD) + {(n» + o) + KnftH-n— 1)... + Kii»+ 1), 

so folgt aus vorstehender Gleichung: 

< r (1 -h u a = i i «> 4- < (n a D j -h (n a + n — 4> 4 (o a -h n> — (n » 4t n> 

1_ 

12(8a+D) ]92(aa-l-i0** 

und wenn nun na 4- n =: a : ^ 

« r(n- lO = J * «2 1^ -H - ^Jp^ . 

d.ii. 

r(H-aJ= V^«a«e--«e**«a fl) 



wo @ zwischen 0 und 1. Ist u seht groM, SO dass man e unbedenklich =• 1 

setzen kann, so hat man einfach 

< r (i 4- a) = i Z (2 a «> 4- a Ua> - a 4- -i- . • 

tm a 

wonm F(i <-f-a) beraduMt werden kanii. Keimt man aber F(a) Ar grotse a, so 
keant mao diege GrOiie aaeh für kleine a (f. 162» U). 

t 

§. 166. 

fategralloganthmui» IntegraUinos. lotegralcosinos. 

. So wie in §. 162 die £nlenelian Integxale (Oammafiinktioaen) alt eine be- 
sondere Gattung Funktionen in die Analjsis eiogeführt wurden, hat man noch einige 
andere ähnliche eingerührt. Ober welehe wir anm Scbiiuae dioies Abaehnitt« noeb 
Weniges zufügen wollen. 



* Dasu gehört, dass etwa t^^< 0 000 000 001, wenn man 7 Desimalen genan 
-i.. t% , 1 3 ^ lY 1000000000 ^ 

Lisst man also aton 174 bis 175 geben, so kann mau alle Wertbe von r(a) ab beieduMit 
•i^ben (9. 162, II; I6i, I). Nimat naa aoeb gi«si«re W«fbe von «• so eriiilt man die 
Rfioltate ae«b geaanmr. [Die F«fHMl felgk aeob ans (A) für a H- n = «.] 



Digitized by Google 



310 DwInttsnllogaiiitaM. 
I. Das lategnU 

/••8 z 

heisst der Integrallogarithraus und wird durch bezeichuet. Da für 2=1: 

l(z) = 0, 80 darf x nicht über 1 hioausgehen. Setzt man hier z = e~*,io er* 
hilt man 

'''•->=-/:^=-/"t"—>* 

Demgem&ss 

H(.-.)-«(.-.)=-/"*^a.+/;'f 

wo wir etwa unter n eine positire ganze Zahl Terstehen wollen. Entwickelt nan 

e- • 

in eine unendliche Reihe, «o folgt hieraus (§. 57, §. 54, III) 

«.(.- ■)-«(.-)=/(.)-«+ { .-^^ - j + ... -1/(0)— +1 

3 1.2.3^ 

,, . In» I II» „, , /•'!— «-•> , 

='<•>— +T r.2 - 3 17273 ^-Pw-y . — T— ••^ 

Lajist man hier n immer mehr wachsen, so nähert sich / 1 (e ~") unbegränzt der Gr Asse 

(0) = 0, so diUi, 

WO 6^ akli auf das OBendUdie Waduen tob d beiieht. Nim iti aber idanüicih 

. ri^il21,.=/-LHi:z£„_r» (»-.)•„, ■ 

J 0 * J 9 Z J 9 * 

llmMritt(|.66,VIU)a"=I-iH-^e~^ , alto immer e~'> l~z, eodaaaweiiii 
I < I aueh e'** XI — b)", ob n gerade oder' nagende iti; dae Integral 



ie'~*'~{l— z)" 

8z ist also sicher >> 0. Da weiter für a > b; a""^' — b"*' 

0 z 

<(n-HI)a"(a — b),* «e ist wenn man a=e~', b=l — z, und n — 1 Ulr n setzt: 
e-*-- (!-«)■ < »•-*-»>• [e- -(1-1)]. •-".-0-«)" ^^^,,,^ 

i' e~"' (1—7.1'' 
(1— z)J, d. h. da e * — (,1 — «)=:j-ge kleiner als g-, es ist - 



• Et ist idenHidi -= 5 =a* -Ka»-»b-*- a»-«b» -»-.. + b». Iitnn]ia>b. 

so »st die zweite Seite < a" H- a"-' a4- a"-'a* H- . . 4- a", d. b. <(n4- l)a", w das* 

•■+1 kB+l 

— r <(n H- 1) a" , a»^» - b«*' < (n H- 1) a" (a - b) , 

a~ D 

webet wir, mn keiaailei Sdnrteilgkeit an befBgueB, a and b podtiT aanetacB wolba, «as 
für Imsen Anwendmig, In der immer i < i , geaflgt. 
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Intcgmlnniu . Integnücoflimu. 311 
< — ""thiny ^ ^ < 27 . " " ' h. <-u 



(b— 1>Ü 2 (n Fr • ™ WWW« wroM» DU wwniwiHinB a TenaiwuHM», lo ist 

/^e"-»» — (1 — x)*' 
Ort OsssO. FenerUtfBrl — s=d: 

J 0 X ■ 'J 9 l — U B 

«0 das« endlich 

Or[J^^ 8»-l<i03 = grfl-l-^+ j-h..-h~'-l(»)] = 0-5772l566 

(=kiiiS. 104), 

und also 

1 u' 1 In* 

>0 • 
Seist man noch e ' = x , so ist für x ^ I : 



Auf den Integrallogaritbmus lasaea sieb BMOoheudersIotognlttaarilokllUiren. 
So isifar»(H-x) = z und a>0; 

U. Dm bestimmte InfesgnU 

./CR 

lieisst Jcr Integral si nus und wird durch Si(x) bezeichnet. Entwickelt man «ms 
lu eiuc unendliche lic>ibc, so ist hiernach 

Ix' Ix* 



£beB so beissi das Integtal 

der lotegralcosiuus und wird durch C'ii (^x) bezeichnet. Hicbei muüä uatürlich 
x> 0 seya. Will man für diese GrOsse eine iineodliebe Belbe haben, so beachte 
maOt dass 

/'"cosz^ 1 n- In* f,, . l l . 



NO dafes 



Nun ist aber 
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y 0 « 

^ jl 9 s undMtMiidMMlb« 

SB, M ist (§. 85): 
Gaas el>«ii ao ist 

wo C roa ck« C ron a unabhän^^g itt. Da aber C = C acja moas, ao Bind alao C 
uad C TOB a and a aaabhtegig . Seist man deomadi a=: 0» ao iat 

1 u_^n /** e~*— 'WS a 
^i(«V + C=y^ 8«. 

as=0, aaeb 

0 Ä 

y^(l)4-C = 0, C = 0. Ai^o Mt allgemein C = 0 und 



ao daas 



and IDf asO: 



Ar CCS 1: 



uad daflir a=ü die QrOaaoefator Saite Aoebendlioh iat« überdies«/ da 

9o 

oiao atfltigo Fonktioa roo a iat» (indem ^ endlich ist), ao iat fUr a = 0: 

y « » 

so das« 

ör U(n>- j j~ 4- . . .J = - k(= - 0-6772166 . 

also 



Digitized by Google 



D«iliil«gr»i^^yx**»f*-*f(i+y)»»«y, x + y^k. 3^3 

y^eoiz ^ ^ .... Ii* Ix* Ix" 

/** #in X /** cos X 

Es ist aus §. 35 klar, dass die Integrale / "^^ö *t / eben 

angegebenen integrale zurückkommen. 

_ . /** jfiri a X ^ ^ * _ . 

8«tatmanm / , , — 8x,wo»>0:xä— — 1, m ifi 

yol-i-x ' a 

~ — 8x= / — =s«Ma/ da— «Aia / Äa 

• l-f-a y. ji^ a s J» » 

a • 

= l J — Äf (a)] Mf a — C» (a) «i» a. 



Zweiimdzwauzigster Abschnitt. 
Eedoktion vielfacher Integrale nach verschiedenen Methoden. 

§. 167. 

Daslnmia] .f<xH-y + ..)x*-»y»-«.. 8x87... 

I. Es wird die Anfgabe gestellt, das vielfach« bestimmte Integral 

^^^...x— 'y''~'x— '..f^x-r y-h x-h..)öxöyex.. (a) 

10 enmtteln, in welchem die Gr&ozen von z, 7, *. . so gewählt sind, dasa 
z, y, z, . . alle positiven Warthe erhalten, flkr welche 

x-i-y4-«+...^k, <b) 
wo k eine positive Grösse ist. 

II. Um zum Ziele zu gelangen, betrachten wir zuerst our den Fall 
zweier Veränderlichen, d. h. suchen das Integral 



y^x— «y*-»£CtH-y)8x8y, x-4-y^k 



zu bestimmen. Es ist klar, dasss man den Gränzbestimmungen entsprechen 
wird, wenn mun y von 0 bis k — x, und zugleich x von 0 bis k gehen lässt, 
60 dads man also das Integral 

/ i--» 8 X /y*^* f (« + y) 8 y W 

zu ermittein hat. 
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Nach §. 78, IV ist dieseg Integral gleich 

In dem Integrale J x* ' (k — x)" f [x + (Jt.— x) yj 3 x fuhren wir eine 

Ver&Dderlicbe a ein, sodasB u [x + (k-'x)yj=z; alsdann sind die Gränzen 

▼on a:0 ond 1 ; ferner z = j— « so dass zu jedem Werthe von n ein 

einziger Werth von x und zu jedem von x ein einziger von u gehört. Dann ist 
«X ky . , k (l— a) . 

>li = a4.^y,,)» » und k - X = hZ^TZI;;. dass 

y;x.-«<k-x)^£ix^(k-x)y]8x=k--y;^9;i^ 

Qod das vorgelegte Integral: 

ky 

führt man tta y die Veränderliche v ein, so dass = v, also 

y^kl^* l-f-uy-u = -^;;^, j^=;^^^^.. so ist das Integral; 

J 0 »r^'J Ol — II J 9 J • 

« y^*"*M»)8T y^«»-» (1 ~ u)"-' 8u (vergl. 108, II, 2), 

so dass nach (i) ui §. 162, V das Integral (d) gleich 

III. Geht raan nun zu dem Falle dreier Veränderlichen über, so da^s 
. dann x-H y 4- z <^ k seyn soll, so wird wieder x von 0 bis k ^^ehen, während 
y -h z ^ k — X ist. Setzt man also k — x — k', so ist y H- z < k', d* h. y 
geht von 0 bis k', z von 0 bis k' — y, mithin ist 

y^x'-»y»-'x'-'f(x4-)H-z)öxÖybx= y**"'*'* Jf"^^^ J ({x-h y ~h z)dM^ 
Nach (d') ist aber : 

so dass 

// A'~'y*-'»'-'f(H-y+»j8x»y8i=:^^''*- /v « x /u'"'-»f<x + u)eii, 
voraus nun unter Anwendung derselben Formel: 
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und mithio allgemein 

wo X, y, z , — alle positiven Werthe haben, für welche x-+-y-+-z-i- . .. Jt, 
und a, b, c, . . . positiv sind. 

Für f(x + yH-« + . ..)=!# folgt hieiÄM 

JJJ ' ' r(a+b-hc+ .. .) »H-b+c-h... 

" r(n-»-i-b + c4-...) / ^ * 

woriDa>0, b>0, c>0, ... . 

IV. Setzt man in der Fonnel (A)x = (0", y — ^ — (f)'^* 

. . . , wo m, D, r, . . . , tt, f^, y, . . . bestimmte positive Konstanten sind, und 
formt das bestimmte Integral um, was hier geradezu nach §. 42, IV geschehen 
kann, indem jode der frühem Veiäuderiichen durch eine einzige neue ersetzt 
ist, so erhält man .statt des Integrals in (A): 

/// (D-°-"(O'"Xt)"^-'[(:0" (^r^ (:-)'- ] 

80 daBS also, weon man die Aeconte wegläsftt: 

yy/- a)"""' (i)"-' (t)-'-' - 

oder endlich, wenn man . an die Stelle von a, r, . .* setzt: 

y7/...-.,-.-....,[(4-)%(xy.(±y....j,.a,a.... 

_-....../e)^(;)/-(7> /-j+:.: - 



, /tt« ' 1 f(u)8u. 
Vo y / 
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V. Setzt mao in dieser Formel k = QC, so sind die Gränzen von x, y, 
8, . . . Null und QO, und es ist 



k b 6 

m-n'-c'., Vay Vy/ / "»iT+^+r ■ f(v)e«« 



V o /? y y 



7 

WO also a, b, c, . . ., a, /?, y, . . . , m , n , r, . . positive Konstanten »iiid. 

"i 

sitiv sind, so ergibt sich: 

y*-» fl», X« 4- 1», + c, ■1' + . J 8x By 6i . 



JE. 



a b c ^ «/ ö 



"~ ■ * c /" a b c \ 

5*^1 ^" n — •) 

«/»7..ai"l»,*'e|r ... V.« ^ 7 / 

wo alle Konstanten positiv sind. 

VI. Spezialisiit mau in den wichtigen Formeln (A) und (B) die FankÜen f (n), 
•o kann man leieht eine Menge wetterer Formeln danws ableiten. 

So folgt ans (B) für f(u) = ^==, «ss:/J=y=..=2, m=n = r=.. = l, 
»=bs=:o:=..=sl: 



JJJ V»-(''+j'+»'+" ) «rr-l)-' «t^'-" 

wenn n die Anzahl der Veränderlichen ist. 

Das hier noch vorkommende Integral wird für u = v - geben 

und kann unmittelbar bestimmt werden (§. 43,11). 



• Die Konstanten müssen ro beschaffen seyu, da«B » ^"^^ ' porithr iiod} 

«bMdiwi soll immer (^}^^ y-+- <k myn, aach womi i = y = ..s=0; teuer 
uni'^s — . - , positiT «eyn (§. 162, 11). Dazu gehört, dass alle eintretendeD Koostaii- 

n ,i 



ten positiT teyeo. 
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GrliiM&dMlBtagrftli^^yyVaxdf 8s. ^^i^ 

Es iMtea tieli weiter sehr leidit geometrische Anweadnageo derselbea Sitae 
maelien. ' So wird (|. 80) das Integral fj*^^ ^7» ansgodehat. aaf aUe posiTen z 

ujid jr, für welche — ^ ^ 1 , den vierten Theil der FlAehe der Ellipse ~»"^^ 
= I ausdritekea. Nach (B) ist aber, wenn asb = I, f(a) = l» a=/3 = 2, 

was wirklich die betreffende Fläche ausdrückt (§. 46, II). Eben so ist 

der 8. Theil des ron dem EUipsoid {^^^ + *^ C^!) =■! omsohlosseaeiiKlIi'- 
pers. Kadh denelbea Fomwl ist er also: 



mn r f . _ . 

""""^ '^2=^ (8.84,1). 



ISV« 6 



168. 

Bestinamnng der GrAnseo des dreifachen Integrals JJJ^^ & z d y ö <• 
I. Öeyeo ia dem dreifachen bestimmten Integral 

yyyvi^eya«. (a) 

worin V eine bekannte Funktion von y, z ist, die Gränzen der Yeritoder- 
liohen so gewählt, dass alle Werthe von x, z xorkommen, für die 

»(*. T.«)^<^ . (b) ^ 

wo 9 (x, y, z) =2 0 die Olelohmig einer geeehloesenen Oberfläche (z. B. 
•ioe^ Ellipsoids ; sey. Mao soll seinen Werth ermitteln. 

Man sagt in diesem Falle, das Integral (a) sey anfalle Werthe auszu- 
dehnen , für die (b) bestehe. 

Wir wollen nun vor Allem fragen, welches die Gränzwerthe von x, y, z 
Seyen, und uns die Aufgabe geometrisch eingekleidet denken. Alsdann sind 
als die Gränzwerthe von z otienbar die Werthe von z aus der Gleichung 

9s (x. y, z) = 0 (c) 

zu wählen. Gibt es deren zwei, z, , Zj, die als Funktionen von x, y erschei- 
nen, 80 sind auch z, , z, die Gränzen von z. Bei ?nehr als zwei Werthen 
hätte man das Integral (aj in mehrere eiozeUie zu zerlegen. 
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Zasatz zu g. 78, I— IV. 



Was die Gränzen von y betritft, so .sind s'w als Funktionen von x aus 
der Gleichung der Projektion des äussersten Umfangs der Fläche (c) auf die 
Ebene der x y za entnehmen (\ ergL §. 83). Im Allgemeinen ist diese Pro- 
jektion die Gnindfläche desjenigen Zylinders, der anf der Ebene derxy 
eenkrecht steht and die gegebene Fläche (c) omhQlIt. - Seine GleichoDg er- 
gibt sich durch Elimination von s ane 

• = 0,^=0. (4) 

Diese beiden Gleichungen >iiid nänilicli die der Kurve, in denen der Zylinder 
die gegebene Fläche berührt, woraus die Richtigkeit der Behauptung sich 
sofort ergibt. * 

Ist 

f(i,y) = 0 («) 

die aus Kliiuination von z zwischen (d) hervorgehende GIcichuDg, so muss 
y als Funktion von x aus (e) folgen. Sind yj, y^ die beiden Werthe, weiche 
sich ergeben, so sind diess die Grcänzwerthe von y. Bei mehr als zwei 
Wertiien nui^sen Betrachtongen, die dem einzelnen Falle entsprechen, ange- 
wendet werden. 

Was endlich die Gränzen von x anbelangt , so sind es die Werthe der 
Abszissen x fiir diejenigen Punkte der Fläche (c), in denen die Tangential- 
ebene senkrecht auf der A-.V.Xf steht. Sie ergeben sich durch Auflösung der 
Gleichung, welche mau erhält, wenn man y, z eliminirt aus 

,=o.||=o. |£=o. (0 

Das bestimmte Integral (a) ist 4pDn entweder unmittelbar zu berechnen, 
oder weiter umzuformen. 

ZiiMti in f. 79. 

Wir wollen hier einige wichtige Sätze erweisen , die zu §. 79 ge- 
hören, uns aber namentHch bei den folgenden Untersuchungen notbwendig 
seyn werden. 

Das doppelt bestimmte integral » 



* Sucht man in der Flache (c) diejenigen Punkte, in denen die berührende Ebene lenk- 
recht steht auf der Kbene der xy, so hat man die Berührungsiturve gefunden. Die Gleichung 

der TaDgeotialebene i>taber^(X--z)-H|^(T— 7) + ^ (Z — s) = 0, and veim sie 

OZ QJ Ol 

8 9> 

MBkn^ aof der sy-Ebene stehen toU, so nmn ~ = 0 lejm. Punkte aleo. für die beide 

fi ?. 

Oieiehongen (d) erfüllt sind , liegen in der fraglichen Üerührungskorre , and auch nur «iidse 
.Hefen darin. 
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y)»y <g) 



ist (§. 78, IV) gleicb 

wenn man x — x', y =^y'^ (x') setzt. 

» 

(besetzt non, es 8eyx = f(u,v), y=:f|(u, v), so moss, damit x'iy' 
durch (1, V ao8gedr&ckt seyen, x' = f(u,v), y'9(^') = A ("f^) »eyn, eo . 
dass also : 

x=rx'. y = yXx'): x = f(„.T), y=:f, (u,v): x' = f {□. t). yXx') ^ f» (o. t). (h) 

Die io den Formeln (A) oder (B) des §. 79, I, II zu P als Faktor bin- 
zotretoDde Grr^tose ist im Grande gleich / . Wollte man also (a) 

nacli §.79 umformen, so hätte man die eben genannte Grösse aus (h) zu 

bilden; wollte man dageffen die Grösse (a') amformen, so wäro — s~ 

odotüt.oii 

2D berecbnen. Aos den (b) aber folgt: 

8x_8j; ey_«y:.,,,,^..ö»^8x; 

eu~8«' 8a"~8a*^ 8x' 8«' 



8x_8x' 8y_8jr; 8^^^ 
8t~"8t • 8t~"8»*^ ' ' 8x' 8»* 



voraus 



8x8y rxrv cx'i'y' . „ , , (x') cx' e x' cx'Py' _ 8f>(x') Bx' Bx' 

8a8r öftiu öu 8» ' ' c*x' r « v (^vcu*^^' ' 8x' 8u öv 

'Leu CT buj' 

Aus dieser Gleichung ergibt sich nun dio folgende Vorschrift: Das Inte- 
gral (g) läset sich geradezu nacb §. 79, I uiüiormen , so dass man also die 

dortige GrOsse l^JJ^ || atu den (zweiten) Gleiehnogen (b) bildet; die 

Grftozen von a nnd v aber müssen naeb den VorscbriAen des §. 79, 'I nnd II 
ans den Gleichnngen x t (u, v), y 9 (x) = \\ (u, v) ermittelt werden. * 



* Nadt dem VontehendMi ist dielt to su wmtiAmt Setst min in F'(s,y) 8s 8y 

lur z uud y die neuen Verüuderlicbeu u, ? . die mit jenen durch z == f (o, t), y = f | (u, t) zu- 
tsanieiihlageiit 10 «chih v«a, wem nu nsdi §. 79 vwflüiit, dss Intogial 

Mist nSD «btr mm» X = x*, ysy'9(xOM «iiddaslBltgialsa 
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1) SoU s. B. dM latognl 



emitlalt wmrdfto, und nu will xsrm«^, y = r«A»9 teiMn, so ist 

ex 8x . 8y . ey 8x87 8x87 

Ehtbot (wenn z tob 0 biB a, y tob 0 bif 1 geht) 

p »rV^i-ri 

x = rc£>#v, by y 1 — — = r«n9: 1^ = tg 9 ; 

also (§. 79, ü) für 

xssO : 9s<~,x=B:r=^ ABibyy 1 j^ = r*m^ 

Iblgt Ar 



ftt + b« 



SO dMt ondliob 



8x / 8y= / 89 / r 8r 



and wenn mao n, ▼ initt«lit der Gleicbuigeii x' = f (o« t) , y' ^ (z') = ^ (Otv) einführt, to 
erblLlt man 

B«uw vi» ?odibi,lBdeiD, wtm x*« ^(«,t), /s^t (ii,t) JeU( 

8b 8t 8t 8n 9(z')V.8a8T 8t 811/ 

iit, Maa kaaa bIm 

^F(x.y)8x8y 

geradezu nach §. 79 umformeu; die Granzbestimmangen aber sind dann beuer aas 
x' = f (a, t) , y' (p (x') =- f, (a, v) zu führen (x' von 0 bis a, y' ron 0 bis 1). 

Dass man diesen Wog nicht betreten musi, ist bereits in §. 79, iV' bemerkt worden; 
«bau M woida ia 8. 79, III bemailEk, daet ooter gewiiMo Badiagangen a aad ß aneb Fnaktio* 

nen von x seyn können . und doch das dortige Verfahren ohoa Walteres anwendbar bleibe. — 
Wir haben somit in dem hier Mitgctheilten nur eino Vorschrift «a sehen, die in allen Fällen 
anwendbar ist, ohne da.s6 andere Wege d^halb nicht betreten werden dürften , oder im ein- 
■•biM Failo alebfe odt Yoitbetl batvataa wardao kUoBtao. 
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/ __L r 8» 



wie bekaant, d» dieta btagnl dm Owidraoten d«r Ellipse amdrHakt. 

2} In §. 167, II wäre etwa x = ur, y = u — uv, also — 1^'+?— ^ = u. 

OUCTCVbo 

Dann sind die Gränzen zu ermitteln aus x=ur, y (k — x) — u — uv und zwar nach 
§. 79, II, wo die Gränzen naoli x sind 0 und k, nach jr aher 0 und 1. Bann ist 

T y — x> -\ I 

Fflr x = Üi8tT=:0, f&rx = k aber t = I , so dass 0 und I die Qränxen Toa t 
find, Dmui 

Für y =: 0 ist u = 0, flirjssl aller Bsk, lo da» 0 and k dia Gfrinaea vwia 
aiad. Demnach 

yV-« 8 ^Jl?-' ' (« H- y) 8 y ( 1 - ^)^' ^ » y]****"' 

UL Bas draifach beatuDinte Integral 

8x / ey / F(l.7.t)6s <l) 

ist gleich 

X y*öy'y^^(«0¥rf«',y',fr')] p{v.7'»<iO.«>[x'.y'»(iOl} 8.', 

wie sich nach §. 78, IV leicht ergibt, indem man zuerst z = ^ (x, y), dann 
y = SP (z), und endlich = x setzt. 

* Formt man nun (i) nach §. 79, V om, so hat man die dortige OrOueM 
SD bildjeo, die gleicli ist 

8aV.8T8« dw8T^~'~8v V.dv8a 8a 8iry '''dw V8b 8t 8T8ay' 

Wollte man (k) umformen, indem man für z', y*, z' ebenfiiUs n>'Tt w 
einAbrt, eo bitte man 

8eV8T»v 8w 8t^"*"8t V8w 8a 8wJ'^8w V8a 8t 8v 8ay 

jm bilden. Dubei mfieete dann 

auac«t. MaMniid-a.bii|M|.BMlamr< U> t*^««- 
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X = y = y' » U'). « = «> [«'. y' •> (»') J 0) 

seyn. 

Daraus ergibt sich : 

8u=8^*~^' Lei 8u"^8y iFtt'*"^^ Ti' öuVJ* 



8w 8w*^' L8x 8w^8y V.8w*^' 8«* 8wJJ' 

WO 9 für ^ (xO. V ^ L^' > ' ^ C"^') I = V (^» y) ge»«trt ffieraos 

8 y 8 7. _ 8jr 8x^ _ /'bj'^ ££ _ y' ßj-^A . , H> /8 y" 8^ _ 8^ 8y^>v 

äffew 8w 8t ■~'**V8» 8w 8w ÖT^**"** 8x V8t ~8w brJ^J 

8s V8t 8« 0« 8t^* 

5l.li«il.il /8y' 8x' 8y' 8x'\ ^8» 7^ 8 y' 8x' 8»' 8y' >v 

bwbu 8«8w"'**Mw8tt 8« 8w^'*'** 8x V8w 8b 8» 8« 7 

8i \bw 8a 8ii 8w>/' 

iltl i^ 8y' 8»' By^ dt'\ ,8» / 8y' 8x^ ^ 8»' 8y' N 

8t 8a****V.8ii 8t 8» 8b>/ 8s V8» 8» 8« 8^7 

^ 1^8«* 8«* 8i* 8«*N 

8x V.8« 8t 8t %uJ* 



iiii 
8« 8t 



wofiia 

8x 
8a 



8t 8w 8w8Ty 8TV8v8<i 8« 8w^ • 8v V89 8t 8t 8a^ 
'***L8« V,8t 8w 8w 8t/"** 8t V8w 8« 8« 9wJ 



8«* f dr 8i* _8y* ^«'M 
8w V8« 8t 8t 8ttyJ* 

VerglieheD mit (i) and (k) ergibt sieh hierana der SaU: 

■ 

Formt man (i) nach §. 79, V am indem 

Xsf<«,T,v), ys=4<S,T,w}, s=:f,(tt,T,v), 

80 wird man die GtinswerÜie tob z, y, e ans den GleieliQDgeii 

X=f(a,T,w), y^(x) = f, (a,T.w), i V K y » (x) j = f, (u, t, w) 
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nach den Regeln des §. 79 ziehen, wobei als konstante Gränzan Ton x mo* 
tasehen sind 0 und a, von y and £ aber 0 and 1 . 

(Die YMlgmaeineitaig dteser Sitae todet aich im «Anhaog'* imter 
», XV.) 

rs^. 8c(f etwa das Integral 
Tofgelegt, wofitt x, j;m anf alle WevUie anamdeliiMn etad, flr wdelM -i+Ti 



«* — X* y» I* x* y* 

p'<;^l, 10 iit au« I: p'-4-jjjyH-^= 1, x = ±c y l — j^ — p, wodurch dieGria- 

X» y» X» x' y* i/ »• 

MD von« gegeben sind; ^ + p+"^»= 2 = 0, also p-i-p=I,y=±by. 

x> y* z* 

all Gflasen Ten 7{ 7^"+"p'*-^^l. a==0, jäO, "ji= 1, xs±a alf Otioaea 
▼ea X, eo das« (n) glaieli itt 



Wir Mtcea anaz = r«M9Meff». y=r«»#V/*mv, asr«A»f, 
M s: +r*M«^ wM (§. 88, II), vad eben lo z^H-y^H-i' = t\ Die Gfiaaea vea r, 
9, ^ ergebea sielt am: 



» by^l — "^ = f«o#<»*m*». 



Daraus folgt (§. 79, VI, 5, wo u = r, ▼ = V» w = <p, M = — r* «ob : 

X K 

P==z=r = «li^#i fBraa:0: 9>=-s-f für x=s«: ^sO. 

b V 1K 
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324 •//•/ Vi*H-y'+«' 



Cl 



— A -.A 41b IS a*b'c* 

Demnach i«i (m) glaieh 

®y* y ®* y» ^-T^®'"^* 1^*1% 



M dut «adlkli MUfnmdMii iil (Tergl. §. 84» I) 



,1 /•! 



«M1f> 89) 8^ 



' ' b* «fo* t + »'«' «^'^ «M> -H b* 0' «m'^ ' 



Um BUH dieiM Inftegral tdbst m emittolii, wir m«nt die Inte^pratioo 

naoli g) durchführen. Wir setMii n deni Sude b*e'M»*ifr^4- a'b*«Ai*^sft*» 
a«et^«^^i^S|,x^«^-.^« and iMbea dM Litegnl 

^»--«» 

89 1 

y'' 8» 1 8x 



«r 1 



M dMt jätet dk ChttoM Ob) f^laS/A 



:2Bbc 
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. 0 ^ 8<> c 1 



(»•— «^«M»« ~ (»• — c CO* » • — eo# * • • 

> a'— e' ^ 'cm** 

^ / 1,1 " 

aad dA für ^= ^:i^«o= V^^^^' ^^^''^ weaa « dttroh die Gleioliiiiig i^t 

, /»» — c» c »« — b» 
= y — ^^i — , «w«=— beatunmtitt, und maa «igieich = ^, ^, setzt: 

y'* coj^Ö^ 1 8» 



ttilkw att mdliab db GiOMe (m) glmdi 

2irabc a»— b» c 

§. 169. 

DMiBligml ^^^^.P(s,y,t,..)f[#(i.y,i,..)jexey««.. 

Angenommen das ndch« bestimmte Intogral 

^^yy!..F(i,y,i...0fl»(x,y,i,...)3 ax8y 8f..., U) 

kl welchem x, y, . . alle positiven Wertbe annehmen sollen, für welche 

'j'U, y»«f ...)<0 , (a'> 

ist, sey zu bestimmen. Dabei aetien wir vonos, es nehme 9 (z, y, z, . . . .) 
tden bestimmten Werth tp^ an, weim x, y, E| . . . ilmmtlich Null aind; eben 
ao aey fpi ^er bestimmte Werth ^00 9 (z» s> . . .)» V'(z»y*SfO = 0 
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DMlDtagml JJJ„r(^f,*,,*)ti9i^J,9,..)]hxBjBM„, 

(liaitflilioh-di«' Stetigkeit alter Toikommenden Fimktioiieii TanMugmtit). 
AogenoOMDen fomer, Ulf (^) soy der Werth ▼OB 

wenn 7> s« • * * positiven Werthe snnehnien, ftr die 

9(i,y,z,. ..) <^Q, (b'> 
10 ist der Werth des Integrals (a) gleich 



/ 



nnter folgenden Yonuissetznngen: 1) es darf die Bedingong (bO nicht im 
Wideiqpmeh stehen mit (aOt wenn g zwischen ^ and liegt; 2) mnss 
man, wenn q sieh stetig ändert von 9, bis ^^ , mittekt der BedioguDg (b') 
•Ue Systeme von Werthen von z, 7, z, . . . erhalten» die man mittelst (a') er<- 
hili. Diese letitere Bedingung ist so in Terstehen: liegt man |n der Gleichmg 

der Grosse p alle Werthe von an bei, indem man (durch nnendlichkleino 
Untenehiede) stetig fortschreitet bis so mflssen die Werthsysteme von 
Sf 7* S> • • • * die diesen Gleichnngen genügen (z, y, s, . . . positiv) genan die- 
selben seyn, welche die Bedingung (a:') liefort. 

Gesetzt es seyeü (j, ^4- Jjj zwei verschiedeoe Werthe von bo wird 
für dieselben das Integral (b) auch verschiedene Werthe haben, die wir durch 
W(e)wtidW(Q'^J()) = ^(Q)-^JV (q) anzudeuten haben. Lftsst man in 

F (x, y, r, . . .) Jx Jy /Iz. . . (d) 

die Grössen x, y,z, ... durch die (unendlich kleinen) UnterscLiedo ^x, ^Jy, 
Jzy . .. stetig von 0 an fortschreiten, so stellt (q) die Summe der Werthe 
(d) vor, wenn x, y, z, . . . bis zu den Werthen gehen, die (c') genügen (§. 78), 
während ^ (^) + J ^ Qq) die Summe der Werthe (d) vorstellt, wenn x, y, 
1^ . . . von 0 bis zu den Werthen fortgehen, die 

genügen. Daraus folgt, dass die Summe der Elemente des bestimm- 

ten Integrals (b) ist, wenn man für x, y, z, . . . diejenigen Werthe wählt, 
welche aus (c') folgen, indem q stetig von qhh q + fortgeht. Je kleiner 
ist, desto weniger sind die Werthe von ^ (^x, y, /, . . .), für alle diese 
Werthe von x, y, z, . . . von einander verschieden, so dass man sagen kann, 
f[y (x, y, z, . . .)j bleibe für alle diese Werthe naheza gleich f(p), und diess 
desto genauer, je klehier ^9 ist Also ist f [9) (x, y, z, . . .)] == f (^) + 
wo fc eine GrOsse ist die mit versehwindet Legt man sonach in 

F(x,y,x,...)f(»)(x,y,r,...)] ^y /^«, . . (e) 

dea x,y,z,... dieselben Werthe bei, wie so eben in (d^, so wird die Summe 
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derselben aus zwei Thailen bestehen, wovon der erste = (ß) f(p) ist, 
während der andere die Summe der Elemente (d), jedes multiplizirt mit 
einem Faktm k lit» dornm so 1üdn«r ist, je kleiner. ist Diese Summe 
ist also, einem Tielgebranekten ScUusse nseh (vetgl. etwa §. 39, III), 
gleieh k'JV (p) , wo k' mit J p veTschwindet A1>er es ist (§. 16, I) 

(u) = J ß 4- a J 4», wo a mit J q verschwindet, so dass die Summe 

der Elemente (e) ist 

Legt man omi in der Gleicknog (c') der GrOsse ^ nack einander die 

Werthe 9« « 90 + 1 t 9t bei, nnd nimmt die diesen Abtbeilan- 

gen entsprechen deh Summen (f), so wird die Summe all* dieser Sdmnien mn 
so genauer dem Integrale (a) gleich seyn, je kleiner Jq ist. * Daraus folgti 
gamAiS den ersten Grundsätzen über die Lehre von den bestimmten Inte» 
graten, nnd wenn man beachtet, dass die Summen der drei lotsten GrdssiB 
in (f) xa 

werden, woa^, k^, /9 mit /i^ verschwinden, also diese GrOssott Noll sind, 
dass das bestimmte Integral (a) der GrOs^e (c) gleich sey. — Man wird 
leicht übersehen, dass dieser Schluss nur unter den oben gemachten Vorans- 

setzungen gerechtfertigt ist, die denn natürlich wesentlich zu berücksichti- 
gen sind. Die nachfolgenden Beispiele werden zur weiteren Erläuterung 
beitragen. (VergL §. 75, VI.) 

ObeiflSdis AraisxIgflD EUiptoMi. 

y' 

I. Sey I i^^B Gleichung eines dreiaxigen EUipsoide (§. 84, 1), 

to folgt au deraelben : 

8a~ a» 1 • äy— h* z ' ^ KdxJ ~^ UyJ *"^a*»»'^bV 




* Diese BeiiMptiaig ist nur richtig, wenn, indem in (c') (f von 9o bis geht, die 

Werthsysteme der x, y, 7. die den so erhaltenen Gleichungen genügen, genau dieselben 

sind, welelie in dem Integrale (a) vorkommen, d. b. die aus (a') folgen. Die» ist aber 
ttoisM iwiiis Totaoüetsnng.. ~ Dass Üe (bO der (aO aidit wUMipNchm 4aif, Uegl im 
Gnmte in diMtc twtiiM VoranNtioof nit iairagri An. 
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Duans Iblgt dMs der adito TImU den QhnUa» dmatiSbw (§. 80) glddi ii* 




wenn das Integral auf alle diigeiufeii positiTen Werthe aoBgedehat wird, fBr welche 

1. Wir wollen arniefcnn» ee aey a>'b> e, m aind 1 ^ ^2 . I — p 

c* c* 

positir und kleiner als I , so dass wenn 1 i=a', 1 — ~i = ^^, man hat a -<lt 

^ < ] ; ferner wollen wir in dem Tontehenden Integral ax» b j fBr z and j tetaeo^ 
wodurch e« (§§. 79 u. 42) zu 



wird, ea daw ea rieh om die BettiiBwany diaeea leirtwa handeln witd. Yerg le ieh e n 
wir daeeelba aiit (a). w itl 

Femar ut (c') : 

und wcnu hier ^ geht Ton 1 bis QC , so wird man für jeden Werth ron q gewiMe 
Werthe Ten x nad y erhalten kSnnen, die neIhwMidig so betehaibn find, daei x' 

-t- <[ 1 , indem ja » l_ ^ grüsser als I sind; auch werden alle diese 

Systeme von einander verschieden seyn , und keines für das x' -hy' <[ 1 wird daron 
ausgeschlossen seyn, so dass also die Bedingfungen (a') und (b') sich nicht nur nicht 
widersprechen, sondern dieselben Werthe liefern, wenn (> ron 1 bis QC stetig wächst. 
Demnaeh iit wenn 

WaBedingung— j^^r^^<pitta«ch^^x'-h-^^ ea 
das« wenn man in-der ITormel (B) des §. IGT setzt: 

man hat 



I 
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SetetniM ^ssuS so ist diM« Qioaids 

-1 r («'— Da _ / * (tt*— 1)80 •] 



uad wenn u = -ß- x 



J Yü^*tm*9 y Ya»'^0^tim*9J ^ ^ " 

* L «M9Va*~^«Mn<v ^'^y V«*— y V«*— «»••J* 

Da <:^ a^, ao sey = e', und es ist, da die Gränzen von u ebenfiftlls 1 und 
OD, also von g?:o) und 0 sind «aiui «foa9 = fc, die fragliohe Fläche: 

iL h. dtf Vn^. «• iaft (|. 154): 

d. h. «ndlidi gldeh: 

— + -;7====[(a»-c»)E(»,e>-i-o»F(»,e>],#m«= y — n— . *•*• = --. 

b V i^»-p«- 

Ninunl iiAa diet» Gfdue «dilM, lo flrhAlt nM dia gsnta ObMÜflto dtt 
EUipMHdt. ^ 



n. Uaa kann das «bau Gafeadtiia a»eh dnnh «DBitlilbMt ftomtiiKlM AM^ttaqg 
haMM. Eifa» 



tro das Integral anf aUe poiMven WeHht ton i , y aoiiadehn^ ist. Ar die -^H- <^ 1* 
der acbie TbiU der fraglichen Fläche, >o das« es sieb also um Ermittloag von 
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ümalttelbaftf AUeUnog das «riMMtDan VcviIim. 



baudeh. 

Setafc mao 



Iii 



(M> 



(h) 



iil 9> 1» wafamd dto 00 für J«dM ^ eine EUipee fenteOt. Wir weUen mtmUa 

BVei WertLe ^ and 9 + ^^ denken (wo dg aoendlich klein sey) beide^l, so »teilt für 
diete Werthc die (h) zwei Ellipsen ror, welche denselben Mittelpunkt haben, und die sich 
nicht schneiden. * Dabei gebt q von 1 bis oo, and alle Ellipsen, die man aus (b) erbAlt, 
liiidiadeai Kr«laex' + y'«> enüialtnk 



Flg. tii. 




Da* Intepai Jj^ z ö y . ausgedehnt anf aUe poiitiTea 



Wnrdie tob s, y, Ittr die 



den vierten Tbeil der lililipseuüäche (b) ror; dasselbe ist also 
(|. 46) = — » w.dass wenn AB (Fig. 64^ 

den sn 9 geliArigeii ^ptiielien Qnadnurteii Tenleih, OAB 

n Q— l 



Ist nun A'B' die EUipee» welche aaa (b) folgt, 
die FlAche 



ist. 



() H- ^ p — 1 



d.h. 



rr ^ (.- 1 



ABA'B' 



leyn. Diese Grteie itft aber (|. 1 8, p 

rt 8 



p-1 



wenn (1 uneudiich klein. 

FOr alle Pnnkte die 
Staat ansnieheB, d. Ii. behilt 



4 8»V(p-«»)(^-^) 



Ffir alle Pnnkie die in dem unendlich schmalen Streifen ABB'A' liegen» ist 9 als kmu 

1 — a*x^ — ß*y* ' 

— einSB BttTerladedi c hsa Wertii, se dass der 



HwQ des Intspals (g), der sieh Uertnf besieht, gleleh ist 



* Sollten sie sich schneiden, su mÜKst« zugleich 



uAgUehseyn, woraus 



— l p-r Jf — 1 



if-hJQ- l ' 



= l 



d. h. es fiele y * negatiT aus. 
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± 

Litttinan hier q too 1 bU qo geben , and sammirt dann ulle die so trhftltenen Wertbe, so 

hat man offenbar den Werth Ton (g), aasgedehnt aaf alle Punkte, die innerhalb des Kreises 
x*-Hy*=l liegen (der für = QO enchaint), wie verlaogt warde. Aus §.40 ergibt sich 
mlio, data 

Von da an geht nun die weitare lUcbnong wie oben Tor doh. (VargU S. 170.) 




Dm Integral JJ. . x»-» y«"» . . V (^-y£^ _rjj-ir-^"} 8 x 8 y . . . , »■ + 1- 
III. Lagt mu das Intognl 

fff...v-r-'^:..Y^ - ' », a, e.. . . 

snr Beitbmaiiqg Tor, aiugvdsliiit auf »Ue pMltirea WcvIIm Ittr die 

wo a, b» e, . . . positir uod kleiner ala lia,ß,y, ... potitir «uid, so bat maa 

l — a X« — b — et'' — ... 

r(x,y,x,...) = x'-'y'>-'z'-'..., «>(»,y,z,...)= — = , 

1 — — i' — . . . 

t 

f (o) = u" » V («I y» X« •••)=»"*+■ • 

auKg-cdehnt auf alle positiTen Werthe tod x, y. z, . . Ar welche die eben gegebene 
Bedingung erfUli ist. Dies« gibt naeh (B) in $.167: 

P q r 

d. h. weno — = 

* p 7 
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S. ± JL 



ao da^s aUo da» vorgelegte Integral = 

. <i)<i)<f) Y-e r (.-.)» 

IV. Für a=b = c = 0 ist 

^f/^ 1^(1— X«—J^— «/ — ..) 



oder da 



n 



_i kr(k)r(i-^) 

= */ (l-ii)^-'u -8»=:—: .-^ (8. 162. V). 

fff . . 8»By8g... _ V mj KmJ K0j"' 



. .8, . 



• Folg* MMh Mn 0) in I. SetikmM dort s sex**. ba=|. «o bat) 
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) 



y. Wir wollen un« endlioh noch das bestimmte Integral Twlagmi: • 

aoigedehnt auf alle positiren Werthe von x, y, z, . für di* 
w» vir • . . alf potitaf» GrOtf «n amuliBMo. 

■1 — a 

V j-^Tj^ , demnach qp^ = 0 , gi, = 1 , und die Bedingungen x° -h j«* -j- z>' ^ 1, 

x" + + z)* + . . . ^ nnd idenftiMlk, geb«n »Im diM«lbrai SjiltiM Ton WertkAB 

(&r X, 7, . . . Jetzt ist 



d. h. (5. 167. IV): 



a. h. wwm -5" "T • • • = k s 

• P 7 
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834 ^J^tMff^J ß » / ^ f (a X -h b y) 8 y wird daroh geometrUche 

Für m — 2 kommt das leUle lutegrai auf die Formel (i) in §. 162 zurück. £« ist 
dasselbe dann 

Wild wenn 9 sVn: 

= «Lre-±l)-r(i±l)J 

§. 170. 

Rtdaktioa dopjj^lsr Integnto dmdi geometrisdit B«tnwbfeoiifni. 
I. Et ley das Doppeliotegral 

/►a /»g» (x) 
ex / f(az+br)87(a,a,bpoBitir) (•) 

zur Bestimmung vorgelegt, wo (p (x) eine bekannte Funktion von x, u aber 
koDstaDt ist. Setzen wir f (ax -H b y) = z , so stellt 

ex / idy 

einen Körperinhalt vor (§. 83) der fol- 
genderraassen begränzt ist: Ist N| 
in der Ebene der xy eine Kurve, deren 
Gleichung y = (x), femer OR = a, 
«.RNi parallel nA% cUr Axe der y, aber 
OM« RNt eine Fläelie erriehtet deren 
Gleichiuig z =: f (ax + by), so stellt (a) 
den Inhalt des Aber OMt Hegenden, 
Ton jener FUche oben begriniton KOr* 
p«rs vor. Was nnn- aber diesen Inbalt 



i^. es. 
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anbelangt, so kann er an9h noch in anderer Weise gefanden werden. Setzt 
man nämlich 

ax+bys«, s = f(»>, (b) 

so ist offenbar z konstant wenn oa es ist, während die erste Gleichung (b) 
fttr ein koDStaotes m efaie £beo« darstellt, die eenk^bt auf der Ebene der 

xy steht, nnd die Axeu der x nnd y in Punkten trifft, für die x = y =s 

Stelle HN die Ddrchaehnittslinie dieser Ebene und der Ebene der xy 

vor, so' ist also OM = --, 0N = -^. Lassen wir w nm dca zunehmen, so 

a D 

erhalten wir eine zweite Gerade and Ebene M'^^', die mit MN parallel ist; 
zwischen beiden Ebenen liegt ein Stück des beteachteten KOrpeis, das wir 
non berechnen wollen. 

Die Fläche des Dreiecks MON ist ^ , die von OM'N'= - J4^*, also 

^ & D ^a D 

die von IIMK'M' ; ^ — = . Was ono aber s anbelangt; 

so ist dasaelbe s f (m), so dass wenn Am sehr klein ist, z nahesa denselben 
Werth haben wird für alle Ponkte. der ttber MNICN' liegenden Oberfllche. 
Setit man abo es f («) + k, so ist k eine GrSsse die mit versehwiBdettf 

nnd wenn man k tofort weglässt, so hat man nur das weggelassen, was 
schliesslich doch wegfallen wQrde (§. 75 , VI). Setzen wir also z = f (m) * 
Torans, so ist der Inhalt des fraglichen Körperstficks 

•f(.)^^ . f(«,) , , • 



ab 2ab 

Läset man nun ao alle Werthe annehmen, die diese Grösse annehmen kann, 
indem man darch die (unendlich kleinen) Unterschiede dm fortgeht, so er- 
hält man eine Reihe solcher Körperstücke , deren Summe dem Inhalte des 
ganzen Körpers gleich seyn wird. (D. h. letzterer ist der Gränzwertb, dem 

sich die Somme der Grossen von der Fonn ^^^^^^äm-^^^^Am* 

nähert.) Da aber hiebei die Grössen ^^Jw' eine Summe = Jö) /I^"*;B<» 

geben, also wegen des onendlich kleinen /im diese Snmme Null ist, so ist 

der fn(gUche KOrperbhalt nothwendig = ^y0»f(»)d«», wo man nnn noch 

die Gränzen des bestimmten Integrals zu ermitteln hat Der nnterst&Werth 
von tt ist Null, da dann die fragliche Parallele dorch den Anfangspunkt geht 
Sodann kann man die-Fnrailelen ziehen bis S, nnd die obigen Formeln 
gelten nngestört UTip diese letzte Parallele anbelangt, so ist Ar sie OH, 
die Ordmate demjenigen Pnnktes, in dem die Kurve die Ordinatenaxe 
trifft, sie ist also = 9(0), nnd demnach der entsprechende Werth von «: 

by) (0), so dass also der äberOSM^ stehende Körpertheil = (ut Cojdo). 
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Nan hat man noch die EOrpertheile zu berechnen , die zwischen den Parallelen 
SM,, PR, so wie zwischen PR und N, 0, liegen. Was die ersteren anbe- 
langt, so sind es Stücke, die ganz zu dem Körper gehören, während bei den 
zweiten nur ein Theil zum Körper zu rechnen ist. Denken wir uns nun 
zwischen Mj S und PR eine weitere Parallele gezogen , deren Gleichung 
a) = ax4-by sey, so wird dieselbe die Kurve >d einem Punkte 

treffen, den mau aus den Gleichungen 

az-l-byss», y = v(x) 
erhält, ans denen folgt azH-b9(x) = »» «eiche Oleidnmg,- d»«wir nor 
einen DoreliseluiittBpuiitt uneiimeD, aneli nar .einen Wertii von z für jedes 
• geben darf, das swüchen h^(0) nnd a« liegt, welcli letsterer Werth FR 
cdkommL Folgt nnn liienns z = ^(«i»}, so wird man aleo f&r die Koordi- 
naten des Durchschnittspunkts mit M, N| haben: x= T/;(ft>), y = ^~*''^^*\ 
so dass die liänge jener Parallelen, da der Durchschnittsponkt mit OB durch 

m, da hier immer i* — a^C«) > 0» das obere Zeiohen sn wihlen Ist Die 
Linge der vom Anlhngspnnkt anf diese Parallele gesogenen Senkrechten ist 

■ - , ao dass, wenn m nm ^» snnimmt, diese letste nn —== 

Va«-hb« Va'-+-b« 
annehmen wird, mithin das FlächenstQckchen zwischen unendlich nahen sol> 

«h»r Ptnltel«. dfdh J— »<'>i^^ gegA« 

seyn wird. Daran» folgt dass der Uber SM^ PK stehende Körper gleich 

~ A--a^(#)lf(.)8*. 

la derselben Weise ist der Uber BFN« Q stehende [da Ar PR:a» s: ao^ 
f&r N| Q:o> = aa + b9(«), indem die Koordinaten von sind-: st nnd 
9(<0J gleich 

1 /*» a+b 9 (o) 

a V •« 

Davon ist nan zu snbtrahiren das über RN| Q stehende StQck, das In ganx 
ihnlidier Weise wie das über OSM| stehende berechnet wird. Ist nämlich 
az + b7=« die Qleichnng einer iwischen PE nnd Nt Q liegenden Parallelen, 

so trilftsieRQimPnnktez = -^, RN^ inz5=a, y=s *"^** , sodassdas 
Dreieck awischen diesen beiden Pankten und B = ist, nnd also, 

wenn « um das nnendüeh klebe sanimmt» sdbii zoninmt nnn *7w* ^<*> 

mm 

SO dass also der fragliche Körper = 
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iai. Daraas nuo endlich: 



= --. / a,f(«)8«4.- / fu)8.- / v(»)f(-)»«. (A) 

WO ip (w) der (einzige) Worth von x ist, der ans ax -(- by(x) = « folgt, in. 
SO ferne wenigstens zwischen b 9> (0) und a a + b y (a) liegt. 

Ist^ (z)koiiataat=/9(>0), so folgt aasaz+b9> (z)=o:x=^^^=^ = 
tp((o), tlso ist 

Kann u = ^ = qo seyn, so ist hieraus (bei positivem a und b) 

J^bx y^f(ax4-by)öy = ^*^y^a»f(«)8«. (d) 

SeUt man s. B. f «0— *e~*, so ist 



U. £s sey eben so das Integral 

/« («) 
8x y^f(ax' + by')Öy, 

WO «, a, b positiv seyn sollen, vorgelegt. 
Setzt man aneh hier 

i=f(ax»+by^, (•*) 

so stellt (e) abermals den Inhalt eines Kör- 
pers vor, der Uber der Fläche OAGB (F. 66) f 
stehend, von derFlilehe (e') begränstist, 
wenn j=g>(z) die Gleichung der Korve HC, 
and OA = a ist. Setst man nnn az* + by ' 
s so ist z s f also c konstant, wenn 
« es ist; ist diess aber der Fall, so drflekt 
a»»4-by*=» (0 



(•) 




A ^ ^ 
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6x / f(**+b 7^87 wird dnrdigMOMliiidw 

einen elliptischen Zylindor ans, der auf der Ebene der xy senkrecht steht. 
Die UalbAxen der GroudAäcbe, die nach OA and OB gerichtet sind, haben 

^/^. y/^ zur Länge. St7en nan MP» M'P' zwei Ellipsen, die «wei auf 
einander folgenden VVerthen (ta^ a -h J 0») in (f) entsprechen, so wird die 
Fläche MOP = (§. 46) seyn, so dass die zwischen MP ondM'P' lie- * 

gende Fl&che = ^ ^ f'^ ist; für alle Paukte der über MPP'M' liegenden Ober- 
fläche (e') ist z= r((u) als konstant anzusehen, so dass das Ober diesem 

Streifen liegende Küiperstück = f W i*^« (^^f ^ *^» ^® 

* y ab 

Figor angibt, gehört allerdings dieses ganse Stäck nicht zom Körper, Tiel- 
mehr ist das fibet NPP'N' stehende Körperstflck jdavon abznTechnen.) Waa 
die durch C gehende Ellipse anbelangt, so moss, um das ihr entsprechende a> 

zu fimh II, in (f)x — «, y — f/ («) gesetzt werden, so dass für sie «» = aiir* 
+ b9(a)' ist, mithin ist der über OEF stehende Körper = 



f(a>>a«. 



Davon sind nun ahzurechnen die überBCF und ACE stehenden Stücke. Um 
diese bereclinen zu können, müssen wir im Stande seyn, die Fläche des 
Stücks NFP'N' zu eihiltfn; kt^inien wir aber BNP als Funktion von ü>, so 

istNPP'iS' = J(o, da ja wenn BKP =F(a>): BN'P' =F(« 4- Ja»), 

also (für unendlich kleine Jm) NNT*? =s F (a -H Je») — F («») =s 

j- — ~^iif«i»=: — /im, so dass es sich bloss nm die Bestimmung 

von BNP handelt. Nun erhall man die Koordinaten des Punktes N aus den 
Gleich uogeu 

7=9(s), as* + b7*=:«; »x»-|-b9> (»)'=•, 

ans welch letzterer (ileiciuiny \~^){io) aU einziger Werth folge; alsdann 
ist der Inhalt der Fläche BNP nach §. 45 

von welcher (irö^bc der Diüerentialquotient nach o> (§.85, I) ist 

WO aber, da a^(<ü)» + by tV'(»)J' = », also 91 l^WJ = V r^^^^' 
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Batraciktwgen auf eioe Stunm« eiafaob«r Integrale laräckgefühit. 331) 

das letzte Glied wegfallt. Demgemäss ist endlich d.ib über BCE stehende 
Körperstuck, iodem fQr die durch B gehende Ellipse o> = (0)': 

Was nun weiter das über ACE stehende ROrperstQck anbelangt, oo 
deokeo wir ans eioeo eUiptiteben Bogen GH, dessen Gleichnng die (f) sey; 

die Abszissen von A nod 6 sind} a nnd ^ so dass die Fläche 

Ja V b ''■™»™ ö» 2>/bya V»-ax» 



aVab rar* 2V»b 



«Vab 2Vsb 

so dass das über AEC stehende Körperstäck, für das zuerst io — ^a} (fUr 
die durch A gebende Ellipse), gleich 



nnd also 



1 /Ma*+b »■(«)* , / ~ 
2yaby na» " • 

ffierin ist ^'(w) der aas ax' + b9>(x)' folgende einzige Werth 
iron X. FQr ^(x) =s/7, d. b. konstant, ist ^(») = Y^ ""*^^* , also 

Für tt = = QO, wenn diess inlftsalg,' folgt hieraus (§. 79» III, 3) 
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Setet man etwa wieder f C<u) = e-*, so ist 

nr(n) 



// (.E»H-by»)«-it-(*»*f»f)8xay=— ^ / mß-^^^bm^^^. (h) 

Für n = 1 Itolgt hierans 

e— *»8x / e-«'y'8y = — =, 

und weno b = a: 

( y V • 8 X)' = ~ , y V» 8 » = ^ (8- 86. U). 

Diese beiden Beispiele mdgen binreicben« nm den Geist dieser Methode 
der Redaktion vielfacher Integrale klar zu machen. (Vergl. §. 169, II.) 

§. 171. 

1. In dem dreifachen Integrale 

— «B 

fJJ f(«« + y'4..»jax8ya« 

wollen wir setzen (§. 83, II) 

X = r cos tp cot ^ , y = r tm y co< , z = r #m ^ , 
80 ist in §. 79, V n durch r, v durch y, w durch \p tvl ersetzen. Die dor- 
tigen Gleichuogeu (k') , (k« ) sind (x ' + y ') «in ' ^ ^ 2 ' co« ' ^ » x «m 9 = 

7 «0t 9 nnd geben: die erste fttr i = Oanch^ = 0, fiSrs s QOdagegen^= -^i 

die zweite für y=0 auch y=0, für y=QO aber <p — ^l endlich folgt aus x 

= TC08g> costp, dass für x=0 and oo, aoch r = 0 ond QOsey. Die dortige 
Grösse M ist T*eaay/ (§. 83), so dass also 

yyy f(i»+y»+»»)8x8y8«=y^r»8r y* e»» y*^ «»iwf(f08<f. 

d. h. (wenn man die Integrationen nach 9 nnd ^ Tolliieht) : 

OD 

yyy^ f(x*4-y»+i»)8x8y8x=y /^f"f(r')8f. (b) 

— — 0 

Sind a, b, c positiv and man setzt ax, by, czf&rx,ytZ,so ergibt sich 
hieraus 
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wdcbt GMehmg, indem mu t* = m Mtct, uob Ut: 



Dftraas folgt leicht 



aof welches Integral sich das allgemeiDero 

reduaren Usat. S«tst man nftniUch lusr z=z' — 4- — 

j 2 ' ' 2 b* 

ao data wenn 



SO dass also 



JJJ f(a*x'+bV+c»«»+«a+^ly+yiH-«)ax8y8.= j^y^r(.+^)V^6».(d) 
• n. Dailnlegral 



[a*b*M»'^-ha*0' fM*9«M*frH-b'e*CM*#Mf*«]*' 

worin n «ine fsoM pMMf« ZsU tat 

8Mit nuM a', dMMibd vis in 8. 168, 17, M tat das Intocial 



y y© [a»«o*»n-^*««»»j» 

ZoBidMtnui ley 
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342. 



Di« elliptiiditn Kooldliialra. 



0 [a>«MVH-^4MVl 

••M(S.8ft): 

n 

niddABi = -^ M Mfailt man UtfMft, iadmaaiaBiisl, 2, . . . Misl: 

10 dts£ maii Bb als bekannt anneheo darf. AUdaon kommfc die KnaitUoDg des bestimmten 
Intograb Mf dfo Beatianung too 



+ 1 



zarück, ^ BOB vi« in S- 168. IV giMUdift, indtn Btt uf dUptfidw lamgiah gdüift 

«inL 

§. 172. 

Oto eltti»!!«!!«» KoerdinateB (von Lunft). 

I. Ausser rechtwinkligen Koordinaten haben wir seither nur PolarkoordinateD 
eingeftUirt; in den Anwendungen der höhern Mathematik auf Pbyiik sind jedoch 
häufig aadere Koordiiifttonsyf teme nothwendig, tod deMo wir hkf einet »la Beiepiel 
betraehten wollen. 

Wir wellen «onebmen, dan «ui u die Stelle reehtwinkliger KeetdiiMteD z, 
7, z die GrOstea |«, ir einltthre, welebe mit jenen lasnnunenliingen mitteilt der drei 
Oleiehnngen: • 

A»'^A»— a»"*"A»— e»~ : ^« t'—ß* * 

wo o>n>0, A>e, o>^>n, T<n romiisgesotet werde, ao dnM nleo X von 

e bis cC, n von a bis c, v von 0 bit n gehen kOnne. Die ^^ö^sen A, /i r nennt 

hami, der solche KoordinatensyttMne zuerst untersuchte, elliptische Koordinaten, 
indem die Gleichungen (a) ein dreiaxiges Kllipsoid, ein einiäebexigee und ein swei* 
fächeriges Hyperboloid vorstellen. 

Da 

jl»_(A;_A^s^»-<^«-fti)a-»«H-(»«-,»), A>-(A*~e>)s|i*-4-(e'-|i')s«*+(6«-0* 

A»-»«-(A»-c»)s=^i>-n>H-(««-fi«)«~<»«-i'») + (e»-»«). 

•o beben die dfei FlAohen (a), deren Mittelpunkt der Koordtnaten-AnfiMg ist, nnd 
deren ITauptaxen in die Richtung der Koordinatenaxen fikUen» auoth gleiebe Brenn* 
punkte, sind alio homofoeal. 
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Die elUptitebMi KoordinUen. 343 

Für A=c redusirt •ioli die cnte Fl&ohe (deren Halbaxen X. Va»— a\ VA»— c» 
■iod) auf die fiiieiie der x y ; für ^ = a wird die zweite asur Ebene der x £, filr y=0 

die dritte zur Ebene der y z. Vun da aus hrcltot sicli das i-r>((e Ellipsoid mit waoh- 
scndfin A. unbegräiizt aus, l»!'- »-s fiir A " QC aiuli iinondlich ji^ross jr<>\vordcn ist. 
Ki ines dieser Kllipsoido üchucidut eines der vorUcrgchuadcn , sooderu jedes neue 
umliQUt dieselben. * 

iJisst man jii gt lu n von a au, wo die /.weife Flaclie (a) zur Ebene der x / ge- 
worden bis zu fi —c, wo sie isich iii die der verwaudelt, so durchlaufen die su 
wbaUeaai Byperbolirfde ebenfalls den ganzen Baum, ohnedauxwei sich .icbucidco; 
eben so verbAlt es aiob mit den ans der dritten Gleichung (a) hervurgelienden 
Flächen, wenn 9 Ton 0 bis a gebt. 

Daraas ergibt sieb, dass es f3r jeden Punkt des Raumes je drei der Fliehen (a) 
gibt, die durch ihn geben, d. h. dass xu bcstinnntcn x, j, s je besiinuute X, t 
gohSirent die in der oben angegebenen Weise liegen. 

Es llsst sich diess auch leicht unmittelbar erweiten. Smdx, y. z die reihtwinkligea 
Koordinaten eines Rauinpunktos, so prl on die Gleichungen Ui) einen Werth ron A' zwischen 
c^ and OD, einen vun /t^ xwiAcheu a' und c% und einen vuu i^' zwischen 0 und a*. Dcou 
die drei Oteiebnngen (a) haben die Fem 



^=*- 

t> Q — a* p — o* 



von welcher Gleichung su erweisen ist. dass ihre drei Wury.elii reell sind nnd zwi<ch<>n 0 und a*. 
a* und r', c* und QC liegen. Für p = 0 i>st :iber die er>-tc Seit- — a' c*x', also negativ; 
für p = a-:y'av(c* — »')» positiv; jürp — c': — z-c*(c'- a'>, also negativ; für 

f s= OD endlieh fiositir. Daraus folgt die Behauptung, und man sieht» dass man für jedes x*, 
f\ a* in (a) die Grössen X\ ein verlbig in den angeitebenen GrAasen bestiaimen itann. 

IL Setzt nianF(e)=:e((>-a^) ((;-c»), fCt^) ^ (^-/<*) (^ — »»), 

so ist F(() » f (ß) Tom zweiten Grade in Bezug auf (t, so dass ($. 30): 



* Sollten die beiden su l und A' gehcrigen Ellipsoidesicli setineiden, so mflssto zugleich 



x' , y» . «» , X» - y» . »» 



.= 1 



A'^^A'-a'^^A'-c«"*' A'«"^A»-a»"*"A* e» 
seyn, «etaas dnreb Subtraktion: 

- [irp"*" (A> - a»HA'> — a»> (A« - e«> (A'» — ^ ? ' 
welche Gieiehnttg, da A'*'A* niebt NaU ist, unmVgiieb ist, indem nicht x, y, s NnU 



Ken so folgt aas der svciten und dritten: 

tx' y* z' "I 

V*"^Oi»-a») (M"~a')''"(c»~^»>^-7r»)J ^* 

(»' "^^V»)V* -~e") (c* - w«)*(c« - = ^ • 

voraus diescDmi Felgsmog en gesogen werden. 
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344 Dia »lUptiiebtn K«Qvdiiifttiii« 

F(e)-f(p) _ F(0)-f(0) 1 F(a-')-f(a') F(c^)-f(c») 1 

F(e) F'(0) p F'{a-T e-a- F'(c') "p — o** 

velohe Gleichung, da F (0) = 0 . F (a') = 0 , F (c^) = 0 , auch heisst 

F(if)-{<9)^ f(0) 1 f(a-) 1 f(c') __1 

und gilt, was auch imiitor o rpj. Setzt man atm aaob mnuider ^^k\ f/i\ 9* imd 
beacbiet, dsLsa dann iiunier ({y) = 0, so ist 

F'lO) F'ra')A'— a* F' (c-j A' c»* ~ F'(ü)m' F'(a-> 

aus welchen drei f rleichungen ganz nninitielbar folgt, dau den GleiohUBgen (a) 
genügt wird, weuu 

f(0) 



F'(0> a-c* • ' F'(a=) a-(a'-cV ' 

Mc*) _ (c' — (c' - (c= — »2) 
■ ~ F'(c')" 



cMc--a*> 
so dass also aus (a) folgt : 



»««as±X|i».aVc»— a»y = ±V'(i^'~a*> (n*-a»> <»• — 



wialdie €HmdiBi^«n ia Wabrkeit ariil Syttame ron Wcrtbea' roo jc«^» s enthaltea. 

Siod X, 7p X nv potitir, m miiM aian aberall die obeni ZtUtkon adhaiea. Aas 
(b) folgt sofort, dastjede einzelne der in (a) enthaltenen Flächen alle FUebea d«r 
beiden andern SystMne^Bchneidefc. Zugleiob sind die (b) <tie Gleioboagea, weldhe 
rar Uaiformuag dieiiea wuden. 

HI, Aw den (a) «tgfbl lidi dnreh SaUiaktioB: 

■ 0 

^ iL* — e»i itt*— * 



(A» - a*> (»• - a»; (Ä» - c«) (»» - c»> . 



welche (iIcicbuDgen au^sagoti , dass jede der durch (a i gogebenen anzllhlig rieleo FlAohen 

alle Fl.IclM'ti der zwei andern .Systeme rechtwinklig durcliM iiuoidet. 

l>urch jeden Kaumpunkt gebt je eine der Flaclieu der drei Systeme, die zu den be&tiaun- 
taa X, (K, gehSrea (Nr. I), diese drei FlidieB sduiefdea ddi also reehMrialdlf. Neaasa 

wir $1 , S{ , S, die betreOetiden drei Fl.lclicn , so schneiden sich S, , Sj in einer Korvc ; 
S, , S, in einer ö, ; , S, endlich in einer Karvo . Die Kurve ö, steht in dem Durcb- 
schmtt£punkt senkrecht auf S, , e, auf S, , auf , so daas diese Knnren ein System 
fMlitvinkliger ElMBHrte UMea. 

Deakt ana sidi aoa drei aadeie FlIdieB (a) gezogen, die la k-i-Jl, ß-h^ß^P-^Ap 
fsUno, wo Alt An» dv aasttdHdi klein gedaehA tfaid. so werden diese uf den Kurven 
«t» iuieadli«h Uoiae Elemsnl» absdauidea, ««lebe eia NobtwiaUigss FiraUtlsfiped 
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Köiperelemeat, durch etli|)Ü&cb6 Koordinaten ausgedrückt. 345 



•ioMbliMMB lOMuMD. Du l!leiii«iil Jtf, irifd «riitlltii » vMm ttUi ins (b) 
•rnHMH, 4ielttiid 1 + JAsogvhdiea, «ilw«Bd A»iiBg«MiidmtbMbML Alaob^ 



eben lo 



Demnach i^t da« Kdrperelement = 



[(A« — Öl» — »») (»• - »•) (A» — 6>) <c» — n») («« — »»)]« 



J«, äög = 

« 

«M rieh die« aoeh mmitteihw benwiMtellen wird. (Veigl. »Aaliug* mter V. ZI7.) 

IV. Man wird aus obigen Untersuchungen schliossen, dass wenn in dem be- 
stimmten Integrale Jjj 'J ^' c*x tiy 8 z die Graiusen von x, jr, x so gewählt sind» dass 

diese Veränderlichen nur positiv sind , von 0 Ml gehen und Kooidittitm Ton Bmub* 
punkten sind, die innerhalb des EUipsoids 

— a' — c' 

Hegen, * man \ von o bis ^, jw von n bis e, 9 Ton 0 bis n müsse gehen Imsen, so 

dass jenes Integral = 

p,tr,,r v( A>-i,')o.»^,>)(A».^.»)a. 

J • J • J t ((A«— n«) Ol»-»«) (a»— »»Ka*— («•—1»') <•'— Or 

seyn wird , wo in V die x, 7, s meli (b) sn eneteen, liiebei ftber nur die ebeni 

Zeichen sn wtiilen sind. 

Das Integral 

r V (A»>.») (.»-.») (A'-.O J. _ . 

wo k'>k, m'>m, n'>n, k^e, m^a» m' ^ o, n^i^O, n' <^ a, ist d»> 

gegen gleldi dem lalt^gniAe J^J'JvBx 87 8s, wenn diess Uber «inen Banm mit 

drei positiren Koordinaten erstreckt ist, der eingeschlossen ist: von den zwei 

Elüpsoiden p -t- ^ i_^x + ^n~p = i und l^'*"£äZii"*"£3iZp = 1 i von den swei 

x' V* i* X* y* z' 

Ujpcrboldden — , , + j :s 1 und -^4- . 4- -7^ — i = 1 ; ondUali 

Z* f» B* S» T* I* 

Ton den swei HTporboloiden ^+;jrrp+;iZ75 = * » S^+^tr^i+JCT? = 1- 

Dafurn=ü, n' = a; in — a, m' = c diese Begränjsungshjperboioide in die 
Ebenen der 7s und zs, xs und X7, so sidit man leicht, dass wenn in (d): rnsn» 



* Die fraglichen Raumpookte liegen in dem OhUmten des EUipsoids, der von den posi> 
tifsn Aien d«r x, y, z gebildet wiid. 
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346 Flidie des drtiaxigen EUipsoidi. 

m' = e, 11 = 0, = »lidMiD dietes lotegnü-glaiob JJJs bxbjbm iakt\i^ 

toret entredLt ftbar Alle Poakle swiielien den rorhia genaonfeeD swei ElIipaindeB, 
io ao ferne diese in dem pentiren OkUnlen liegen. 

V. So wftre »Ito der nebte Tbeil des Knbikinhnltt des EUipadda in IV: 

y'^bi Tb /*- g'-^i») (m '-*') 

Da dieser aehte Tbeil naeb gleich |^eV(^'— a* V^*— o» ui (§. 84, 1), so bat 

man also 

Diese Gleichung liessc »ich leicht ans 

ableiten, wenn man beachtet, dans in §. 79, VI jetzt 

- ,4') Qi' - _ , 

KA» — a») (|i»—a^ (a*-»') (A»-c'> (c»-#iV («•-•Ol* 

geflnde» wild, and hmd daaa aaoh f. 168» III ▼ertibMa wtvdau 

VI. Will man den achten Tbeil der Oberfl&che des dreiaxigen Ellipioide 

a* T* a* 

berechnen (§. 169, 1), so hat man A ab Funktion vonfc, t ansaseheu, gegeben dordi 
die Gleidinng welche man eriiilt, wenn man hier die Werthe ren z» y, a am (b) 
einsetzt. Daraas ergibt sieh 

a»e»fV a«<o«-aO(ff«-a^ c»(o«-a«) fe»-«^ ' 

d.h. 

AV«'^«« — 0(e'-oV + a'-a^; (m=-«=> (a'-»^; c'p»(e'-c') 
+ (c»~^») (c'-»'>a»p'((»*-a') = a»o*(ft'— a')p'(e*-a') (f'-c'). 

Setzt man auf der ersten Seite X^ = (i' so geht sie in die zweite Seite über, so 
dass wenn mau von der ersten Seite den dadurch erhalteneu Werth subtrahirt, die 
awdte Seite NuU wird. Diese gibt: 

(A«— ^«) |i»»«(e»— a») (p» - a») (p* - c») -I- U* - p») 0«' - a») (a» - »») c»(»« — oO 

-»-(^*-p*) (c»-M*) (c»-»»)a»e»((.»-a') = 0, 

welcher Gleichung durch A=(> genügt wird. Demnach ist A als Konstante 
anitt sehen, was sich sofort erwarten liess. Jetat ist 69, 1) 
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Folgtrang «u ditter FomMl. 34*7 



8m »c* 8» Äc' öl» y^»-a» 

eye*— = — ».1—5^ ; ■ ■ . 

ÖM~8x »^"^by 8/1* ö»~t<x Sf'^b^ 8r' 

8z8y 8z 8y 8x8x_8x8x 

8z_ 8/1 8 r 8r8/a 8ä_ Ö f 8/* 8/4 8» 

Ö x~"öx Öy^öx öy ' Öy~ Öx"Ty_Öxöy ' 

Ö|i8v 8»8|i 8fi89 8v8|i 

d.li. 



8 s Vc'-a» Vp»-c» 



8» • f y(et_„»)(e»-»«) 

8z _ _ ^ Vil^* VTa'-»'*) (/»'-^l 
8y~ » Vp"»^»V(c' — »') (c»— 

•o dMi der fragliehe FUtolieninhalt (§§. 80, 79) gleieh 

Demnach (§. 169, I): 



y t V(e» — »»)(ä»- »'j J • V(c» — M«) (i»»-ä^ * 

wo 

V. Daran» Meli 



1t 
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348 JJJ 1^1"^ ****** *• *' ^'^^ •* '^'^^ ^'^^ •) B y 
LImI nftn hier ^ mModlidi wMlueo, ao'wird i&m «nto Seite s« 

« "t \ [ . a' 

Wa» die zweite Seit« betrifl^, so wird ihr erstes üiied zu 4^ y ^ ~ ^ 



so «» wird in 0, «Iso - E («, e) jedenfUli m 0, and ebenao --7F(«>,e);eodMa 

bloss ooeh (e^e) ni «ntersaelieo ist (§. 23, 1). Setat maa •» i«t «=0 

I, nndlet ist 

, P(«,e) , 1 Vc«->» 

(a),e) = — - — , • = arc(«m = cx;, o = — • 

s yi— ft's' • 

(§.22.1): 

_ 1 c ^ eW»*» 8e ^ 

"Vi-eW-vr::^» y*(i-ew»)* 

Für z = 0 ist CD = 0, so das« diese Grösse — c ist. Demnach wird die zweite 
Seite obiger GleacIiiiagni^H-^e= \, «ad es ist ($. 159, VU) 

§. 173. 

. + oe 

Dz» Intsgr&l JJJ '(•»«"♦"b^y + Cii, a,x4-b,yHho,i, a,x-hbiy-»-c,i)8x8y8s. 
I. Um dM Integral 



f(ajx + b»y-|-cj«, a,x-hb,y-f-e,«. »,x + b,y4-c,i)8x8y8i (a) 

vmmlbaiiAn, Ahiea wir (§. 79) drei aeue Verinderliehe n, t, w ein, die nit x, 7, s 
lasnaimenhiggOB dnndi die GleklinttgeB 

■,x + b^7+«b> = >> •»» + WT-*- •s«=^« a»«-Mhy + 0,8=8 w, 
wonnts fiilfe 

— 5 y = -« 5 . » = 7 5 . (c) 

so dass die GrSsso U in f. 79, ▼ seyn wird: 

A, CB> 0. - B, O 4- B3 (A. C, - C,) C, (A. B. - A, B>) 
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Dar ZftMer diem GiOMe Iii =D*» M dMt diMdlM Mllwlss-^ it«. * 

Die Gleichungen zur Bestimmung der Gräozcn sind (§. 79, V): 
ftf «jX-Hb, y-hc,« = w; für t: (a, Cj — a, c,)x-+-(b, 0, — b, c,)y = Cj T — c, w, 

fOr n: Dz=:Attt + B|r+Ct w. 

bt alio 01 > 0 • to sind dia GiiniMi tod w: — OD und + OD, 

m m «b<0, n m n m »WcH-QlO« —CO; 



«I 

D 



>0, 



«I M fl 



« t:— QO , -HOC, 

N t: H- «O « — QO, 

, v:— OO n 

^ u:-^<aO « — QO, 



Immerhüi sind die Gräozen der neuen Veränderlichen beide uaendlich, und man 
lieht dMS aSdi iblgeiid« T$M bildea IM: 



D >0— OD 4-00 
At>0— oo+op 

0|>0—00 -»-00 

D <0-*-00 — OD 
A4>0— OD 4-OD 

e,>0— OD +• 



Qiins«! von o, t, 

D >0— 00 4-00 
Ai>0-|-OD— 00 

c^<OH-oo —od 

D <04-oo —OD 
Ai>04-oD— od 

0I<O4-OD —OD 



D >04-0D —OD 
A,<04-0D —OD 
Ob>0— OD 4-OD 

D <0 — 00 4-00 
At<04-0D —00 
Ci>0— OD 4-OD 



O >04-0D —00 
Aj <0— OD 4-00 

•,<04-0D— ÖD 

D <0— «0 4-00 
Aj <0— 00 4-OD 
e|<04-oo —OD. 



Hi«nHu eingibt aid) wftirt da» das Intofnl (a) gleich ist 





Ai 


=ht^ — 


b]^, 81=1401— i^0|, Ci 


—Vi ""b» Ii » 




A: 




a, Cj , B, = a, Cj — Bj Cj , C, 


= Ci — a, c, ; 




A3 


= aj b, - 


»j b, , B, = a, bf — »1 b, , C, 


= a^ b, — a, bj ; 




D 


= »1 b, c. 


— b] C) + Aj bj — aj bj Cj 


-H a, b, c, — a, b, c.. 


Bt C, 


-B,C» 


= (a, - 


- a, bj) c, »-^ (a, b, — a, b,)Ct 


c, (a, b, — aj b,) C, ; 


A.C. 


-A,C, 




-a, b3)c,-H-(a, bj — a3b,)c, 


c, 4- (.1, b, — a, bj) c. Cj ; 


A. B, 


-A,B, 


(»1 


ajb,)c,--h(a, bj — a^bjq 


Cj H- (»3 b, — ai b,)Cj c,. 



A, (B, C, - B, C,) + B3 (A, C, - A^ C,) -I- C, (A, B, - A, B,) = (a, b, - a, b,)»Ci» 
4- (83 b, — a,b,)^ c,--|-(aj b, — a, b,)»c,*4- 2 (a, b, — a, b,) (a, b^ — a,b,)CiC, 
4- 2 (a, b, — a, b,) (a. b, — a, b J c, H- 2 (aj b» — a» b,) (a» b, — a, bJ c, c, 
= Kn 1^, - b,) e, 4- (0, bi - bj) c, 4- (a» b, - bi) e,] • = D» 

orwioooB lA (Am «Ibmi albmMiiioni SatM «M dmolbe gesogen Im «Aa> 
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t^JJJ f(«.T.w)8lidTdw. 

wo das obere Zeichen gilt, wenn D > 0. da. UBt«f» Mm D<0. bi a]M% der 
alMolate Werth von D, d. h. ton 

•»(W 0» - W c»)-t-b, (», - a. c,) -h c, (a» b, - a,b.). 

so ist 



H. S«lMii.mriB(«D: 

wobei wir die a, . . . , c, soglddi folgend«« B«liiigliilg«ii imfc«W«&n: 

.,bi-i-a.b,-i-«.b,=0. a,c»+a,c,-t-a,c,=0, b, c, 4- b, c, + b, c, «0. (•) 
die. wie man an« der •nfcljtijehaii Geometrie weiM. immer möglich sind, so wird 
4iAFonDel(d): 

Ani dm (e) folgt 

l(e,b, - c, \y + (c, b, - c, W)= 4- (b. c, - b, cJ1 a.» - (c, b, - c, b,)»«« 

%U<^* + k*'+0(«i* + «»*-^-*^*>-^^»**"*"^»*^»'^^''»^'^'^"'^'^''*~'''*'**^** 

.,»^»y»s=«»(«iN-«lb.)». 

D = (b, c, - b, c, ) -4- a, (b, «, - e, b.) + •»( K ^ - «*) 

« _3-_[(c. b, - c, b,)^ 4- b, - c, b.)» 4- (b, c, - bi c,)»J 
e|bi — e,b, 

»t «Hc.b,-c,b ,)»^a»(ctb,->e.b>)_j.«!g;^^.^^y 
~ e.b,~esb« ^» «t * 

so dass k = « ^ y. 

HL SeUtman a = ^ = / = l, »o ist 
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«• 



fuhrt mantbeidieM die yeiSiMkiliclMii r. 9, (§. 83, U) ein, so iai x*H-y*H-a'=r« 



Da 
so ist «Im 



ff. 
t 

«r 

/•^ « 

= 2«/ F(M»y)«Mt8t. 
t 

S«ts( nttn endlidi 

F(o) = £(«Vk.*-Mt,'-h^,«). 

so hat mau : 

ff 



r 

IV. Wir wollen in I setzen : 

»i = ^=l>» = b, = C4=c»=0, 

ao daM 

eine Formel , in der k gleieh dem absoluten Werihe tob % b| , and die sieh anoh 
ttnauUelbar ableiten Iftnl. 
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852 



»o ist 

4- oe 



BO 



dui weiiB wieder die Pelaifcoordinaleii eingeflUirt werden: 



tr 



t 



M ilt diete GUiehimg mdii 



CO* lf» ^ 

0*"" y. «e#m»l»'«w«^«»#>+b*jAi'»«»»*» + c»w»'»J 

Ff r)ö» 

_2« f^'co^^r ?L"J^____^8»,k*=»»b»c». (g) 

Für F(tt)snf(u), «s=b, a=j!}=X endlich s 
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s»s 



+ - 



d. fa. 



-T 

r — L_^, [--— ,-1,.= ' Ab,,. 



Sefcst maa oben bloas a = /3, a = b: 



d. b. WMB f (u) = r ; 

[woui wieder F (u) 2s u f (n)] : 

fl- r)a» 



bt etwft f (ii) = 1 , ao bat man 



DUat«t, nUhtWfal «. laMfnUBMksuf. IL t. Aafl. 28 
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Werth TOD J 6<p J*^iiH^^\\-i-c^ — 2 c [co* a £«t ^ + #*« a #»n «o« (f> — f*)JJ ' Ö ^. 

T. Setsftnan in der Formel (OV~y l<^t dun nn ^ 4m AM«it V6f . m 
ergibt «ich 

t;«< ^ f[ki 0o«9><t«»V' + k,«Mi^«tn ^ + k, eo«i^] «inyt 
Setzt man weiter = $in a cotj^ , k, — «ina sin ^, k^—coaa, so folgt: 

Aho wenn etwa f(a) = (l -f-c* — 2c u) ' 



J 9 •/ • |_l + C' 



2 c (<rojr (t cot V ~t~ *»«« V — 
i 



Aber 



I rtan» e<l , lo irt V H-c»— 2c=rl--ej fttr e> 1 alMr VlH-««— 2o=e— l, «Ih- 
rend V l-»-e'+2«= 1 4-c wenne>— l, dagegen —<I+C{) ««nB«<—l. DeaUMCh iet 

die nrelfee Seite gleich - f ■ - — ^ —- — , wenn e>~lttnd<l. d.h. nlee 

e'< 1 ; iie Ut — 7 ~ rV- ) = - . - ? -t , ^nnn c>l; ferner g^ekh - T--^^ — h rr— ^ 
2 

= » ''ÖD" c <:^ — 1» Daraaa folgt : 

/* : _ 

J« * [l-fo* — 2o [eafae«««rH-«i»a«<n^ ee«(9~^]P 



d* 

i — e » 

-T-^^ — , wenn e>i ; 

4rt 

, . wenac^— I. 

c(l — cV 



§. 174. 

Anitehnng elnee dreiuigtii OHpidde nnf einen Ftonkt 

Bei der Berechnung vielfacher Integrale deren Gränr.en veränderlich 
sind, kann man sich die Untersuchung nftni.ih durch Einführung eines Fak- 
tors erleichtere, der nur iüoerhaib gewisser Qfänzea einen Werth bat, 
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jenseits derselben Null ist. Wir wollen das Verfahren bei Gelegenheit der 
folgenden Autgabe erlräiitern, bei der es sich um die Anziehung eines Körpers, 
der von einer dreiaxigen EUipsoidfläche amschlossen ist (§. 84, I), auf einen 
Punkt hmdelt 

I. Ks stelle M (Fig. 67) ein körperliches Eletucui des 
KUipsoida ror, weleliM ]«lstm «if tm SoliieUieii ium be- 
•tobend denken, die jeivdlt jede Ar sieb dieeelbe Diehto haben, 
io daH ivenn d diese Diebto (= Mane in der £inbei( des ' 
KOrparinhalto) ist, dieselbe als eine Ftanfctten der Grosse 
X* y' X* 

— -Hti-*-— 5 efscheini,* wo a, b, o die drei Halbaxen des 

a" b* c* 

EUipsoids, X, j, i die Koordinaten von M aiud , so wird der ^ 
Inbalt des Elements sdi^x^j^asejrn, vremiJx,Jy, Js . ^ 
die nnendlieh kleinen Zunahmen Ton z, y, a bedeuten. Sej fi die Masse des ange* 
aogenen Punkts A, r die Entfernung AM, so wird die Wirkung tou M auf A dnreh 
Ii5 Ax Aj A% 

Q p ausgedrilokf seyn, wo p ein konstanter Koeffleient ist. Sind a, ß, y 

die Koordinaten von A, so ist (u — x)^ -4- (/? — J')^ -+- (/ — z)' ; ferner sind die 

Cosinus der Winkel , welche die Linie r mit den Koordinatenaxen macht , gleich 

a — X ~ y y — X 

t — ~ . , und es sind also die Seitenkr&(te der Anziehung Ton Ii gegen A, 

aerlegt naob den Koordinatenaxen: 

— i) Jx Ay A% Qß6Ax Jy Ai — y) (y— s) Ax Aj d% 

welche Kräfte in A angreifen und wo diejenigen als positiv angesehen werden, 
welche die Koordinaten von A zu verkleinern streben. Bildet man so die Seitenkräfle 
aller der Anziehungen der Etenicnte des Kllip.soids auf A , und addirt die nach der- 
selben liiclitung gehende», so sieht man leicht, dass die lutograle 

aasgedehnt auf alle positiren und negatiTen Werthe ron z, y, n, flr welche 

die Seüenkr&fte der gesammten Ansiebung des dreiaxigen EUipseid«, dessen Ober* 

y* 

fläche zur GkichuDfl: hat — .H-Ti + — i = 1, auf den materiellen Punkt A aus- 
drfleken. Setzt man. 



I* y* z* — 

♦ Die Gleichung — 4- -,-f--r = ß' (p* <^ 1) stellt EUipsoide vor, die dem gegebenen 

Abnlicb sind, gleicben Mittelpunkt und gleiche Azeoricbtang haben. In jeder Fliehe, welche 
durch diese Gleichung gegeben ist, wenn ^ * von 0 bis 1 geht, ist die Dichte in allen ^Punkten 
der IMehe (die fMsifliedHüb des EUipwiids Ar «*s 1 liegt) disseRie, sf<«^ 

' ^ WiHlilieh hlsf des gewOhuUshe Andsbungigessli w^fsnounien« 

SS» 
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•oM 



8F cF 8F . „ 



und man also blo^« die Grösse F in der Formol M) a!« Fnnkflnn vnn a, S. y zu be- 
ütimnun hat, um .«lofort die OrtVMen (c) £0 erhalten. Mit dieser ßestimmuiig woUea 
wir uns nun beschäftigen. 

Ii. Wir wollen, indem wir 

letxcu, uns erinnern (§. 14ü) dass die Grösse 

— / cot(*a)8a / f (▼)<M(aT)8v 

« y 0 j 0 

gleich f((o) ist, wenn 03 zwischen 0 und 1, dagegen Ü ist, wenn «0 über 1 ist; * 
alfdann «fgibt sieb fofort, dMt 

getettl wwden kSoM, indem, in to feriM m nielit swSiolMa 0 und 1 iii, der mfn- 
pligio Faktor mriohwindei, nlio bloM di((jenig«n EUnwoto Uniben, lllr wdche 
«<!. 

G«niiM f. 108 (nO til nbtr 



flO dM« 



1 1 -f i /V^^i 



welche Grösse übrigens, wie natürlich, reell ist. Setzt man noeh az, b^, es IHr 
x.y, c, loiit 



-^1 



— ae — - — -0 

wo r'=(a — ax)'4-(/i— bj)'-H(/ — cz)', <» = x'-h^^-l-«'. 



• ror Sias 1 ist iit alleidfaigs mir i f (•), allein da «sl onr ein« 
Sefakfate das EUipNidi an im Ob«iiebt dMnIben l eh lrt , no Umm vir ttfgBlA dlo- 
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Da dine GiOite rtell iaip lo Ibigft hiermu umiMelW, dan F der Melle Theil 

ist TOD 



(0 



HI. ffier wolleii wir nun soersi die lategrationeB naeii z, y, « roILüelien, 
d. h. dM bitegnl 

1- ae 

beelimmen. Ee ist aber 

r * » • u = (a * y «) X » H- (b * ♦> + u ) y ' H- ( c * ^ + u ) m * — 8 a a I» X — 2 ^ b » y — 2 y c » » 
ao dMs 



' ^^C|.168(a")) 



K(a'ip4-u) V^b»9»H-o V^c*9>-Ha 



M» dan 

F. 



j=2e»'abc// ■/ \j P ({')co»iur)Q 

jj p vä^^ Vb»»4>a vp;^^ v^y • 



Selii Bau biaraedi — f&r f», ao ist 



^V.^ Vb»4-g> • 



a- y' 
tc=^- hrv^^^ h ^ 



-I- » b* -h SP c* 4- p * 
Nwiitt' ^M»-|' + iaA»Ysi, e*"*=SM«(tiO-Hi«A»(tv); denumdi 

_ „ ^ /•/•* m(tu)8a89) /^,, , , 

F«— 2abc// ' _ =r / f(T)<w<(ttT)8T. 

yy., «vs^ VbM^ v^M^y • ' 
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Daraus folgt: 

IV. Aber ut 

y^X»#(lu>aayjfW«o«(Tu)8T = yf(t). weiijit<l. L| j^^^jj^ 

•o 4m« wir m» iwei FAlle «nteridieiden mOiMa. 

1. D«r MgMOfiM Pwkl Itagk taMiMb dM EUliaoidi. 
lo di0Mm FaUe bt 



und es ist 



V* 



Sind also P. Q, R die Seitenkr&fte der Gesammtanzieliung des EUipsoids, so 
]iat*inan: 

f(t 8«> 



yf(t 8<p 
• (a«+») V»'-*-» Vb'+» V?Hh^ 

tt» j?» y» 

*~*a»+^"^b»-l-»'^c»-»-** 



(S) 



2. Dsr aaguogsaa Punkt listfc aossadialb des £Uipuids. 
Alsdann ist 

«S 0* y* 

a»^b»^e»^^' 

und M wird Wcrthe roa 9 gaben, Ar die (> 2 . «nd «oIoIMi fitr die i< 1. Be- 
•tiaant man den einsigen positirwi Werth van m ans dw Gleiehnng 



a»-Mn • b«-l-m'*'e»H-ni'"^' 
ioisit>l Tan^ssObis^ssm; dagegen t<l Ton q»soi Iiis Man 
bat also 

— r— = / 8 » / . / f (t) CO» (u t) 8 » 

•« y. ViViM^»VbM-»ViH^(aM^)y. 
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4 

/* /** 4 a b c ff CO* (t u) 8 u , _ 

. y 0 vi*-^9 Vc«+» (a«+f.)y d 

imd d» dM ertto Integral Null Ut, so ist 

— r- = 2»bCO« / -^=nrr^-^== 

y m Vb^-Hv Vc»4-» 

Sind also P', Q', R' die Seitenkräfte der Auziehung, ao ist 

r^fabcM-r , i ' 

y . (a'H-7>) V'a-'+g Vb^-+-v /c«+» j 
E'=2*bcpM«y r . 

J m Vc-+»- V^a'-Hf> 

WO t dieselbe Bedeutung hat wie oben, und dM positive lu aus (h) bestinmii ist. 
Setzt maa in (g') 9 + m für , und machi a^ + m a| ^ b'4-m=b| \ o'+m=sfli\ 
so ist 

FssSabe^iisa / ^ ^ . . 



«SS 



Daraus folgt nun leicht , dass man die Grössen P', Q', U' ans (g) finden kann, 
waan man in das Formeln (g) nur , b| , C| für a, b, c setzt. Sind die so aus ig) 
erhaltanen GrtawnssPt, Qit Rh «o ist 

r Q'_R' abe 

Da abrifen« die Bedmung naoh den Formeln (g) und (g') siemlieh gleich leidtt 
ist, so kann man dietan Sals aneh entbehren. * 



* Seyen a, ,9, y die KoordiDiteB des angezogenen Punktes avsserhalb des ElUptoids; 
a|» b^, q die drei Adbaien eines iweiten EllipeeidB, se liegt («• fi» y) demselben. Ifan 
ndime nun iaf dem aaflnglichen EiUpsoid einen Pookt (a', ß', y ) an, so dass aise 

a^"^b='^^-*' aT» b? c,«-^' 
und bestimme überdiess a' (i', y' so dass 

—=-1 jL^± 

o a.' b/ y c;' 

^« aE tiacb den eben gegebmea (Hriebnngien uQglich ist. Alsdann ht die Anziehung nach der 
Axe der x des zweiten (das ursprüngliolie gana ttnuebUoisenden) Ellipsoids von den Haibaien 
a^ , , Ct auf den Punkt a\ y' : 

P»=8^IkCb Aima' /* . 

y« (a, = + 7)Va,'-|-v)VVHi^Kc*-i-*> 

die des arqprttngUohen aaf (a, ß, y) aber P'. und 

P* ahcfi bc 
P, a^b^qa' ~\c^' 
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V. Fiir r\pT] Fall eines bom^j^^nt-n FJIip*oids \%t d konttant, d h. fft) =. ^ eine 
Konstante. Aisdaan kuiiiinen du- Formeln \g) und ig') auf cllipti-itht Funktionen 
zuriick und gehören zu §. 155, IV, Nr. 1. £s lassen lich jedoch diese FormcUa als- 
lUaa Booh voter tUmt Mderer Form sdiraibeB. Seiet mma ateÜdi f =ft'z— 
wenift>b>e, fo «nd 10 (g) die Griasen x m» 1 lai oO mi wen stfAb- 

a*— k* a'— c' 

kuriung — jj» — =Ä'* gesetzt wird, so ist 

Seist BM Beek x=:-^» so wird 

y . V 1 - Vi - y . (i - B V (1 - Ä »«y 
k^ ****;."**' . M»»-.. k«— k,. 

Seilt man hier endlich V vss, ee liad die OiiBien vmi s:0 «ad X' «nd ee 

A» a»-b» , , 
i»t, wenn iMm j7, = ^i^;=3e'feiit: 



Wo (l-E»)V^(l-sO(l-e*s*)' . 
VI. Dm diese loiegrale auf eUiptiMhe suüeluRif&kreB, mj sseAi^ wid jme» 
= V=:V^^4^\ Wirt d. 164): 



Bliito beüdü Ivory'a Tlieaiea. Oai elie die Sebokiifte der 

Ellipsoid«: auf den Pnnkt (a, /9, y) zu ermitteln, lege man durch letsCem ein Ellipsoid, das 
mit dem gegebenen gleiche Axenrichtung und gleiche Brennpunkte habe (a, ' — C|*=a' — c*. 
>i* — bi' = a' — b'); man nehme auf dem urtprüngUchoa £Uipsoid sodann eiiMn Punkt 
y'). iodMi 

^=1. i=:i., 



bmelne die Aniiehimg des neeM Blipioidt Mf diMM, nd ven Fat Ob« B| die le ev> 
hahmen Wtillie rind, so ist 

r 

b c . e c ab 

^'=11:^ ^ =^I^*•^'=;^^• 
*k^ §1^ 
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wo also 

k k' 



Vli. Für den besondere Fall , dajis a = b , ist e = ü , F (o), e) K (cu, e) = oi, 
^ F(a>.e)-E(« .e) E(«,e)-(1 -e')F(«.,e) 0 ' ^ 

55 • •»(1—6') *"0'* ■••k 

§. 22 beliMid«U wwdm, wwniMh lioh alt Weilli dieier GrtMm iadai: | (• — 

k k' k" 

P=2j7i (• — "»•«<»*»)» Ä = — •). 



Ist endlich b = c, so hat mau eine Kugel vum Halbmesser a. 4 ><^pf^ i«t 
in dou letzten i^oruiela a>^U, A' = 0 und man tindi t iiacli ^. 22: 

"^-y ^-T* *-T* *-*-ir-7-7-^~- 

VIII. Will man nun eben so diu VVerthe yod P\ Q\ R' der Formeln {g ) bei 
f(t)=5< HiidaB, to wild mu aadi (I) iwlUirak Mm eiliilt »oi 



P'=J^aF(#.i,)-E(«,»)J. Q'«-5-3.^L-^l£(«,^-(l_,0F(*.t) 



^_y_k^_ 4ftkctf|i«3 .._ *'-1>' ,._ >*-c» . 

a-if-7 ST« • • -i^'* -"l^^* 



a 



~* ß* y' 

OL Aot den Formeln (m) ttatt sieh sehr leicht ein intoressMites Besultet liehen. 

Denken wir ans nämlich eine ellipsoidische Schichie, begrftnzt von zwei Umlidwo 
EUipsoiden, deren Halbaxen a, h, c und na, nb, nc seyen, und sey der angezogene 
Punkt innerhalb des hohlen Raums der ibchichte, so wird man die anf ihn ausge- 



* Hier bedsviin: a, b. c die drei Halbaxen des sosiehenden EllipeoidSt a, ^ 7 die 

Koordinaten dex angezogenen Punktes , wenn jene Halbaxen Koordinatenaxen sind; 6 die 
Haue der Eaameinbeit des £Uiptoids; n die Mau« des aogezogeoea Punktes ; 9 einen kon- 
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Dw teil ÜM^IlMMte. 



übie Wirkung finden, wenn man (n 1 vorausgcÄctzt) in (ml an die Stelle von a, 
b, c setzt na, nb, nc, und von dtn »u erhaltenen Werthcn die (ni) abzieht. Da 
sich aber durch die genaante Vertau«ohung in (m) Nichts ändert, so erhält man abo 
0 alt Wirkang; d. Ii. da» aolohe Sehielito wiil^ M/ftioc» in ihrer HOhlaog liegendMi 
Fotkt gar nythi, oder geiuuMr gesproohen, dia einMlnen Aiüiehungn heben «ieh 
gegenMiCif aaf. 

Anden TerhUi eieli naMIrUeli dia Saehe bei den Poraeltt <k'). Mm ntht abar 
hicffane leleht, wie oMa die Ansiehuag einer Schichte auf einen Punkt befPClttaD 
kaiia, winn dieeelbe nur Toa ellipeoidiMben FlAehen begrJInzt iat. 

X. Wir wollen hier noch einer weitern Folgerung aus den Formeln (1) gedenken. 

Sind wieder a, b, c die Hauptaxfii dos FUipsoids; A, B, C die eines andern, dessen 
Hauptschnitte mit erst«reni glciolic lirunnpunkte Laben, su dastt also (A B^' C); 
A*--B^ = a' — b^ B*— C' = b^^c'; sey ferner der Punkt (te, /J, /) att«terhalb 
beider Ellipsoide. Man bestimine non M aiu der Gleichung 

p$M"*"BMhi'*"C^=*™**'*^^'"^^ = ^»*' B»H-M = B,». C»H-M = C^«; 

ferner sejen P}, Q,, R, die Wertbe von P, Q, B in (g), wenn mau A^, B|, C| für 
a. b, 0 Mtst; P", B" die SaitenkriAe der AniielMug det EUipaoids mit 
A»n A, B, so irt 

P"_Q" R"_ ABC P" Pi_Q"Qi_R"Rt__ ABC a^b^q 
P»~Qs~B,~ A,II,C, • V P,""Q'Qs~B'B,~abc A^B.^ * 

Aber es iet 

A,>=A»-I-BI, B,»aB»+M = A>H-ll-Ct»-b^ C,»äC« + Mss= A»-l-ll — (a»— o^; 
ftmor 

a»-hai"*"a»-^«— (la*— b')"*"a»+ni-(a»-c«)~ * ' 

y* _ 

A = 4-M Ä'-M4— (ft^- b») A -hH - (a«-c*) ~ ' 

woraus sofort folgt, dass a- -f- ra — A' -f- M, d. h. a, ^ — A^', «ad dann b|' = B|\ 
e,' = C4', mithin P,=Pi, Q, = Ci, . Rj=R,, und folglich 

P"__Qr' R" ABC 
P'"^ Q' ^ K' ~Tbc** 

Demnach verlialten sich die Seitonkräfte der Anziehungen beider (h o ni o fo c a 1 e n) 
Ellipsoide auf denselben äussern Punkt wie ihre Kuriierinhalte. Daraus folgt soforti 
dass die üesammtanziehungen sich oben so verhalten und gleich gerichtet sind. — 
Bioria boetobt der borflbmte Lehnate von MaoLaurin über die Anaiekoagoa «woior 
komogonor Ellipaoide, welche gleicken Uittelpunkt tind gleiebo Brennpunkto haboa. 
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Anhang. 

Uebiuigen und Zusätze enthaiteud. 



Zar Theorie nnendlicher Reihen. 

I. In §. 57 nannt<^n wir eine unendliclio Reihe konvergent , wenn sie eine be- 
stimmte endliche Summe hat, und erklärten diesb dahin, da»» man sich dieser Summe 
des^ mehr nähern müsse, je mehr man Glieder der Reihe zusammen nehme. In 
§. 60 , IV (nebst 164, III und V) gaben wir ein Kennseichen- an , wornach sieh 
entMliddai IlMt, ob die «MoiUidie Bmh» 

-f u, -t- u, -f- (a) 

«UM eadUohe Summe hat. £s bestand dann, daM der Qnotieat-^ fttr tebr groeia 

D nntor 1 sejn mflne, d. h. data -Chr < 1. Banuit ergab sich , dau daaa (a) 

immer eine endliche Summe habe. 

Dass aber, wenn fa) überhaupt eine endliche Summe hat, man sich derselben 
nähern müsse, wenn man mehr und mehr Glieder zusammen nimml, iefe. selbei- 
ren t&ndlich. 

Dass weiter eine unendliche Reihe, deren Glieder nicht alle positiv sind, sicher 
eine endliche Summe hat, wenn ihre positiv genommenen Glieder eine konvergente 
Beihe bilden, ergibt sich aus §. 60, IV ganz nnmitielbar, wihrend aus 164, V 
herrorgttht, dan selbst daan, wenn die posiÜT fenennsenen GUedmr keine endUobe 
Sunme geben, die Beihe mit weehselnden Zeiohen eine konrngante sejn kann. * 

Der Fall, da Qr > 1, wurde in §. 60, IV nicht besonders betraohtet. Alt- 



* Die SAtie über die Konvergens onendhcher Reihen finden sieb zerstreut in ilL, 
IV| I. Ms f. 67; |. 60k IV; 02, Halt; |w lMr*M8| f. Mi, m, Y. SAtamdMAdm^ 
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Bit! Ilhiff flit irniiTitgiM unilWiT Boihin 



dAnn ist aber dw Beihe endgütig eine *telg«Bii« «ad M IcM» Yoa KonTiffeu ksiiie 
jRwl« Mtbr a^jBt »'^ '«t divergtai. 

bt «Bdlieh ör = I , so UmI iteh nieht lo kanwesf •■tsebeiden , ob die 

Reihe konvergent oder divergent »ey. Jkiau moM sich dann in anderer Weise zu 
helftn sttehen, wom oft folgender Sats diont: 

Ist für gCMM a iaiBMr a " > I > so ist dio Boilw (a) koaTeigeai. 

Denn es ist (Br hinlänglich grosse m : 

Demnach 

^m+t ^ n» Oa-Kt ^ m -H I Vm+* ^ III-4-2 
a. ««.i^^aH-ai + r a^'^a-l-« + * 

woraus 

0^+1 m Om>^i^ m(m -(- 1) Om-^ s^ ro (m 1 ) (tn + 2) 

"■.r a+ia' 0« *^(ä + n) (a + m 1 ) * u« "^(a r m) (aMa-<-i>(»+n»+^)** "* 

- m m (m 1) , 

a 4- m (» 4- m) (* -h m I) 

£s ist aber identisch 

1.2 (■+!) 



(a 1) (a + 2) . . . (a + n H- r) 

*_ r 1.2 (ai-*-r) 1.2 (m + t -^ 1) ~l 

~a— 1 La<a+l)...(a-h«+f— 1) a(a-hl) (a-*-aH-r)J* 



woHHU, iodon naa rsO, i, 2, ... a aotit «ad adiirt: 

I.2....» I.2...(ai'4-1) l.2....^ + p) 
(a + l)...(a+«s)'''(aH-l)...(a+»+l)'*" (aH-l) (a-^nH-a) 

a r 1.2 m 1.2 (m H- n + 1) ~l 

~a-lL^+l)...(aH*ai — 1) a(a+l>...<a-i-ai-4-a)J' 

^. . ^ , , 1.2....(Bi + n+l) 1.2....(iii+a-M) . ^ 

rsun 18t aj> 1, also -~. — — rr ; — ; ; — ^=""7 — m / " ,' , — T jeoe»- 

^ • a(a f I) . . . (a-+-nH-n) a(a-H 1) . . . (m 4- n -J- a) 

falls <C I , was auch immer n sej, mithin auch noch fttr n — OC, so dass die zweite 

Seite Yorsteheiidcr Gleichung immer eine endliche Grösse ist. In derselben 

Lage ist i'uiglich auch die erste ÜoiU), selbst für n= QC. Diridirt man die erste 

(a + 1) . . . . (a H- m — 1) 

m m (m 4- 1) ^ m (m 4- I) (m + 2) 

a4-»"*^(a4-aO(aH-^^n)"*"<a + Bi)(a4-aH-l)(a + «4-2)'^ 

m (« 4- 1) . . . (m 4- b) 
(aH-ai)....<a4-iB + B)* 



«ad Ar n= QO ist hieraadi dia Sanmo dar aaoadlieiioa Bttü» 

m ^ in(m4-l) ^ m (m 4- 1) (m 4- ^ 



a4-B (a + m) (a 4- m 4- 1) (a 4> m) (a+ » -4- 1) (a+s 4- 1() 
GhNtoM» waan daon ftlgt, datt anah 
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«■+nm-»-I + «ii^f.i+ 

in derselben Lage ist. Da u, + U; + . . . + u„_i immer endlidi itt, M hfti aIm di« 
BmUm (») eine endliche Summe, d. h. ist konrergent. 

Dabei haben xfir im Grunde alle Glieder als poeiUr angesehen. Da diess aber 
du aagllABtiigtfte Fall ist, «o bleibt der Sats iauneiUn erwiesen. (§. 60, lY). 

DaM Oaftr BS OD Tenefawinden mnu, ergibt lieli sofort, wenn man bedmkt, 
dass eine Reihe, in der die Glieder, welche weit genug wwk Aaftuig abiteliea, nidht 
nabegräant abnehmen, muht koBTergent seyn kann. 

0. bt dia'iuiendUeha Belke 

8ui Pu, 8 a, 

in der «t» ^* • • • <^ Ftaaktimwa tob x aagaMkea iiBd, konreigant timi x=:a bis 
zsb, «ad ist iaaeikalb dfeser Momb s ihre Siunae, m ist ^.57, IQ Hirz 
awiseken a lad b> 

«iH-ö, + nt + = ^^8xH-C, 

wo C der Werth der Heihe erster Seite für x = a ist, der als endlieh und besUnunt 
augenomaien wird, so wie aveh a als stetig Torausgesetst wird. (§. 41 , n). 

Beaeiduiet MB fi» 8z-hC dBieh y, so ist (nMftrliflk ianstkaU» der- 
•elbea CMaaea ftr z) : 

% + + , = 7, 

wo Bun ^ '* 



8 ^ . 8 Ua 8 Q, 8 0« . . 

^(a,+o,+i4+ •>= 87-^ 87-^81^- 



(VeigL §. 93, Note.) Da eadliek vad stetig Ist, so ist y oiao stetig o Faak- 
iioB TOB X (§. 10). 

Darani folgt der Sats ; 

Die Beihe (b') ist eine stetige Funktion ron z , so lange die Reihe (b) eine 
endliehe Sfnmne hat. 

£ine (stetige) Funktion, deren Differentialquotient endlich ist, kann ihren 
Worth aioht plOicUflk tfldeiB, oder springen (§. 143. IV), 4a soBSt der Diftreniial- 
qaetioBt aotfkwendig unstetig seyn mfisste , wie sieh dtess ans der erstea Erkllraog 
desselben ergibt. — Daraus fiilgt weiter, dass die Summe der Reihe (b') so 
lange dieselbe Funktion ron x sejn muss, als die Reihe (b) kon- 
rergirt (and ihre Summe eine stetige Grosse ist). 

Die Reihe in f. 140, Nr. 8 wird durok Dübmnsimng geben: 

8y 4 r . «« «X 1 •'5"'' 3Ttx 1 . halt hitj. 
Bzn^-eeSe e6e e * 

Bad es wild die «weite Seite uastetiig sejn Ar z = a, o — « (und aaek Ar 
x=0, e). 
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3ti6 Weit«rer Sat« ttb« di« KooTargu» nnondlichir R«Umb. 

DL S«J di« Reibe 

f(l) + ffö)+f(»>H- W 

TorgeI«gt, so wird sie konreiigireii, wenn tos einem gth9rig gnmeD m an 

f(iii)-Hf(m+l)+r(iii-l-2) + (e) 

•UM endltehs Suuiie h/A, diTWifmn im entgcgeugcMteten FftU«. 0»bei aefcun vir 
in (e) alle Glieder positiv Tonuu, nnd nntflriidi mbnehnend. 

bl eine stetige (und abnehmende) IVinVtion von x, so iai nacli §. 39, II: 
y^(i) 8 X = (b - ») f t» e (b - »)I , 
nadweBBb>a, aUo f(b)<f(a): 



T(s) 8 X >(b — a) f (b) aad < (b — a) f (a). 
Daraus folgt: 

/j^^^"-J3»'^ ■ 

voiaus (§.42. II): 

fu,\tk > f (m 1) + f(iii -+- 2) -H 

Isialsoy^ f(x)8xeadIioii, soisies an«hf(m-4-l)'4-f(m4-2)-t-...., d.h. 

die Reihe (<1) konvergirt; ist {{x) cx unendlich, »o ist es auch f (ra) -h f(m-hl) 
, . . , d. h. die (dj dirergirt. 

Dabei erinnern wir, da^s bei Reihen mit nur positiven Gliedorn bloss eine be- 
stimmte endliche Summe, oder gar keine, vorhanden ist. (§. 60, iV.) 

Für f (x) =^ istyr (x) 8x = ^_rt . FÄr x = OD ist diess NuU, 
a^ 1 , dugegen qc. wenn a^ 1. Baraus folgt, dass die Reihe 



• • • • • 



konTcrgent ist för a> 1 ; * dirorgent für a < 1. Für a=: 1 ist J'^i''^) 8x = i (x), 
abermali qC Üir x = qc , so dass die Reihe auch fikr a = 1 dirergirt. (§. 164, V.) 

• Firf(x)Ä'-^^i8ty'^8x=UlW]»+<»IÄr«««0« 



* Hierauii lässt sich noch ein weiterer Satz für die Kx>nYergens folgern. Ist n&mUch 
nan*-*-*, wo a>0, Ar ein sebr giosses a klefaier als die bestfanmte endBebe Zahl A, so Ist 
die Rsflie V(« Og« • . kontergentk 

Denn dann a eine positive endliche Zahl, also bei gehörig grossem m: 



u„ + u„+. + . . < (A a) (^^+ ^j^^^i^ H- . . .) 
d« b. endUcb, da 1 -h 1. 



» 
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ÜBlmdmg d«r EbÜm fftr (1 + s>". 36? 

£0) i(2) /(g 



t : 4 

eine direrg-ent«. Das Produkt V2 V^3 . . . . ist also mMAdlieh, d* die TOfliwr- 
g«^QUe fisihe sein Logarithmus ist. 

AnwendoDgen. 

IV. Nach §. 54, 1 ist 

* » 

so lange x'<^ 1. Der T)iff( rt ntialquotient dieser Reihe ist 
_. m(m — 1) . m(in— 1) (m — 2) _, . 

„[,+=^x+<irl)(-:z?,.+ .]. (0 

Diese Grösse ist stetig , so lange die eingeklammerte Reihe es ist. Da diete 

Reihe aber aus (f) hervorgeht, wenn man m durch m — 1 ersetzt, so ist sie jeden- 
falls stetig, wenn x'< 1, so das« nur noch die Fälle z = ±l zu unter- 
suchen »ind. 

1) Für x= H- 1 hat man statt (f): [fi. öö, Ii: 

^ , ^ m ^ m (m — 1) ^ ^ m (na — 1) . . . . (m — n -hU) 

^~*"^T'^ 1.2 1.2,..n 
m (m--l)...(m — n) (I -h 9)" 

1.2.. ..(n+1) (i-hey^«' 

Vertcliwindei mit nnendlieham n hier — j—^ — n + l — ' ^* (i^6)"+t 

jedenAüle endlidi Ut, aodi da« EfgftiuitiigsgUed Tenehwindeau 
SetatDuaberinin 



so ist 



f (X) = i (4-^) = f (X - a) - Ux) . 

• • 

yf«ek = (»-a)[Ux-.a)-l)-»{ICiO-U«e«-'»)«(^)-»W+*< 

Fflr X = CO ist 

(X - a) i « - a t|. 23, 1 und ». 22, 1 V] ; • 

* Setst man x = — , so ist 

. <«->'C-^)=e-)'[<i-o]=^:^- 

«e nun z =: 0 zu seU«n ist. Demnach (§. 22, 1) : 

— a; al(l— as) 

l 

fBraeO; dien iit aber dana = — a. 
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368 ffit^noch vraa x=l aada> — 1. 

denufteh ist 

81 «-»l(«o)-(f-») i ('-:=^) +al(r)-». 

sIm, «rauBiirr>a[dittit<(^^^^reellB«j]»it(di«teGfflii«s~ ODfllrft>0. 
Dmmm iblgi, dMt flir A>0 und r>«: 

<^)-<^)* 

■Slliin^-~ '"^.».i * * WiiU ftr isoO« inden «ben tag«» 

gebeoe Beih« d«r LogaritliiwM dieMt Pradnkto itl. Setat mm 1, wo 

r— «i — 1 r— ■ T— i-H r— ■ + I 

Saist iBMi hier.« = n — r -H 1 , «o mun n = QO lejm fUr s = QO, uod ei ist 

r— m— 1 r— m r — m-f-n— ? 



r '»+1 B-f-l 



tOfttr BS«, 



..*.ra+l — Tin — rm — (T~\-l) m—n 

... , . m(m — l).... M<^<T — 2) ... . 
nnd mithin auch, wenn mau mit % « " ' t • multiphzjrt : 

"^rJ^ •^r'^ = 0 mr n = OD and m 4- 1 >0. 

▲lio giltdi« Form«! (I) aoeb,.w«iiB x=s + l and in + 1^0. 

2)- Für X = — 1 wild die Reihe in (0 zu 

M , m (m — 1) m(m— I) (ni~2) . 

welehe f&r grehorig weit vom Anlkng entfernte Glieder mar lolehe mit deras«lbeii 
Zeiehen hat«. Iit »her r groM gmag, damit r^m potitir lej, ao iai die (g): 

1 ^ m(m— l)..(m~r-H) ,, . r— m . (r— »Xf— m+1) , 

Die eingiklaainMrte Beihe hat wie ia I (8. 864 uiitMi) elnea eadliaheii Wefth wen 
(r-f-1) — (r— Bi)>l, d. h. wenn iB>hl>l, ]a>0. Denaaeh irt (g) koa- 
tefgMit lir m ^ 0 : ob aber ihre Summe = (1 -f- x)*, d. h. hiersO» bleibt uoA 
ta erwaiaea. (Siehe den Zasats am SohluMe de« Anhangs.) 

Da btefaadi die (f) aoeh eiae beetiauate Suanae hat ftrai>Oaad zs — 1, 
ftr alle Z bis su — I aber die Summe = (I ist und die JBeihe (f) als nach 

Potenzen von x fortschrcitoiK! nirht plötzlich springt, so dürfte man sie sofort Ar 
X — — 1 (m ^ 0) noch gelten lassen, doch UUsi sich dies« förmlich erweisen. 
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DeugleickeBfOris— 1 iiadin>a {(l+z)fö'x=L 369 

Ist nämlich m ^ 0 (und x = — 1) 10 ist wie geseigt, die (0 noch konrergent, 
hftt «Ito üne bttttfiBiiite Smnme, tob -der wir zeigen kflonen datt sie 0 iit» Setet 
naa sie to iat alao (w«nii ]d>0); 

m tnfrn 1) m(nj— l)(m — 2) 

T'^'~T7ä TäTd ~" 

und aadi (I) weon x = 1 : 

m . m(m — 1) . m(m — 1) (m — £) . 

'■^-T"^ 1.2 "*'~Tr2:3 — 

wtnufs dureh Addition : 

1.2 TITs.! + 

Aber da m 1 — 1 , so ist auch nach 1 ) 

. . m-l . <«-l)(m->2) . (a->l)(m-2)(m-3> . ' 



daicb Subtraktion : 

m~ 1 r m (ro - 1) _ (l-r') (m-2)1 D (m ~ 2) (in ~3) 

i L 1.2 1.2 J 1.2.3 

. rm(m-~l) (m - 2) (m— 3) (m— I) (m - 2) 3) (m ~ 4)- | 
"•"L 1.2.3.4 1.2.3.4 J, 2* 

d. b. 

m— 1 m — 1 (m— 1) (m — 2) (m— 3) (m — 1) (m — 2) (ro — 3) 

1 1 1.2.3 1.2.3 2 

oder 

^ a „ 
0 = — , 0 = 0. 
9 

Demaaeli gilt die (0 für wenn m>0. 

y. Na«b§.55. Vlirt 

Z(H-x) = x--4-j-....± — + 

flr x*<l vaiMliwnidoldaeXifiBamgsglied, wie bereits geceigts für xs— 1 
braaebt bmmi kaiae Uolenaohnag, da alsdaan die ente Seifee uaendliob wird; flir 

X = 1 ist dae Ei^rAosangiglied gleich j^z^ i ^ (i-^eja-n « das Ar n = 00 inmierbin 

rersehwindet. Demnach gilt die Formel 

l(H-i)=x— nrx*<l«adz=l. (|.164bV). 

VL In §. 57, VI ergab sich 

X X* X* 

ar»<IS^=x)=-|- — — , Arx'<l; 

so dass noch x = :b 1 zu untersuchen ist. 

Für x = — 1 hat die Reihe aber bloss das entgegengesetzte Zeichen, wie für 
X= + l> Wir haben also nur den Fall x = 1 zu untersuchen, in welchem die 
Beibe aUetdiagt kooTergent ift (§. 164, V). Aber es ist (§. 56, 1): 
ateare»» ai^teeasi «.iiitwUssiMH» K> t. au. M 
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370 *»*'^ (^9 — *) = «) Äf « = dt i« 



1 1 . 1 _ r'x»"^«8x 

» (i-hOx*)* "° ***** **** 

Gleiohttog 



/ x_* »"^»* 
gatfllrx'<l. ttndz = ±l. 

Vli. Eben »o fanden wir (§.57, V): 

X 1 X» 1.3 X» « t^, 

•r»(*A»«x)= y 4 2 ^ + 2^ ^ H- «r««<l, 

•o dMC noch zs:± 1 JHi untonnohen bUibt. 
Fttrzss + lutinI 

&iüu dtc liuihc kouvcrgeut. Dasselbe gilt für x = — 1, indem iki Uon dal ZeiolMD 
wtebMlt. 



Fall 

TDI. Wir wollen uns die Frage stellen, ob die GUlohung (§. 54, I) 

<H-»)-=H- " a-+- ^i^^a»H. ••<! (•) 

auch noch gilt , wenn a imaginär — r (cos q> i sin qj) = r ' (§. 54, V ; 9, 1). Als- 
dann wird die Beihe, da (eo#9> H- tmn^)" ^CMO^) -i- i«mu<p (§. 4) wenn n posibiv 
und ganz, zu 

1 l . z l l . 



DiMe beiden Reihen sind komiijeBt für r' < 1 , * imter walcher Bedingang 
l+"r+ '°^;"~ '^ r»H-...-ift. 8«tieiiwirmuidit8iauMder]teilM(b)gleieh 
to ist 



• I<;t die Reihe n, H- a, -f- a, 4- . . . nnter gewissen Bedingangen konTergent , so ist die 

Reihe u, -f- ti , + h, wenn die samratlichen b die Einheit nicht ftberstaigen, 

unter denselben Üedingungeu kourergeut. Dabei denken wir nu 0«* u^t . . • 
pottAw, 
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da 



•I 8f 1 ^ 1.2 ' • — 



also 

Fflr r=0if(ftber7 = l, also C=sl und j= (1 -f-re^*)", Demnach gilt 
(a) noch wenn ftssre^', 1. 

IX. Die Keihe 

<(H-a) = a-^»» + i.a»- i(c) . 

giU Ar < 1. Seist bmii a =re^<, lo eDisteht die Doppelreibe 



die f&r r'< 1 konreryirt. Seid man Ihre SttmiiM s y » so ist 



(»Mi Till), 

woraus 

y- /L-il! — 8r=:|(l + re*»)H-C. 

Dft für r=0 auch ysO, so b( C=0» und iUglioh gü( (e), wenn asre*', 
r'< 1. Dabei ist 1(1 -hf^i) «indeotig (M, 17, da sonst nioht i(l) = 0) imd. 

= -^/(l 4- 2 r CO* ff. -H r V + V > » 

wo 

r» 



(l4-2r co*»/4-ry (1 ■+-2r » + r')* 

and zwischen — |iv und + 1«. £s folgt daraus 

•|- 1(1 + Sr 00S9 + rO s r «et 9 ~ Y r*«M2r4"^r* Mi 8 # — . , 

24* 
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372 Dm Lt^&uin'uk^ TImoimi für di« Gt m aiftmH i wmi . 

1 -f r CO* y * » 

Die Beihe ia |.54, III gUt fflr x = flpi »ofort, da lie e<^* = «<w9-+-«n(f 
liefert. 

Das« man dto flbrig«n Beibea ia AhnUeber Weil« bebandbüi kaan , if t leicht 
•niehtUeb. 

■ 9. 

Dm Legeadie'Mlie Theonn Ar die OanaMtfuuktioaeo. 

GmbIm §. 162, VI iet 

, ^ 1.2.3. ..(n— l)n* 

'^^•^ a(a-»-l)(k+2)...(a+a- 1) ' 

ao dtM alao nadi einander: 

1.2...(n- l)n* - 1.2...(b'— l)n^W 

rfa>ÄÖr— ^ =gr —==—-» 

^ ' "^a(a4- (a-J-a— 1) nift(maH-m)...(oia4-B — !•) 

• JL 

1 , 1 ■ 2 ...(n-l)B''"" • 

r(a = i — \ "i * 

■* (a-^-) (a+H- —)...(*-+-;;- + ■— 1) 

n m B 

1.2. . .(n- Un"*^" m» 

= (?r- 



(ma+l) (m»+l + m)...(ni*-t-l4-n— Im) 

-,,2. - 1.2...<a — 1)b * 

r(a+---)«ör 2 

)(a +!-+-—>... (»-»- — -♦- B-1) . 

^Ba VH 

I 

" ' J .2...(n — l)n'^ " m» 

= (7r 



(n a + 2) (n a -h 2 + n) . . . (m a+2 + B— 1 n) 

»-I 

Ix /j- l.t...(n-l)B** * 

r(aH )Äfl'r : , - ^1 



(a+ — ) (a + 1 -H — ) . . . (a -h ^ + n - 1) 



1.2...(n— l)n'^ " 

= 0r 



(ma+m— I) (m a+m—l+Bi) . (ma-l-Bi— i+a— 1 n) 
HieiMt fi»lgt DsmittolbBjr (wenn n poiüir vnd gua): 

r(a) r(a -h r(a + 1-) . , . . r(a 4- 



ina(ma-i-l)(nia-l-2^,..(ma-f-inn — 1) 
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lutegrauon «tner DifierentialgleiobiiBg «nter Oxdnaog. 373 



m-'l 



1.2...fmii— T) (mn)*» [1 .2. . . (n— Dj-m-^n' 

nift(iiia+l)...(mA+iiia— 1) 1.2...(pnB~l)iii*» 

Nun ist ab«, wenn mnr=n': 

1.2...<an-l)(««)>« _ l.a.«.(n*-l)ii*« 
ina<mftH-l)...(iBa-f>iii&~l)~' iBa(mftH-l)...(nift+ii'-l)~' 



da mit nnendlMliem n anah ma nnemflidi wird, so dass alw 



. ™ n» m«™ 1.2...(nin--l) 

Abaraaebg. 165. m ist 

wr r — ssytici,h.€fr --=y2«, 

»^1 (amr'^i 

(mn)""*! 1 



(7r 



1.2.. .naa** Yzi' 



m—t 



^^ [1.2...(D-l)]"m""n ' _^^ (1.2...n)-iD°"a » mn ^ 
l.S...(iaa— 1) 1.2...mB.n* 

•o daH eadUdi 



Man toll die Diffstaatialgleioliiaag 

(A-+-A'x + A"y)<a|2:-7)H-(B4-B'x-t-B"y)||4-C-hC'x-hC"y = 0 (a) 
integriren. 

L Man aatao 

' a-T-bx-hcy ' ''^ a-l-bx4-cy * 
•0 erb&li man , wenn zur Abkürzung a + bx4-cjr = a geseist wird : 

(c) 
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374 Doppelte lot^grttfM itr CHiiding (A+A't + A^^diy— yiTi) 

• 



o"=bc'— b'c. ^"=ac'— a'c, 7"=aV— a'b, » 

Setai naa wtilttr aoeli 

ß=rTb'c"-b"c'. j?=a"c'— a'c". y = a'b"— *"b'. l . 

*=»(b'«"— b"c')+b(a"e'— »•")-*-«(a'b*--»"b')=*«-+-b^-l-«r, I ^ ' 

•o findet nMU leiolii, daw 

a'a" — b'^'4-cy=0, m"a" — b'y+c'y=A, a"a'~bV^«"7 =0. / ^ ' 
QaMtst Min aiaa baiba die Glaiahaafl^ 

m|p^k^-;=o. <., 

■a «rgibt diaMlba ■ittolat <c): 

OX OS 



Maltiplilifaa wir dtaia Olelofaung aoeh mti a, lo wiid na mÜ (a) 
atinuaaB, weaa ideatitdi! 

f {M^'-^N/T)- Ax = B-hB'x-+ n "y. j (0 
s(My"-^Ny')-+ ; y ^ C C x -I- C" y ) 

seyn kann. BerflelLMchti|^ man (d"), so folgt aus (f): 

A(a-t-b»+oy)=Aa—Bb-+-Cc4-(A'a-B'b-KC'c)x + (A"a — B"b-4-C'c)y. \ 
A (a'+V« + e'y) — *Ni = A a' — B b' C c'H- (A' a' — W b' -H C c')x-»- (A" a' - B" \,j 

4-C"c')y (f) 

A (a" + b" X c" y) + Ä M » = A a"~ B b" 4- C c"4- (A' a" — B' b"4- C o") x -h (A" a'A 

— B"b"-f cr«")y.' 

welehe drei OleiehungeB natHrlieh die (f) erteiieD. 

Man setze nun — (A' — -Xip, MÄ=(A." — A)q, so werden die orsttn Sei- 

ten der Gleichungen (f) xu A(a-J-bx-i-cy), A' (a'H-b' x+c'y). A"(a" + b"x-f 
c"y), «Ihraad Ar X nad N iwai aadaia GrOMaa: iL', X" eingeführt aind. Die (f) 
•lad ava idaatiseh , waaa : 

Aa— Bb+Cc=U, A'a— B'b+C'esU. A"a— B"b+C"esJle, i 
Aa«~Bb'-4-Ca'«l'a% A'a'— B*b'4-0*e'«rV. A"a'— B^V-I-C'VöAvJ (f() 
Aa"— Bb"^-C«"ssl•'a^ A'a"-B'b"-+•C'e"=sl"b^A*•a"— B^V'+CssA^a"! 

i«ti «ad aladaan Allt die Gleiehaag 

mMtaamm mit (a). Elinuairt ana aai daa dfei entan Glaidrangaa (g^ die GfOiaaa 
a, b, a, ao erhAli aiaa : 

(A-A)(B'+A)(C"— A-B''0'(A-i)— A''0<B'-»-l)-A'B(Cr-a)H-A«BC 

+ B"A'C=s<K Od 
Ganz dieMlbe GleieliuBgr erhält man für K\ X" aas den flbrigea Gienhaagaa 
(g). Beetiauat maa alfo ans (b) die drei Wonela dieaer kabudtaa Gtoiahaag, «aal 
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+ (B-l-B'xH-B"y) -H (C4-C'x+ C"y)dx = a 376 

■ind A. A\ V dieselben, so wird (a) zu (a'), wenn OAO . . .« e" m» (ff) be- 

ab. 

stimmt. Da diese (ileichungen nur dio Quotienten — » — , bestimmen, so bleiben 

e e 

drei dieser Grössen giinz willkürlich. 
Die Gleichung (a ) gibt nun 

p OZ q o X 

SO das* mM IblgviidflD Sats vAMk : 

nBestimatC man ans (h) die drei WerUie von and sind dieselben A, X\ X*' ; 
ennitteH dann ans (g) seebs der GrUssen a, b, e, a', V, e', a", b", e", naebden 
nno drei davon wiUkflrlioh angenommen, so ist das Integral der Gleichung (a): 

+ b'x -4- c' y) (a" -f- b" x 4- c" y)^ ^' (a -f- b x -+- c y)*'~*''= C.« 

II. Für den Fall da**** nicht alle Wurzeln der Gleichung (h) von einaufh r vcr- 
S( liii'den sind« lässt sich obige Auflösung nicht anwenden. Man kann jedoch im 
Allgemeinen eine andere Auflösung geben, die Ton diesen UAngeln frei ist. 

Man setze nämlich 

A + A'x -f- Ä" y = 0 , y = " ~ ~ ^ (A" nicht NuU) 

so ist» wenn man in (a) einsetst: 

8n_ A"n*-4-/9x-t-yo-4-a 8 x_ A"axH-/?'xHh/u-»^' 
8x~A"ax-+-;?'x+y'n-f Ä' ' fn~ A" -h ß\ + yn 6' 

wo^=A'(B"A'— B'A")H- A"(A'C" — A"C'). y = A' B" — A"(A4- C"). * 

« (B A" — B" A) A' (C A" — C" A) A'*^ 
=, A" B' — A' B", y' = B". *' = B A'.' — B ' A. 

Hau sotso oiib 

A"ox^-|yx-4-y'n-4-a' A'fu*z + y n t>4-^ g — y' u — 

A"n*H-^x + yu-h*'^****' A"u-h(i' — {it ' 

8x _ __b_ r A"o*z - t- y u X 4- Ä z — y' g — ^" 1 

8Ü~*~~8uL A"u-l-<^' — J* 

<A".+^-<lx)»- ( A'\^f^'-^l ^j-.(A''a+^'-|ts)*;;=0. 

d.b. 

^ ^ ( A"»n»+ A« (y -f- ff ) n» + (A" 6 y - yO u -f- « - 

c u 

02^^-11/) »'+<^y'-*-^y-A'd-^^i-#'y'+A;'»'=0, 

worant Don 

1 8« 

/?*s'4-(y — 2^')/J»* H- (A"6 4-t* »— /*y -i* y) x-f i^y'- A"i' Öu 

1 

~ A" » a » -4- A" (y u » + (A" Ä-h/*' y-^ y ) u 4- ^' 6— *' * 

in welcher Gleichung die Veränderlichen getrennt sind. Ist weder A" noch ^ Null, 
so kann man «tivft sataoa: 
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und erhält : 
\ dz 1 



Intogrift auui dl« Olmdmaf swiseliM » und t, oder i «od n, ••tei dann 

so erbill man di« 61molina|r fwiaehmi x and j. 

Ist A" = 0, HO luü8t sich die obige Uechiniu;: nicht düivlinihrea. Wäre in 
diesem Falle auch nooh B"= 0. ao kime die vorgi. Ii gtc Glsiehaiif auf §.66 
Ist Leiaterea aioht dar Vnllt wo komoit die Gleichung auf 

y^-»-^(a + bx-Hox«)-y(*'H-cx) + a'-t-b"»s=?0,(« = A') 

OZ OS 

fbl^ nua 



8 y _ y (a^ -h c i) >- a'* ~ V* % 
8z jH-aH-bi + ca» * 

8y 

und ««IUI naii == v telst. ao m 

(a 4- b » 4- c X») g -4- a"4-b**i 
a' + es~Q 

Denuiaeh 

_ _d r(aH-bi+cx-)n 4-a"-h b^a l 
~*<lxL a' + ci — a J* 

welche Gleidmng aamiUelbar auf die Form 

[ei* + «X» -4- -h yl + (- m»+«'«*-|- ^» H- 10 «=0 
fiUirt, ia dar die VerftaderliclieB getrauki werden kAnnen. 



9. 

Angabe. 

In einer twtIümI aialianden Ebene aoU eine Knrre konalniirt werden ae, daaa 

ein schwerer Körper, der auf ihr kambftHt, immer in derselben Zeit in dem tieftlea 

Punkte diTsclbeii anlangt. Ton wo aus (auf der Kurvt») er auch ohne Anfang»- 
geschwindigkt'it gegangen sejn mag, wenn man von der Aeibung und dem LnA> 

wideratand absieht. (Tautochrone.) 

» 

Soy durch den ticfsfeti Punkt die Axe der x yertiknl gegen die Richtung der 
Schwere gerichtet; y die Ordinate eines Punktes, s der zum Punkt (x, y) gehörige, 
vom Anfangspunkt aus gerechnete Kurrenbogen. (Man vergleiche etwa Fig. 22,- 
wenn AM rertikal nach oben gerichtet ist, AM = x, MN=7, AN = s.) Ist p 
da» Gewidil det KOrpen, i die Tom An£uig der Bewegung geinciuiele Zeil, ao 
hat man: 
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Di« Taotochrone im leeren -Rftanie. 377 

A**'— - n ^'"^ ö»y ^ /^e.-S» /-Bx^» i^8y\» 

IttMli dieAbniiM dM AiugBB|rtimiiktt, so iat lllrxs=1i: 1^ = 0, «Im» 

BtJ =2g(h— x), ^ = — V2g(h— x), wo luao da« negative Z^i* 
eben w&hleft anaa, d» s abnimmt mit waobeendem t. Demnaeb: 

8t__ I / * 8« 

b*MHis = f(x), MiKwmYtfeZeildealUlee: 

,= T-^^i* /' f(hi)8i 

Naeb dm Bediqgnngeii der Aal|;abe eoll diese GxOMe umbliiDgig ron b tejn, 

8» 

so dass ^ = 0 sejn mius. Demnach (§. 85, I) ; 

2Y2gbJ. VT=li ^hJ. VT^s * 
d* b« , k 

Da nun nicht y^g ^ ^ » ■** **** bestiininte Integral Null eejm wa« 

auch h ieyn mag. Dieea ist nur möglich wenn f (x) -+- 2 x f" (x) = 0 , da man ja 
etwa immer b klein genug wähien kann, da^s f ( x ) + 2 x f (x) von x=0 bi« x=b 

d«Melbe2eidMi hat, wo dann lieber /'^^—I^D^Sx sieht NnUwiM. Aber 

f(z) = e. alM> 

■ «=2CVx+C'=s2CVT, 
d» lllr z=iO auehessO. Dieee Gldchnng atelU aber eumZykloide dar. (§.48» III, 
woCs^V^t). Jetstist 

/•••^ 8x C« 

was wirUidi ron b nabhlngjg iit. (Man rei:gleidie hiemit Fdaton» Medwoik 1, 
|. 197.) 

«. 
Aslgabe. 

Ueber einer Ellipse deren Halbaxen a und b Bind ist ein Keprt l errichtet, dessen 
Spitze senkrecht über dem Mittolpuukto der EUipse in der i^utlcruuiig c liegt. Um 
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di* SpiUe beschreibt m$M «ine Kugel mit dem Halbmesser r uod will dmjßOtg^ 
Theil d«r KugeMiebe kcamii, d«r iniMrhalb des Kegels liegi. 

X* y» 

Die Gleichung der Kegelfluchc ist ^, —, = -,; der Kugelflärhc: -f- y* 

-»-z' = r'. w.iin man dir Kegplspitze als Anfaiiju^spunkt rechtwinkliger Koordi- 
naten und die Axen der x und y paralh l d« n Hauptaxen d< r Kllipse nimmt. Der 
Inhalt des gesuchten FUicbenstUcks iüt g« gt ben durch das doppalte Integral 



wenn dasselbe aaf »II« Werthc tod x und 7 ausgedehat wird, die den Punkten der 

Projektion der gesuchten Fläche auf die Ebene der xy entsprechen. Was nun aber 
diese rrojektion anbelangt, .ho wird n»an die Gleichung ihrer Begränzungskurvc 
erhalten, wenn man z zwischen den Gleichungen der beideu Flächen elimiuirt. 
IH«M Gteidiiing ist demnach : 

Seilt man io d«n laiegrale (a) rx, tj aa di« Stellt tob x, j, m isi die g«* 
•nebte Fliobe y J ^j^'^'-r^^* Mitgedebni Mif tlle petitiT«n and aegathrea 

— c» •* 

Wertbe tob x uad y, für die «'x»-l-^*y* < 1 , i»o a»Ä 1 p^« 

Debat auta dai lateigral aar anf die patiÜTea WerHia voa x uad y aii% die dar eben 
gegebenen Bedingaag geallgeai §0 eifaftlt naa daa rierten Tbeil der Filoba. Die- 
selbe b6 alM> ^ 



7. «V. 



la dieMiB lategtala fübraa wir die Yetiaderlkbea g aad m eia, ao dam 

daaa ist (§. 79, U) — 1| g^-l-l^ "^^^^^ ^ Ort^o^ ergebea aidi (§. 168. 
ans 

wonuu (§.79,ID 

FBr s = 0 fblgldaraos » = -7, fllrx=s~ab«r a»=sO. Daaa 

s a 



#»n*a> -f- J cot*» 

Für y = 0 ist f} = 0, für y = 1 aber = 1 , wie aiob erwartaa lian, da et'x' 
+ y ' = 6 ^ Demnach ist die Fläche gleich 
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inoerfadb eiMi teokreohten eUiptUcheo Kegels liegt. 379 

T V'-''C-ii-+-j?-j 



Dm IntegiiU itl 
fr 



L a» ^ "P"*^"^ J 

=4,..,, r '-^ 4,.., rilrs^^::iii 



8«. 



Wir wollen a>b TOfanaMtieD, m «Iam |S'>a'; aUdann tit du ccBto 

Integral = 

y'* — /** ^ 8» 

^ I /" 8» _ I < 

wenn man 40, iV und 32, IV beachtet. 

Wm dM iweite obiger Integrale bettiA, lo keomt ee auf elliptiMhe Iniegrale 
snrttok. Seist maa nftnlidi 4iaf»=x, ae ist et da x, «et oi aar pedtir «ad 



A/,_i!_Lu! 

/•■ y <»' «' «« 

— K^Ei /** 1H-B»x* 8« 



w n'= ^>^^<^l^ , aho da a' > 1 jedenfiOls n'> 0 ist. Seist maa hier {§. 156) 
xstfoe^, eo ist 
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880 Bfct—a g dm Slitks «Imt KogeliidM. 4m 



y*" l-l-n*x* 9j /*' l+D'go«'y 8y 



2 /** l-f-n*g oj 



e 



Noa »t aber 

l-hn*eo$*9 _ D« g* 1 1 

ar 

M daas 

mitbin endlidi 
w» alao 

, a»-b» /y»->a' a»~b» •» «••' ^-j— c . , 
Mu Mtse nun in der Formel (h) des f. 152* I: 

•0 bi ^ 160, 10): 

„/« V b»e» _/^« >' N 

. b»(>»+e«) ,/K ^ . bcV*»+c» n 
•etel mM weiter io 1. 162, II: 
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,_a'-b' «» 

folglich ^ ' ^ ^ ^ 

1 -r- X 



nC* nT* >'-b' >v b*c» „/^n \ 

mithin die FUcIm 



d. h. fleieh 



rikra=b wfti«di»£UipMeia£raia. Omui ist 

also jetzt die Fläche 

wie sich auch leicht auf elementarem Wege finden lässU 



einiger 
L 8ej daa Integral 

Umfonmqg rorgelegt, wann a «ad b pouÜT sind. (VergL |. 44, 1). 
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M ftn Mtie 



b 

Die GrUtie ax— — erraieht von x=0 bis x=00 kein Iffaxiimiiii odmr MiniiiraiB, ■omlera 

wächst TOD — QC XU + QO, 80 dsM also die Gräozeo voo z sind — oO und -f- OC. 
Dannu ab«r fblgl tofoi^ 4aH nur daa obere ZeldMo goMaa kaoa, man alio Itai: 

y;.[(„-i)>.=/:r(..,(±.^-^).. 

-ryjs-)..-.^/::^!^, 

Abw(§.42, VU): 
•o daM endlioli 

yj[(^ax- ^yj8x«-i-y*f(x»)8x. a>0, b>0. (a) 
SeUt man in dieser Fomel etwa statt r(s) : f(2ab+B)> so ist 
f [(ai- 7)']=^ [2»b-|- (ai - 7)']=* (a»x»+^), l(x»>=f(2ab+x«), 

so dasü auch 

yi(a»«»H- ^^81 - |y^f(2ab+x*)8x, a>0, b>a (b) 

Oebrigens lisst sieh diese Formel leieht aus §.44, I ableiten. Setzt man 
dort nlmlldi f (x) = F[x*— 2 ab], so ist f (ax-h ~) = F [(^a »+7) — 2 ab] 

= F (^a^x'-t- f(/x»-H4ab) = F(x» + 4ab — 2ab) = F(x'-h2ab), so 
dass 

y7(.-,'+^)a.-j/"»fc.+2.»).,. 

2(1 -+- a'x') 

2) Setst man das beetnamte Intefral J ^ — h'-i-x' dematuidbpositiT 
nnd, gleich 7, so ist 

ey 2s«'8» 2a -b« . 1 

ea~y» (b«+x«)<t-haV)='l-a«b«/o VST7»"*"n-a»x»J"THhIb* 

wo C unabhängig ist von a. Für as=0 ist aber j=0, aUo C=0» so dass 
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OI»ekkiknogJ^ f(x)F" («)8x = (— l)«y^ f(j)F(x)8i. 

DI« GMiwig (x) F" (x) 8 X = (— 1)" f» (x) F (x) 8 x. FolgeruDgeo. 

I. Sey {{X) eine Funktion von x so beschalTvD, dass f(x), f (x^, . . f""' (.x) 
Noll sind für xsia und at=b, m ist 

y'JwP-(x)a«=(-l)-y'f'(«)F(i)8«. (•) 

Dieaer Satz folgt ganz unmittelbar aus dem nachstehenden Schema: 

yr (i)F"--*Oi)dx«f («)r"~^-yr'(iO F^(x)8«. 

y r-'(x)F'(x)8x = £" *(x)F(x>-y f (x)K(x)ex. 

Da^H dabei ("(x) uod F°(x) innerhalb der lAtegratiuusgranzen endlich se^n 
ofiaMS, refstehfe sieh Ton selbst. 

n. Als besonderes Bt-ispi» I wollen wir a" — 1 , br=-hl. ffx)— (1 — x')"'"^ 
setzen, wu n (wie eben; uiiie ^ositivi;.gau2eZahl istt so sind alle Bedingungen erfüllt 
and es ist: 

Nun ist aber 

Denn fOr n = 2, 3, . . . der Sati. £s ist nämlich (9» zwisehen 0 und n) 

* 

6(1 — »*)^ 1.3,, «„ 1.8 „ „ 

« 1 1 Q 1.8.5 . 

3 coi* 9) «n 9>J = o 4tn 6^ = — - — sm 6 9. 

Soy nun der Satz (b') wahr für ein iMstimmtes n, 10 fragt «t lioh ob ar fOr 
dM folgend« n auch aoob giU. Sej also 



jpzi = y. = (t i)" " i ' «• n » » 



so ist 



— — ««^ — _^„-^-m*8,.. 

wenn man x = co«9 seist. Aber (§. 18') 
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^ i_ 8-^'I(I-k')(1-»»)-I| _ n _n »Iii _ 2 + 
■ = (!-«•) -^-»(•-1-1)« g^-B(«H-I)T., 

Oder w«iinx_«<»#9, 8«~~;rn~; öx'~#in'». 87* «n»»v 8^* 
d.h. 

■ 

«wa^^?^-(— 1)»-' 1.3...(2n- l) (n-M)*mny 

MM y 

!)• I.S...(2ii-l)(nifoii^(S&+l)^2^-°^4-Cii+l)i&iB») 
= l}*l.S...(2a+l)[«M»9 -r— — } 

= (-iy-.i.»...(!t.^-i) 
Ilir<-i).A.8...(i.+i)g'^^-^A)gwb,«»^(-iy '-»-«»-^'j""<'+'>' . 

«odvreh d«r teta (b') bewiesen ist. * 

m 

UL Setal IM in der FenDol (b) noi zs«Mf , to ist 
nnd d» 



J^tii^*pW{9099) 89«l.S...^a^l) J^eotn9f(fiMp)%p, 



Als Anwendung dieses Satzes wollen wir 

. Vl-2aa-4-a* (l-Äta + a*)-^! 

aeiMB, 10 dait 

a Vi— (1 — 2aÄfr+a^r 



Das lalegtal der iwoileii Seilen in wolehoM wir a* < 1 

auf elliptische Integrale zurfickfÜhren, wobei man nach derVoTiolirifl det }. 1S6, IT» 2 
und §. 156, I zu verfahren hätte. Kürzer aber gelangt man aam 2iele» Wenn hm 
eine neue Verttadexliolie ^ einlührt mittelst der Qieioboog 

»in gi 



V 1 — a»CM^-J-»' 
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wobei wir niu Tor AUmb die AüiniflMU vaA Bedaatuiff dititr m ulcr- 

•nehen habM. 

I — S » «My + ft*— «te* 9 « «M*» — 2 a cot # -h a' SB («M fl» ~ a)% 

•oift alio 

«odoreh di« ZsUUngkeii der Olmehiuif (•) erwiMea ist. Die GrOite cmter Seile 

geht, wenn qp von 0 bis TT widist, von 0 zu 0, so dass za naternifllies ielebeie 
Maxiraa und Minima haben k9nne (§. 42, IV). DUferenzift OMB aieh 9, M eikUl 
man xiir Bestimmung dieser Maxima oder Minima; 

«et9(l --2a««e#4-a*) — »««••fi = 0, eo«y a«M'y ~aH-a*eo«ii=0, 

- a^aeetv^y— a)==:0, (<»«y a) (1 — aMt#)=:Oi 

Dieter OleSdmag wird genflgl dnreli «ee^=a and eoeq>s£-^, vea wdebea 
Wertbea der leiitere nnsnlAssig ist ^"^^ eo«9 = a i«t ttbrigeu 

<ia» _ ^ 

Vi— 2a«ee9-»-a* V"« — 2a»+a" 

Also wächst die GrOsee erster Seite in (e). die immer positir ist, tob 0 bis 1 , and 
nimmt daan ab tmi 1 bb 0. Demaacb geht ^ Ten 0 bii ir 

£s folgt aus (e): 

I 1 — 2%co$(f> + a' — »in'y ccx'y — 2a<;of y -4- a' ^ {9099 — k)* 

" 1— 2aco<9-t-a* 1 — 2aco#»> -H a* ""l— 2a«M» + *** 

«ef<i = ± 



Vi — Äaeee^+a"»* • 
Nnn iit ftr ^ssO anob i|r=0 and ftr 9=« aneh demaaeli aogleieb 



VT^aH-a» Vn-2a-*-a*' 
weraa* Mferl berr«rgehtt datt aiaa aar dai ebere Zeidiea brnbebaltea dfirffi. 



VT^^2ä+P?=l — a, V*-*-2a4-a» = H-a. 

AlsoisÜnaaec 



eoi <p — ti 



Vi — 2»««»«» + »*' 
n 



aadet iffti^<y M laage eM9>a. dBgegeaif;> y weaa eM9<a. 

Aus (e) folget aberdfera: 

(cot<p — a) (I — a eo» y) ^Jt^^p eo*» — a 

(l-2acot,,4-a')i ^ ~ Vi-2 »co#» a»' 

1 — a coity 8y_j 1 8»_ Vl — 2ago<»-t-ä* 

1— 2 a coj ^ a» 8 ij» ~ ' V 1— 2aco«9» a» 1 — aeos» 

aitagtr, Di>WMtial> a. lBWgx*l-B«eh»«a(. U. S. Asfl. 22 
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1 — 2 Acosip -+- a * — a *wit'» _i — 2a coiy -ha' <? o# V _ ( 1— ago*y)* 
vod da 1 — a«M9 immer poiitir: 

Hitiiin 

t (1 — ÄAWJ«> -i- ♦ i ~y 0 \/r--2a«o*«.-t-aV Vr^2»ecw»-t- a» 



so daas endlich 



8^* 



Für das letzte inttgral besteht die Formel (§. 154, II): 

« - T 

y*' nw»"»,'>8» _ 2n — 2 1-t-a* f* 8» «a-*"8 /** « tn**'-*ip8»^ 



wodurch das Integral auf elliptische zurückgeführt ist. 
IV. Sollten etwa in der Beihe 



Vi— aacMxH-a» * 
die Koefflsienten bestimmt weiden, so wAre noeh f. 144, m (g): 

«^y« v?^2a«o#f.+v»~ « y, Vi-A'«M»*v' * * 

wobei z Ten 0 bii ir geht. DIeie Formel gUt nneh Ar n s 0, wo 

^ njo Vi 
£• kommt dieee Entwieklnng in den Anwendungen hAuflg rer. 

^- 

Oer Lehrtats tod den homogenen Funktiuneu. 

Eine Fmifction der Verftnderliehen z, 7, c, . . . heiast homog«i dee Grades n, 

wenn, indem man für x , y, 2, . . . setzt ax, aj, az, . . . der Faktor o* in allen 
Gliedern erscheint und ausser dÄiselben kein « niohr vorkommt. So ist 
5 j'yj 7 j3y2 _^ 9 x ' fiiK* homogene Funktion Ton x und y vom Grade 5. 

Sejr also f (x,jr,z,...) eine homogene Funktion Tom Grade n, so ist hi^rnaoh 
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Dit Uimüa fftt itn homogenen FuBktionMi. 387 

■ 

wonm, wenn man ox, «y, as, . .♦. durch x', i', . . , f (ft x, «y, . . .) dimh f 



8x' 8«"^8y' 8a "^8« Qä~^"'*~^* ~ '(«•7»*»'-/' 

8 1' 8 

Aber — — y» . w daM, wmio auun a= 1 wiai, wo f ia f flbcr- 



gtlit, man hat: 

OZ OJ OS 

8f c-f 8f 

Ans der Gleichung^ (a) folgt , dass ^g^'^ygTy'^^e^'*""*' eine ho- 

mogene Funktion von x, y, . . . des Grades n ist, so dnss derselbe Satz nocbmaU 
auf sie Anwendung findet. Ueisttt also die erste äeite von (a) F, so ist 

aP_^ eF^ ÖF^» _ * ' 

d.h. ' . '^ ' - i. . - • 

8f 8f 8f ,8'f „ e»f 

d. h. wMUi laaa w heaehtat^ ' 



,8'f „ 8»f ,8»f „ 8*f „ 8»f' -8»r 

=sa^— l)l(x«7,«....), 

waa man auch duroh 

8 8 ' 8 

+ r • 5^ -»-•••)•'=»(«»"- 1) 7. ■».. •) 

darstelllen kann. 

JbU ist hieraus leicht za schliessen , dass 

Dureh Differenzirung der GLeicliung (a) nach x, y, z, . . . erhalt man: 
8»f &'f 8»f . ,.8f 

^ 87» y 8117 ^ * e-TT; •••=<— ^ > Fx • 



'878i*^y8?'^"eTäi'^-=^"^ 8?* 



Dia 

Wir wollen die drei Keplersehen Oesetee all riehtig annehmen: 

1) die Planeten bewegen sich in £Ilip»en, in deren ciuem Brennpunkte die 
Somo otoM; 

2> die Fläcbenräurae, welche der Fahratrahl (tod Sonne auf Planet) beschreibt, 
•ind dw Ml proportional; 
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Folgenmgea mu d«a K«pl«rteh«i < 
8) die Quad»to 4« OnlanftMlton irtiteltom iMi wfo ab Wirfcl imgnmtm 

Dftratit wollen wir mm ehife Felgefangen BieliM. 

I. Ist a die halbe grosse, b die halbe kleine Axe der Ellip»e, e.=sV 
ist, wenn man den Brenupunkt all Anfiwgspunkt wlhH (i^l. |. 4«, Hl)« 

wegen des zweiten GeseUes. Ferner ist, wen» p Oewidit im (tia Pm*» '»»' 
trachteten) PlMieton, die Seitenkr»» der MMh den likiiMil cerl^glea u— 
den KnA: 

senkrecht darauf aber y e? " T "äTy/ * 

R»» ß'r 8r8« , /'8<»^* 



so sind die m«>~ ,^ g ,^ 

..«h d« PUmtreU = | [^-^ " ' ( eT ) J ' 

* p „8r 8« 8»«\ 

s^dcedit daitnf | eT " ' 8?> 

Wegen (a) ist aber 85, I) 

(a -4- e CM «•> 0 ( öt i «• • 

Da hiernach die Seitenkraft senkrecht auf den Fahrstrahl = Null, so ut also 
diegesammte bewegende Kraft nach dem i: ahrstrahl geriohft«i. 

Q( r* ' 8t (Ä-t-eco*«;' 8t 

- = ^b»«eee>^« r» » 

e>r /^«».«^ ^'b'ecoi« /?'b'_^^ 

et' V8t/ r» r* 

(;i;i^^-b')=-*'»»'(.+.«.-)--«7i*^. 

Da also die Seiteukraft nach dem Fahrstrahl, d. h. (nach I) die gMse Krftft, 
negativ ist, so ist sie gegen die Sonne geriohtett «ad Ibudieir AmM 
Quadrate des Fahrstrnhls r amgekehri proportionftL 

III. Ist t die halbe Umlaufsseit, so ist DMIi den lirailM OimIm: 
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iM.s-.ik. ^ +r.<p+ D- ji^Jy-=a. 



d. h. MiABwakta« tw (»): ' 

b* ^ . »b« a« 

Also ist (II) die Kraft = — ^^^^i^, — = — — ■ , Wegen des dritten Qe- 

MtMt ift ^ ftr all« PlaaetMi dieMlbe Gi0tte. Dmmifteli ist in der Einlieit der 

Mmknmag (d. rsl) die wiiIumm Krall dieMlbe. Die Soane wirkl 

also auf alle Planeten gleich stark (in derselben Entfernung, und bei denn 
selben Gewichte des Planeten; die Kraft ist übrigens proportional des Gewiohtek 
nnd Biagekelirt proporttonnl dem Qnadrate der Entfenuing). 



Dleaiild«ngi^[(l-x«)^] + [n(e4-l)- j:^Jj=0 (•) 
Mj sor Intagmtien TWgelegt. wnnn n p«iilir. 

^«(l-a»)-'[-2mx.H-(l-x«>|{l. 
M «igibl liah nu (n): 

d.k 

-♦-[— 2bi(1— x>) + 4m»x»-J-n(n-|- -x»)-AM(l — X»)— »latO. 

Bestimmt man also m aus der Gleichung X' = 4 m', ni = ^iA., so ist diese 
DiSurentiaigieiehung durcb (1 — x')" tbeiibar und gibt: 

(!-»') |^,-«(^«+l)aJ| + Cn(n + l)-.2niCBnH-l)It«0. 

Für m = {A ist 

2m + l3:A-hl» n(n+l) — 2m(2m-4-l) = n(nH-]) — A.(i-M) = (n— A)(n4-A+1); 
flr 0=s— |Xx 

Sa-»- 1 CBS — 1 . n(B+ l)-2B<9a4-l) 8n<a+l) H- A(A''l)8s<s+a} (a-AH-l). 
DeamnA bat man die swei Olaiebnngen: 

(l-a0jp-a(*H-l)»|5+(»-A)(a.|.A + l)a«O. 

(W 

(1 - a ^ ip - a (- A 4- 1) » A) 0*- A-h 1) a = 0 , 
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3^0 Irt.p«l«T«;l[(I-0!^]H-C.(«+J)-|:^ 

TOft daA0n jedoch die zweite aus der ersten folgt, wenn man k IQr + X seist^ wie 
dien moM (a) xu erwarteo war. Wir werden alio Usm <Im enie luitertudiMi. 

n. Dw (b) gAM SD (I) in §. 1 14, IL Dort k% 
«, = 1, b^=0. e, = -rl, «,«0. k» = -2(A+l). •, = (n-A)(p + X+l); 
bettfliimi nuui «Ito ant 

woraus |i s n — und — (n H- X + 1 ) folgen» so ergibt lioh je ein Worik ond 



1) nff|i«n— I.: 

#ibi-f-8a,==:-2(A-}-l)(n-A) + 2(n-A)(B + i + l)=2ii(ii-A). 

(1 — u')-*(iH-x)^-* üt NnU ftr ii = ±ao, ao daM J^^^^^^^^^ 

gtal sieh ergäbe, wae aber ni Torwerlen i«t, indem = 1 innerhalb der Into* 

grationq^riues Hegt. 

2) für n = — {a-t l-hl): 
Hbi+2«, = 2a-l-l) (n-4-A-f- l)-h2(n — A)(n-i-A-i-l) «a(n4-l)<aH-A-M>s 

«8^1 if— +1* M— g — u»)"eu _ Wn«°^'yPy 

wolohes Integral, wenn n + A+ 1 > 0, nur fQr jl^>> 1 suUeaig ist. 

Der sweiten (b) genügt eben so : / ^, .v. mit der Bedingung, dass 

J e («4-«M»>^*+« 

bei n — A-H 1 > 0 auch x' > 1 sej. 

IIL Die Torhin ab unsnläMig erkannte Form wei«t nna daianf hin 121, 2) 
sn aetien: 

Fahrt man di«M in (b) ein, ao ergibt aieh in der bekannten Weiae: 

A4 = 9 . . . . s Aar^-i = . > . . ~ 0; 

^ ^ 2.4...(2rH-S)(2n-l)(2n-3)...(2n-2r-I)^* 

lat alao a — X eine poaitire ganse Zahl, ao briohi die Beihe ab, d. h. ist end- 
lich; im andern Falle mflaate z'>l a«jn, damit die Beihe koaTeffeat aey 

(5. 60, IV). 

Für die aweite Qleiohnng (b) wOrde aioh eben ao ergeben: 

a = B, x»+* H- B, xH-A-i ^ .a-t-A-* 4. 

B. = (- J)-« (n-f-A)^4-A-l )... (n4-X-2r- l) 

' 2.4....(2r<f>2)(2n— l>(2n — 8>..(ga— 2t— 1) ** 
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«•Idie Bdli« enilidi iat, weua n+i. eiae pMitive ganze Zahl; im andera Falle 
urilMte wieder > 1 Mjm. 

IV. Da (§.54): 

1 1 n4-A-f- l co$q> (nH-j -t- l Wn4-Ä-H2) eo*'v_ 

(x-l-co«»))»+A+i~xn-|-A+i 1 xn+A+i"^ 1.2 * 

ferner (§.42, YU; §.34) 



X 



•^"^ 2^2ir+8) 2.4(211 + 3) (2i> + ft) T«"^; 7» 

Dwnuis ergibt sich nan laiabi, daw än Gleiebnng (a) duroh folgende Tier Funuii 
genftgt wefdeii kann: 



1) d-,»)**,— + 




\ *r 2.4..(2r-+-:i; (2n- lH2ii-3)..(2n-2r->l)* 

2) <i-x«)-iv+iri+",4 



Bt^«.(- lY-* (n4-A)(n + A-I>..(n->-A-2r-l) , 

-•M* ^ */ 2,4 .(2r-f-2) (2n — 1) (2n — 3).. (2n-2r— 1)* 

8) (l- ^ [1 + ^, + ^ . . .] . 

fa-l-A-H)(oH-A-H2).>(B«f-A4-2rH-2) 
^'**~2.4..(8r-l-^(2BH-S) (2n + 5). . (2n-(-2r-f>8)^ 

4} (l-x»)-i^x-(»-A+i)[H-^,-|-^ + ....], 

<D-)l-H)(n-A4-2)..(n-A4-2r + 2) 
a.4,.^rH-2)(2n-l-3)(2o-t-6) .(2n + 2r-H8)* ^' 



Von dieeen Reihen eind endlich: die ente wenn n — Aefaie positire ganie 

Zahl, die zvreite wenn n4-A eine positive gattae Zahl, die driHe fOr politire n nnd 
k niemalsi die rierle Ar n— A eine negatire ganxe Zahl. 

Ist Übrigens n negatir (X immer poeitir), eo wird die dritte für n + A eine ne- 
gative ganze Zahl endlich seyn, die vierte wenn n — X eine solche Zahl , wälirend 
diezweite fordert, dass n H- A, eine positive ganze Zahl. In allen andern Fällen 
muM 1 seyn, wenn die Reihen »ollen buuützt werden können. (§. 60, IV). 

y. Sind n und A positive gan ze Zahlen, so werden in (c) für n — A > 0 
die erste und zweite, für n — A <^ 0 aber die zweite ond rierte Formel aagewendet 
werden und man wird endliche Keihcn erhalten. 
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Für n~-A=:0 gibt die (b) z gleich einer KontantM, m dftM dua dn(^ 

durch (1 — x»;l * und (1— x'>" i ^ genügt wird. 

Mm hat aito, w«im n und A pMitir gMis: 

y«M(I-.«)|A,.-A[i^^,-H^4....]^N(l-x')~*^x-+ni+p-»-^+...]. 
n--A>0; * * 

i > M md N wUlkilrli«he Kontteoten. 



VI. Sind n und k nicht ganze Zahlen, so vorlangen die unendlichen Reihen in 
(c), dftM 1. Man iLana aber auch das Integral von (b) nich sieigendon Po> 
toasM Too X «ntwialMln. Satel bmi BlnlMh 



to ergibt «oh m (m — ]) = o , aUo m = 0 oder = 1. 
Ffir m = 0 findet man: 



flir m = l «rhilt 

A~I)(b+Ah-2) _ ^— A-.t*->|) (a + A -t- 2 r -4- 2) ^ 

«.8 (2tH-2)(9f-hS) 

,Duus fejgt, dAM mu der («) Mob dordi felgmd» tmt FomM genügt: 

f. (n-A-2r) (D4.A-t-2rH- 1 )^ 

FW » (n~A— 2r— 1) (n4- A-»-2r-4-2) ^ 

(27:^2) (2 r-h 3) » 

(Sr4-l><9r4>2) 

H _ (n-hA-2r-l)(n-AH-2r4-2) „ 

0Bt+9<2f+a) 



Von diaMn BtOim ist dw ml« «adlieh. wraa a^A oia* gmde poiittv» (aa. 
tflrlich ganze) Zahl iit^ oder wenn n -4- A ungoiad nfßHkfi snaHt vaaa a— 1 
vagoiad positir odar a H- A gaiad aegatirs dia diiMa wem a+A gmd leiitlr, ate 
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Besonderer F&ll da l—Q. 



393 



B — X vngtnA s«ga4hr; dl« rierto «ran n-f-A «agvnd potMT, oier n — ftmd 
atftlir. — in diMen Fillen ftbar «rhilt mui di« in IV MhoB gefebmen Focnen. 

Sind din Unr nagtftkrten Bdhon n—ndlkih, so ni«M x'< 1 Mgrn. 

YU. Für A = 0 hat man 

£[(i~««)|l]H-«Oi-i)y«o, a.ii.(i-««)g^-a»g^+«(«+i)y«o. (aO 

Jetzt fallen in IV und VI je zwei Reihen zusammen. Bezeichnen wieder AfT»>>' 
die oben gegebenen KoefBzienten, in denen nur A = 0 zu setzen ist, and M, N will» 
kflrliche Konstanten, so ergibt rieb fttr ein positires ganzes n: 

wenn in dem xweiten (mit N multiplisiiten) Thmle x' > 1 ; 

wenn d eine ungerade Zahl und im* zweiten Theile (f&r n gerade fÄllt der 

zweite Theü mit dem ersten zusammen); 

y«lli»[l+^, + ^+...]+Hn[l-4-F,»»+F4»«+...]» (4») 

wenn n eine gerade Zahl und ün nweiften Theii x' ^ 1 (für n nngende würden 
beide Tbeüe susanuaen fallen). 

Man siebt, dass der erste Theil, der eine ganze Funktion ron x ist, in allen 
drei Formeln gemeinschaftlich bleibt, wAhread der aweifce immer onter der Form 

einer unendlichen Reihe erscheint. * 

VIII. Die hier rorkommenden Funktionen spielen eine besondere Rolle in 
rielen Anwendungen (Vergl. Laplacc: Mecanique Celeste, Livre III, Chap. II; 
Lamö: Lefonssur les Fonctioos invrrseä des Transoendantes et lesSurfaoes isothermes, 
Le^on XV, u. s. w.) Bezeichnet mau 

(I— xO** (»•-AH-A, n^l-« H- . . . .] dn«b y«, 

md eben so 
d.b. 



* Masi also y sine ganze Funktion sajn, so hak man N = 0 zu setzen. (Siebe auch 
. nnlsre.m). 
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£ [d - 1 (y- ^ - y n ^g^) J = [» ^ + 1) — {« + 1)1 y. > . 

a^')(y- - T- ^) =[»(«-Hl)-«(yn-DJ yi. y8«+C 

8 y 8 t 

DftBiiiiftr z*=sl dwOfUMey.-^— y„-g^ aidii imcndlieli wiid,* to ««Iii 



Jj\ y»8»c=0, (e) 

wo n vad m Tmehieden Mjn mAisen. 

X. Mu flndet dortli uunittellMMre Re^wifb dMt 7.^1 = z j. — kya>t> wran 
k = , so dMS also 



> a 8 1 er / jj y« yb+l 8 X — 4Vi_ri / J[— » • » • 

/^i /•-»■I n»— Z*-^* 

jr-^.y.-.8,=y xy.„-,8x- ^^y_y.V8x. 

d. h. wegen (f): 

y„^.,»8»= / «y» y»+i8»f 0= / «y» y»-t8«— / yn-i*8». 

Die Ifizt-e Gleichung li^brt» 4a (I) ffir alle n riohtiig ist, also anoli woda man 

II 1 für n setzt: 

▼wnittelti wddier FonMl ^^J^Jw^ ^> b«reelui«n; Uist. 

nie n— A segatir teyn datf, «o aibilt mao ans (g): 

a+i^*— i* z*-^' 01+ 2)*— z*^' 



also 



♦ Df« Orilsse yr 1^ h*t jedsofUls den Paktor (l-x>)i ^ (l-x*)5*-^ = (l— *. der 

0 X 

für X* = 1 nur anendlich wflrde, wenn A = 0 ; allein fUr iL = 0 ist in y* der Faktor I — x' 

Biehtnelir. da daoa Hees ybs=s*-(> A,x*-*H-A«x*-4-(- Deaaaeb wiid. mAs» Af 

AsO die geaaaate Ortsie aielit aaaadHch. (Für AssO «Im i«Mt Fkkftvr e^nlUdi 
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. jJr " i4ii»-iji4(B-i>'-ij....i*(i+i>*-jjy Jl^ • 

und 
so dao 

y-r ^ I4ii>-l]14(n~l)»-ll {4U-hl)»-l] 8.6...<1A+1)* ^ 

2 4 2 A 

wobei übrigen» n — A > 0 sevn mu«», uad für n = A der Werth = 2 « , iä« . t\ 

9 • O • • . (9S A^l) 



Die Fläche zu bereduMB, welche ron den FahntraUea gebildet wird, die ron 
einem festen Punkte aus aof SkUe Piiakt« einer gegebenen doppelt gekrttmmtea 

iSiMr\e gezogen werden. 

I. Sey der feste Punkt Koordinatenanfhng; x, y, a die KaordiBaten einea 
Korreapnakta. Alsdann siad T^~-X, Z = y^<^ CHetebnngen des auf ihn ga- 

zogenea Fabrstrahb, nad wenn man swlsshen diesen awat Oleicbangen und denen 
der Kurf« die Grossen x, y, s eliminirt, so erbAlt man die Gleiehiiag der fragliehen 

krummen Fläche. 

Fahrt man in diese Gleichung die Polarkoordinaten (§. 80, II) r. <f>, ein , so 
wird in derselben r gar nicht vorkommen. Denn wäre sie f (r, «p, = 0 , so würde 
zu bestimmten qr , nur ein (oder eine beschnlnkte Anstahl von) r gehören; diess 
ist aber nicht der Fall, da ^u bestimmtem (f) uud i^j unendlich viele r gehören werden. 
Diese GleielinDg ist also bloss eine Gleichung xwisohen ip and 

II. Man kann sie finden, wenn man in den beiden Gleichungen der 
Karre z=sr 00« 9 00« V> 7 = ratA9eo« i^, x = r«snfp setst, und r eli- 
minirt. üs ist diess sehon daraus klar, dass bei bestinnnteai 9 und ip unter den 
unaodliok Tielen sugehörigen r der Fläche, eines das r der Kurve ist. Man kann 
jedoeh auch unmittelbar die Richtigkeit nachweisen. Sej F (X» Y,Z)s=0 dioGlei- 
ekung der fläche, erhalten durch ^Unuoatioo ron x, y, z aus 

Y=^X,Z = ^X, f(i,y,s) = 0, 4{a.y,»)=sO. 

ron welchen Gleichungen die zwei letaten die der Karra sind. Hau setze nun 

MiatQt a, ß n aliminiren awisohea 

^9 = toa, — = , f {(f cot a cot ß , Qnnaeo/jl, Qttnfi)=Ot 
cot 9 90fa 

woraus auiAidist kerrorgaht, dass r nioht in der Eadgleiokuug Taxkoaunt. - 
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Aui tgq>=itga folgt entweder 9) = a oder (p—a-^-ff, da (JD und o zwi'seben 
0 ojid 2 71 liegen. Für 9 = a i«t co«<)>=:0a«a, alao <^i;; = ^/3, = da ^ und 

= — fir^« DoBaaah 

Dtdvdi wafta iwdi ktetoa dtr oMfan OleMnigu: 

t(900§999i^, fiimpm^t 9Aiit^)=0, ft(f «•»^«••^, ffAiv«it^, fffe^)»0« 

— (j iin z=. 0 , 

swisohen denen g lu eliminirea Ut. Da im zweiten Sjttem bloM — ^ an die Stell« 
TOD d getreten ist, m gtlMab«d«fl|fiftMMdieeelbe£ndgl0tobuagiuid«iieli diMelbe^ 

fMHil, vod t «Iwinirt bitte. 

m. I)i«G]Mnag(b)b§.80,n wMjetrtnraklMgwwwM 
ift die lUfltagtoiabwf r akiit «nlkatl. Wir WMta dMMb die 



•0 mnxalbrineo haben, dass wir etwa r und <p all ne«e «aabb&ngig Vertsdefiiaba 
«uebea, webei irir an §. 168^ II erinneni. Ei exgibt ikih naeb §. 79: 



~yy VUä7ii~i^87j ^ls^^^«7^n8^J ^i^n«;~8jä7^ J®*® 

(v«|l.|.M.I). Aber 

6x . 81^ 87 8^ 

9t «I O41 99 

. _ . 8y» 8y . . . 8ij» 

e^ 0^ VI ot 

9e 81^ 81 8^ 

8x8y 8x8y . . 8^ 8^\ 

87 8^ - 8^ 87 '''•^ ö7 = (.•^♦-'•^♦nj • 

8r8x8z8i ^ ' .8* 

ft ft o . -=repfyr— -Hr**i»i*»t ••••t^^t 

8187 8i8y . ^ 8* . . 

e78^-8;87="****~»'**»'"'**'»8i"*'' ♦sT- 
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B«M€luraDg «iM« ktHlBBtoB latagnb. 3.97 

//'V-'^H*^)'— -'(il)" . 

vtkhM mm di« »llf «mtin« Form«! Ar diM« Wüm ist» 

lY. In d«r betondern Aafgabe die wir im Auge haben ki ^ nn^hhängig ron r, 

alM ^ = 0, ud die allgemeine Fonnel wird 

Wni MW Bin dH HldMMMflk hnbea dttdwIWinmU biMhtkb, iadMi erM 
■it Mban Xadpukto nnf der dopp»U gekitanteii Karr» bew^gto, io eind die 

Grinsen Ton r : 0 und (>. wo ^ der Werth des FahntnUs der Karre (ttr dasselbe 
9» und \lf ist. die der Fläche aafebOmi. Sind nUo f^, die i MWtH e n Wectbe 
Ton 9. M ist da« FUefaenitttck: 

Dnbei ist jedoeii SB beneblen, dnit die Fonnel vomaiMtal (f. 80), diM wenn dnt 
n berechnende FUehentWek anf die Ebene der xj (in der 9 gnsttlt wil4) pf^ji* 
dri wird, kein Stflck der Projektion anf ein änderet Adlon dnr( und wenn nmn die 
Projektion durchläuft, <p fortwälirend wAobefc. 

Was 9» und V betrifft, so bilde maa au den iwoi Gleiehanfon der Knnro in 
PolarkoofÄnnton (II) die Gleichungen 

•o gibl die «nio 9. die iwoilt 



Bofoiehnei man daeselbe dnrdi ao iet 

Seinen wir m=«Mia, «o ist 

r 

1 



±1? 



i-«>o*4r'««te*9' 
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398 Berecbnang eines bestimmten Integrals. 

Wim man mm der Formel 

r?-=«^* — ■—•-»-»— t^^Ar- 

■ofinri findet. Daraus folgt 

e<l>. 2 coK'-'g / (2n -3) (2n - 5) . . . 1 ^ 

8in e'-rin'-a V ^ (2 n — 2t (2n — 4) . . 2 2 



« 1.3. (2n — 3) 1 3..(2n — 5) e*— ^ «f- 

■*"2.4..(2b— 6) t^a ^ t^*-*») 

nc<t$a 



I I 

> . » , ; 



. e,«=I-a» 



V2.4..C2a-2)' ym'a*' OTgs^I^S ^ 

Die Konstante bestimmt sich durch die Bemerkung dass ^ Null ist lür »=0, 
d. h. a = 0. Die hier vorkommenden Integrale küuueu alle bestimmt werden. 

Soui 
Ar 11 = 0: 

8#__j 2 .^-1 i 

am Jq co$'a-^a^tin-if> »in a cos^aj o L 9' tff' a rin' p <^'*<< y 1 e* f^'ä 

1 

««« Vi— et»#»n'o ' 

* 

Für n == 1 : 

Dlgitized by Google 



Bttdvng einer DeterminMite, 



399 



e' V. sma ^ J yi— e^*«Mi'a co4*atga J 

e* V «na y ' ^ -Fr-» wt'alS^« y 

Für a = 0 ist <''>*''Vl~*^W«— 1 _ ^ ^2, i) also endUch 



IT 



0 yr^'#^ VI— «in a V 1 — e» 

« 

Elemente der Theorie der Determioanten mit hieher gehörenden Anwendungen. 

T. Hat maa das Sjatem tob a Gleieliimgen de« ersten Qxadea mit n Unbe- 

luuuiten: 

• / K^l 

* * I 

■•»I ti •♦-a«» j + a«i»j lg -f- . . .a«,» *i = | 

wo abo a., . dm s** KoeflUieoton in der Oletehong besaiahnai. und Ifttt diaeat 

System anC ao haben die Werthe ron x, , — , x„ alle denselben Nenner, welcher 
die Determinante des Systems der Koeffizienten in (1) genannt wird. Dieselbe 
wird nach folgender Regel gebildet: „Man bilde aus den Elfiuenton 1, 2,.., n alle 
möglichen Versetzungen ohne Wiodcrholungen, und bctnicliti? jede Gruppe als erste 
Zeiger an die a» denen m^n daan als zweite Zeiger der Ordnung nach 1, 2, . . n 
zuschreibt. Diese Koeffisientett geben eines der 1 . 2 . 8 . . . n Prodvkfte» ans denen 
die Detacminaate bestdit, und es hat dasselbe das Vaneiohen -H eder je naoh- 
dam in der Gruppe eine gwrade oder ni^fende Ansahl hAheiar £lenianto tot 
BMderem steht." 

8o Ifir 4 Gleichungen hAtte man die Versetzungen ron 1 , 2, 3, 4 ru bilden, 

welche sind: 1234, 1243, 1324, 1312, 1423, 1432, 2134, 2143. 2314.2341,2413, 
2431, 3124. ai42. 3214, 3241, 3412. 3421, 4123, 4132, 4213. 4231. 4312. 3421. 

Nach der angegebenen Regel haben das + Zeichen die 1.. 4., 5., S», 9*, 12*» 
13., 16., 17., 20., 21., 24.* Gruppe. Desshalb ist die Deteiminante: 



* So 7 B die Omppe 2431 , weil 2 ror 1 , 4 Tor 3 . 4 vor 1 , 3 Tor I steht. — Der 
Beweis, daas die so gebildete Deteiminaate iriikttch dar Neoner der aas (1) getogtaen 
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GMtts 4m VanMiakw «ad dtiiii WaehiaL 



*l '1 *4'4 — *l't *»'» *t'l *!'« *t»i '^l'» *»'» *t/l *I'J *i'3 *I/t~*~ '« **'! *!/> 

•l'l *4"l *l'4 ■4'4~*~*I'l *1'J *4'J *J'4 '^»'l ^'J ^l'J *4f4 >^t<l I *4 I •» 

*•»» *S»1 "^*J't ■4'1 *3'1 *t'4 '^~*J'l *1'> ^«'1 *J l *t '1 *4'1 *»a *J'l *l't *1 •» ^»'»"*" 

■sfi^S/«*!.) "i« "^■iM ^4,, a,,, a,,4 — a,„ a«,, a,„ a,,, — B.^,^ a,,, a„, a,,,-«-»,,! ifs^si *i't+ 

*4»1 ^l'» *«'4 *4«l *|/| *»'! *t/4 *4/l *»/| *i>» *»»4 "+**4'l *»»» *l«a *1»4* 

Mu piifi ftUgeaMB di« DctorBioftate <Im Sjrttenit (1) durch 

•••l<n 

(2) 

Än, j» j. an, ], • . . Än, n 

ZU bezeichnen, welchen Ausdruck, wir aucii huuhg durch Ab bezeichnen werden, am 
m Dnok lud S^fUI aas kflncr fiwMn xu kdttneB. ZuwUm bMeieliBet mn A« 
Mdi duroh X(±atM. %'!•••*■.■)• kam hi«r oiebl «atere Au^abe leja, di» 
guue Theorie dieter Gattung von GrOsaoi darzustellen , Ticlmehr wollen wir nur 
einige Anwendungen davon auf den Gegenstand dieses Werkes machen und zu dem 
Ende nur diejenigen SaUe aus der Theoiie ttaok««ii«B, die uns gerade jioth- 
vendig sind. 

II. Zwei (jrupjjrn der Determinante, die nur dadurch verschieden sind, dass zwei 
erste Zeiger ihre Plätze getauzcht haben, sonst Alles gleich iat. haben verschiedenes 
Zeichen. So haben oben die Gruppen a),^ a^,2 aj,, a^^^ und ol^h a^,]^ a,,4 
Tevkdhiedenes Zeidien (4- und ). 

Um diese Behauptung zu beweisen wollen wir zwei Gruppen: 



. n 



am, j am j . • • , a,, ^ . . i a», • • • ar, ■ 

betrachten, in denen ausser der Vertauscbting von r gegen s Alles gleich ist. Da 
es hier auf die zweiten Zeiger nicht ankommt . so wollen wir diese Gruppen so dar- 
stellen : 

(a)...i..t..n in...! <aO»...r..i..ii'..v..iir..., 

wo wir dank I, II, m und «beB So durek 1\ U\ UV die xwiicken Hegenden Xle- 
mentf beMiehnen. I «od I' haben gans dieselben Elemente tt. i. w. ; ngleieh sej 
ctwas>r. Wfar wollen feiner sagin, ein höheres Element Tor einen niederem 

gebe eine Versetzung, und es geben nun in (a) und (a'), wenn man r, und s sich 
wegdenkt, alle Klemento a Vorsetzungen; ferner gebe in (a) I gegen r:^, gegen 
s : ß', II gegen s : y , r gegen II : ^, r gegen III : 6', s gegen III : f Vorsetzungen; 
alsdann gibt in (a') auch V gegen r:^, i' gegen s:ß', s gegen III':e, r gegen 
ni' : ^ Yoiaetzungcn. Sind weiter in II, also aneh II', im Oaoaen • SIenieBte, «e 
•ind daron 8 kleiner alt r md f grosser als •, das« e— ^ grOeter ala r, 7 
kleiner als f sind. In (aO wird somit s g^en n geben e — y, U* gegen r 
e — d Vorsetzungen: endlich gibt s gegen r in (aO aook eil 
nun foigti dass die Anxahl aller Vorsetsuagea bi 



Wertbe der Unbekannten ist, findet sieh noter V. für jtlrt 
keaasa, aaeh der eiae Dstsrmtnsma au bUdsaist. 
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Id (a) : a /? /J' 4-y -h« -+- 5' + * = k , 

io (aO: a-{-ß-hß'-+-b'-he-he — y-he — ^-h l=k + 2(e — >» — *)-+- 1, 

80 da»8 die Diffprenz beider ungerade ist. Ist also in der einen Gruppe die Anzahl 
. der YorMisangen gerade, so ist sie in der andern ungerade, und umgekehrt. Damit 
{■i maaen Behaoptung htnrimtn. 

Daraus folgt dann auch , dass es in eben so viele Gruppen mit dem + Zei* 
ahn, alt mit den ent^egcngcsetzton geben mvM. 

III. Da man die VerietxuBgen der Elemente 1, 2, ...» n aus der Gruppe 12 . . n 
• dBAader dadwdk bilden kann» dM« man «Uenal nur awei Slenente gegen- 
■eitv «MMlit, dadnreh aber jedetmal das Zeiebea , der Regel genlee, geiaderl 

wird, so kann man auch sagatt, «■ liaba eine Gruppe das + oder — Zeiehen, je 
nachdem die Anordnung der ersten Zeiger aus 12 . . n durch eine gerade oder unge- 
rade Anzahl gegeaaeitiger YertamohuBgea je sweier Sleaeiite fcerrMgelMraobt 

werden kann. • 

Daraus aber üisst sich weiter beweisen, dass dieselbe Determinante heraus- 
kommen musH, wenn man die xweiiea Zeiger permutirt und die ersten in der Ord- 
nung 1 , 2 , . . , n zusetzt. 

Denn gesetzt auf die in Nr. I beschriebene Weise entstehe Ab, auf die ange- 
gebene aber A'.. In jeder Gruppe ron A« tausche man. in jedem Element bloss die 
iwai Ze^ir, ao wird je eine Gropp« enfteftaheo, die meb in A'. roikonimt, nnd dort 
daMelbe Zeiolien bat» wie die beMbnde Oruppo in Am (gleieb aiad sie freilieb niebt). 
DmSä eine so durchgeführte VerlaoMliai^ verwandelt sich also A« in^ «. Deidben 
wir uns nun eine bestimmte Gruppe ron A„, die wir mit k bezeichnen wollen, so ist 
dieselbe nach den zweiten Zeigern geordnet, während die ersten in einer Zusammen- 
setzung sind , die durch m Vertauschungen je zweier Zeiger aus 1 23 . . n entstan- 
den sejrn soll. Vertauschen wir nun tUe Slemento in k, die durch ihre ersten 
Zeiger ebanktefiiirt lejn soUea, in deraelbon Ordnung, nnr vQclEwirte gebend, wie 
die Anordnnng der onteo Zotiger ans 12 . . n ontelanden iat, so werden dfeee Elemente 
•chliesslich nach den ersten Zeigern geordnet erscheinen , während die zweiten in 
ouier Anordaong ttadi die ms 12. «n dnreb m Vertauaebniifni entstanden ist.** 



* Jede beliebige Complezion der Elemente 1,2,..., n moss notbv endig dorcb auf 
einander folgende Yerlaudm^ien vea nnr iwel Elemiulen berveifitoaefat «ertoi Unaea. 

8o aae 12345 die Complexion 41325. Um 4 an die ante Stelle zu bringen , schreibe man 
etwa nach einander: 12436, 14235, 41235; um Jetzt 3 an die dritte Stelle zu bringen: 41325 
nnd man ist fertig. £• gehörten also 4 Yertaaschnngen sa ; desshalb haben 12316 nnd 41325 

«• 8e bann «MlSaat 12Mb oaMdManaeb dem ScbenaslSMB, 12486p SMSLSMIS. 
Alte aae der OfoppeatPi a,,« a«,« ai,« aa,t« bi A.teikeamt, bUie maanaeb einander: 

»s' 1 Jii. I J^i' 3 »j's »1' t • i ^: 1 a>' » i . a,, 4 Sj, j aj, 84, 3 Sj.i . so enthalt 
diese genaa dieselben Elemente, wie erstero; sie kommt aber in A'n vor, da sie nach den 
ersten Elementen geordnet ist. In Ab hat die Gruppe a^^ ^«a *«'a <K'« H's ^ 
— Zeiebea. da man diel Tertaasebm^ea vembrnmi maeile, am ven 12345 anf 62418 m 
galaagen; in A', hat die Gruppe a^,« a,,, a,., a,. , a^, 1 ebenfalls das — Z. ichen. da man, 
am von 12345 auf 42681 la gela^in, ja ebeofiUe drei Veiiauscboagen Tomahm: 12364, 
42351,42631. 

Dl9tfx, mi)wea«i«l.m. UtSfnl-IUalwuf. n. a.Aaf, 26 
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Diese Gruppe gehört aber zu ä'„, da sie ja nach den ersten Zeig^em geordnet ist, 
und in A'o hat sie dasselbe Zeichen wie k , indem dasselbe sieb nur nach m richtet. 
An und A'u haben also dieselben Gruppen (wenn auch ändert» geordnet) mit den- 
selben Zeichen, und sind folglich einander gleich. 

Wie schon bemerkt, entsteht A'„ aus A» auch, indem mau a,, , gegen 
tamebt, wo r und i gUieh i . 2, . . . , n seya kDnimi, so dan nbo 



*B, 1» *», 3» • • • » *ll,B 



H.1 



a 



17. la Jad*r Gruppe Tan A. komfc der Mate Zeiger r (— 1 . 2 , . . . . n) nur 

einmal, eben so der zweite Zeiger s (=1, n) auch nur einmal vor. Betrachtet 

man also diejenigen Gruppen, die das Element a,, . enthalten , so kommt in ihnen 
weder ^, noch a^^^ vor, wo ^ = 1, 2 , . . . , n. Durauü folgt leicht, dass alle diese 

8 Ab 

Grappcna raMBiinen = af»B?~ — und. lA$$i man hier r=: 1, 2»..., n lejn» se er- 

hAU laan alle Gtupppen in A«, da jede den sweitea Zeiger a eimaal enthalleifr nran. 
Daraiu folgt : 



8 An 8 Aa 

Wegen eiglbl lidi daiui aefort: 



8A, 



Ae«*^i 



8A. 



Femer ist, wenn s und r verschieden sind: 



8A. 



8Ai 



8A, 
8 a. 



»r.t 



8 Ab 



8An ^ 



(4) 



Denn es stellt diese (irössc den Werth von An vor, den man erhält, wenn man über- 
all an die 6tellu des ersten Zeigers s den Zeiger r setzt. * Da aber je zwei Gruppen, 
in denen nur r und a'Tertaiiielit «ind, Teiaebicdenei Zefcihen haben (Nr. II) nnd jetet 
gleidi werden, te ist der darnns folgende Werth ron Am Noll, Ana (3) folgt dann: 



* DieOrOuaai^ 




•(•Ul die Qemaiatbiit all« anppen Ter» fai denn "Hrhaipt 

8A. 



SA. 



8 a... 



itofatditMeElmMtnkbl. Darauf folgt» da« la ar. » 



^ das BenMnt ai^ m nicht mehr Torkoauat, riehaehr ar.« an teine Stell» gatnian ht. 

Demnach ist die GrSsse erster Seite in (5) ans A» dadurch gebildet , dats man überall an die 
Stelle des entteo Elemeutes s das Element r eintmg. Die slmmtlichen Yersetranpen der 
•raten Elemente kann man aber in zwei Gruppen abthwlen so, dass Jeder Yenetznng der einen 
Oteppe efaie der aveltea tngdiSrt, die bloee dadaidi von ftr Taiaddedan k/k, daat r nad s ge- 
tauscht waiden. Solehen entsprechen (II) Tenebiedeae Zeichen. Da aMM Äer Jetatidwfov 



ersetit, so 
NuU ist. 



■ie Mttit gMab, babca aber 



Xelibta, le da« Ibra 
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aA. 



8A. 



(50 



8 Am dAa 
Y, lfm Msltiplisire die ente OleidiaBff (1) oiü r , die «weite mit r ^ , . 

^Am 

. . , die mü und addiie, inden nun die Gleicbungen (4) und (5') beacditet» 
•0 irt: 



. 8Ab 8Ab 8 An 

Ab . Za = e, r he, 2^^; h .... 4- C, 



8h..' 



wtfMwteMxc folgt. (a=rl, 2, . . .» n). Wm die GrOne sweiter Seite anbe- 
langt, so entsteht sie nat Aa> 'weDannn fllr ni»«» at,tt Si^* tetitci, e^,^.,ea* 
Sie i«t also gleieh: 



H,«— it ^ »»,•+1« 



VL QetetitnM habe die nfiMie lategna 



das wir als ein bostininites ansehen wollen und worin P eine Funktion von Xj , , . ., 
Xa ist, und L'S solle dasselbe uingcfornit werden, indem statt x, , Xn die Grös- 
sen S|, . . za eingeführt werden, die mit jenen snianunenliABgen dufoh die Glei» 
ebuogen 

Denken wir uns nun (§. 7i^) es werde Xn durch z», dann x«-i durch Za_i, . . . 
eraetst, se bat man genlaa %, 79 mersi zu bettfanaen ans: 



8»,„^8z e»^,e», »y,-i8«— i 8»,-t 

öij 8»,''' 8«, Ö«,"^'"'^8«^j 8«. 8». • 
8t, f>,8«, 8«), et„_, 



8«a M 

Folgt hieraus jj t so ist nach Nr. V: 



(10) 



26* 
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8».- 


89». 


81 • 

n 


~~8f/ 
1 


~'8£,' 
2 


^ a — 1 






Q 


0 

8».-i 


a.,. 


• 


^ 1 


• 






• 

8vj 








8 E|* 





N 



0.- 



WM'diete xwi GrOtsui ftobelaagt, so iat toieht mu fhuk du« : * 







8^« 




" fl « • • 


A V 


8». 1 
»—1 


— 1 


■ — 1 




a*s 

• • 


8x._, 




• 

8*>, 




er; - 


81,* " 






lu«: * 





89. 




8Vn 


87^' 


än; 










• 


8»f 

• • 




• 


• • 

8l»i 


8vj 


82/ 

1 k 


ä;; 





Ut Duomehr x« ersetzt , so bestimmt man — aus: 



8«>«-, 


-1 


81^.-1 


8r, • 










8^n-2 


• 


• 


• 


• 




• 

8»>i 






8««~i 










• 
• 





00) 



* wir uStsM Uw aoeh EinigM la B«iBf aof dl« TMorto «lasdMlIaB. — Au to ia I 

angegebenen Bildongiveise der Determinante (2) gebt herror, dass jedes einzelne der Pro- 
dukte, aus denen sie besteht , aus jr der der in (2) rorkoinmcndeu Ilorizontal- und Vertikal- 
reiben je ein Element enthalten muss, au£ keiner dieser Keihen aber zwei entbAlt (IV). Die 
DaCerailaaato M «ntiillk ia leder Horiso&Calwih» a — 1 aegaÜT« Glieder; sie eathllt also 
aethwendig in jedem Produkte n — 1 golcber Glieder. Setzt man alte alle Btneott PMMt» 
10 ist die Determinante eigentlich mit (— l)"-* multiplizirt worden. 

Vertausclit man in einer Determinaiitp (2l irpt nrl 7wt^; Vlarizontalrcihcn mit einander, so 
wechselt die Determinante bloss das Zeichen. Diese Vertauscbung kommt auf ein Tausckea 
der «nloa Zeiger r and a tarttek, 10 dan atatk dor Ofdanng 12..r..«..a Jem die 
12...t*..r..,B ^It» vo du erste mal r aiedenridi », du aadne nal • niederer als r ge- 
rechnet wird. Bildet man aus 12. . r. . s . .n alle möglichen Versetzungen und dann die De- 
terminante An nach I; bildet sodann nacli dorRelben Weise die Versetznngen Ton 12..t..r..n 
und ebenfalLi daraus die Determinante A'. nach I, so werden die Grappen, die in A'« ToikomiBen« 
•IIa aaeh ia A« eathaltea uja, deit aber du eotgegeageaelile Zdchea bakea (D). IndM 
a.a die iaA'. TMkoBnMBdeGrafH«ii,i>*S.9^*Hli"Va Zoichea ka» «ia 

a^ 4 . . a, p . . . . a, , la A,, abe Tetioblodaaee "dt V » . . ^ . . a«, • • a ^ «• ~ 
Nach (8) eigibk sieh udeaa , dast ein Tewdwa sveier YertikilfeilMB dieulba Wiricaag hat. 

Verschwinden in der ersten Ilorizontalreihe alle Glieder bis auf das erste, das I seyn soll, 
so kann man diese Reibe gana v^lassea. Diess ergibt sich aus (4^ fOr s = 1 ; dann iss 



a«,, «1, at*|S:at,, = ..ssa(,iisO, alu Aa = 



8»».» 



tit m trw Gidna ist aber dia 



Determinante, gebildet ans denselben Reihen mit Aossehlass der entea HoiiaoBtal- und 

Vertikalreihe. Nach (3) wird also auch, wenn in der ersten Vertikalreihe das erste CffioA 1^ 
aUe andern Noll sind, die erste Horisontal- und die erste Vertikalreihe wegfallen. 
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0«Trrffr-^+ + 



ro]cl]iMniis|^=|;\ M i«i M'=:(— 1)»-^N, wihnndN'MsN folgt, 
wenn man dort statt n euuetzt n — 1 , d. b. lUüien atulflschi. Dass dassolbe 
G«aeti lörMhiend stettfadet, igt l«iolii zu Ubenelicii, und wenn ^ = — w» 

8 f>, 8 V, 

89)1 8 9>| 89>t89| 



M M<-"=-n'-*>. trtbnd H<*-«= 



8jti' 8i, 
ßjPi 8^1 

eil* »it 



(a— t) 

dwn to irt M^"-'^=N<-«. und »da^dawUiew- 

wo M durch (10) gegeben ist. (Vergl. noch 2LV.) 

VIL Pie Grösse r wird nach Nr. lY keines der Elemente der s**" Vertikal- und 

«»Vs 

der r** Horisontelreihe ron (2) ent&alten. In all den Gruppen ron A|, in denen 
ar,t ToriLommt, nimmt diese Grosse die s** Stelle ein, and nur diese Ghrnppen kom- 

men, mit Weglassung von a^^^, in r Tor. In all den Gruppen nun, die letztere 

»» • 

Grosse bilden, sind die ersten Zeiger 1,2,..., r — 1 , r-f- 1 , . . . , n in allen mOgU- 
eben Weisen rersotzt, und daneben sind der Ordming- nach als zweite Zeiger ge- 
schrieben 1 , 2 , . . . , s— 1 , 8 1 , . . . , n. Würde man also in (2) die 8** Vertikal- 
und die r** Horizontalreihe weglassen und dann die Determinante bilden, so scheint 
8 Ab 

es, erhielte man 5— — . In allen Fällen erhAlt man dadurch die in letzterer GrOese 
e ar. • 

TOikemmenden Gmppen und es fragt sich bloM, ob das Zeichen derselben auch das 
ist, was der entsprechenden Gruppe in A„ zukommt. Zu dem Ende stelle (a) = ... 
a,. ,..*. eine Gruppe in A« vor, so wird (a')=:....0.... die entspreehende in 

8 A 

Torsiellen. wo durah 0 angedeutet wird, dass kein Element dort steht. In der 



dar.. 

iürtheünng Ton (a) stehen s — 1 Elemente, in der zweiten n -t^ s ; Ton den 
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Dto 



«rtton teycn n erst« Zeiger kkiiMr alt r, also s — a—l grosser alt r« hl dtrswri» 

tcn Seyen i*? kleiner als r, also n — s — ^ grOsser. Die Elemente, wenn , weg-- 
gedncht wird, machen etwa y Vorsetzungen (Nr. II). Alsdann i«t die (jlesainnitzahl 
aller V'orsetzungen in (a) : y -f- s — a — l ß, io (a') aber /; aber es gibt im Gan- 
zen nur r — 1 Zeiger, wekho kleiner sejn kOanen als r, so daMa + /} = r— 1« 
d. h. wmn in (%*) j yonetanngwi sind, «o rind in (a) ihrer / -ht — fi~l-4- 1;— 1 
— as/-l-tH-r— 2(aH-l). Da immer 2(«-h 1) g«rade ist, so wird alio mmIi 
der Regel (a) dauelbe Zeichen Iiabeti mit wenn s H- r gerade, 
wenn r + • ungvrade. Da dien filr aUe Gruppen so ist, * ao bal maa: 



8A 



- =(-!/+• 



*r -l.r *r— 1.1' • • •* *r— 1, •— i' S— 1. •+!» ' * S-l. 



S.i' \,i ••••'S,»— !• •».•+* •••••'«,■ 

Vm. Seyen a, , . . , rr„ die (verschiedenen) Wanaln derOlaiohiuig z*+A»-iz*~* 
+ . . . -4- A| X -i- = ü = F (x) , IO ist alao 

a -hA « -h . . . -t-A. «1 Ao =0, 
1 a—l i 



tt +A « + . . . +A.a 4-Ao = 0l 

Maltiplixirt man diese Gleichungen mit a| , . . an, wo 

a, a, -4" . . . -I- a. =0, 

o^aj 4-a,a, + . . . -Ha^a^ = 0, 



<1S> 



a— 1 1 



n— 1 

« a 

a I 



= 0, 



•o folgt durch Addition : 

1 ■ ■ . 

A— laa -l-a a 

r a V. i 1 SS 

btaUr 



Indem r + s fQr alle Oruppea dasselbe ist. ond nur a and y sich von Orappe zu Gruppe 
Undern können, üebrigens folgt diess aaeb ans dem in der Note zu Nr. VI gezeigten, indem 
man saerst durch Wechseln zweier benachbarter Vertikal- and Horizontalreiben die aoasa- 
wecCsadea Orappen wn emter Horiioata]> and Teftikalreihe madik. «ad daaa alte Ifa» Ela- 
»»Uiaaf daeeime.Nall 
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Ms 



1, 1, ... 1 

«4 ♦ . «I » • . • • 



•—I «—1 B— 1 

a , o 
i t n 



(19) 



I 8M 

M iti bmIi Nf.V: »1= — ^ , .... a 



, 1 • \ 



7 PM , , 1 ■ 8M 

M.:-^:••^^=-Ml«• ITT 



Den Gleichungen (12) wird übrigens, wenn r=n — 1, genügt durch % = 
" »^=17^^, (06011 §.30, IV), »odM« 



(a.) 

_i 2. 

F'(«,)"K 

dM 



» • • • i 



»II 



Wm nvn r «nbeluifft, ao kakn di«M ChrMie nMb Nr. VII bMCimni 

den. Tilgt man in (13) die erste Verti^- und die letzte Horizoutalreüie, ipd heissi 

8 M 

]|( die dMlit entetelieiide Detennliiaiite, so ist ^ = (— Ist aber 

* («1 ) 

Fi(x)=(x— «,) . . . (z — aj, M !•* gau wie eo eben ^r^— ,'_a .q^w.t 



P(l)= (x — Oj) . . (x — o^, F, (x) = (x — a,).. (j— o,) F,_»(«)=(«-«a_i) («—«.)« 



filf 8M 



8M. 



(-1)»M._,. 



811 



1. 1 



1 (-1)— 1 (-1)"-»M, 



F'(«4) 



u—t 



M 



M = (-l) » P'(ai)F',(a,)...F'._, = ±(«,-«^ («,-«,).... 

wo dM obere Zeiehen gilt, wenn gende, das untere im entgogengeaetiteii 

lUle. 
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IZ. BetnMhlea wir dM hAmIm 



M iti dMMibe nmeh Nr. Vm gUidi 



»(»-0 ^b, 



• • • 

• • • 

• — 1 • — 1 B— 1 



8s . 



wo nun, wenn bmii die Datenmimiile entwiekeU, dit Qaoan in «iiie Reibe eiuotMr 
loiegmle serflUH, cKe ak Fhidiikte einfkeher Inlegrale erMheisen. 

X. Man habe die linear u Ditfcreatialgleichung: 



•4-A A«|^+A«ysO, 



(1^ 



woiia Am-Hf't A|, bekaoBte Fonktioiieii tob x «ad, nod ei sejenjf» Ji».** jm 



8 7|. (m) 

' Funktionen Ton x» welche der (14) j^onügen, ao i<t, wenn man - ■ ^ — jr^ 



•i 7*1 +«tyt+ . . • H-H 7*.=«). 



(r) , (r) ^ . (r) 

H7t -+-«171 



gans wie inNr.Vni: 



jr (-) ^ (•) IM (.) BM^A 



y.» y.« • • y 

1 t a 



(n-1) (0—1) (ßr-i) 



yt<"' H- A„_, y,<»-" -t- 4- AoT» =0. 

7,'-^ A^i 7,1-» + + 7/ 4- A« 7» = 0, 



y.f)4- A..,7.(-«4. H- A, 7»'+ A, 7.^0. 
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(«»-*) 8M, («-i) 8M (■-!) 8M_ 

Hieraus folgt niui. wenn man nach x difforenzirt: 
dU (.) 8M (.) 8M . . («) 8M ,(•-•> d 8M 

(m-i) d 8M 



ur,T ...... . («_0 (n-l) (.-1) J^%) 

Nach IV enthält — ^JZi) weder 7rt yri . • • » noch y^ ,y^ »••tj^ , 
• y 



8M 

•0 dau wenn aar Abkürzung — j;^^ ~ 

«IK,- 8Kr ,^8Kr .8 Kr , 



WO man das Glied je mitreohnen k«Ba, indMn rm aaltet Noll iil. Ifaii 
kann also setzen : 



wo da« Sammenxeiohen sich auf alle Wefthe von s, ron 0 bisn — 2, beliebt. 
Daraus folgt 

J.«*-«^+ft(-')^ + ...+ ».(->^=ftT.(-') ^ 

«0 l^aidiMifdia Wardia rsl, 2,..., Bbaiidit DieM OfVaM ist amh 

wie man •tob umittalbar Obarrtogi. 
Ib aodarar ABoidiniiig infd sia ^ 



* Man hat nach eioandw : 
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iit(VlO, 80irtwwh(i)i 



- 8»M 
^J^~'' e y,«f-'» 8 7,W"^ «y.«— «8y,« 



8 K, 

wo das Glied j/""'' aUerdingt von seibifc weg&Ut. Alto Ut die oben betrach- 
tete QrtMO (a) glfltoh 



8 If 8 M 



Dcuigcniäs« Ist auch (IV): 



+y."a;y.<-.)|^, H- . H- y.<.-«»:^y,<.-) -^^^ -h 

«n'«.T/-'>'^'4.y/*y/-»i^ + .. + y/*y,c-o«_5^ 

V' Dy,«^^' dy»«^"*'* 8n«*>^^ 
ey.w^'* »y.<i»^ ••^3r. 

= ir i.y/** " ry.<--»> + y.<— •> H- . . . + ?.<—»> ^.^"-^ . 
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iti 



BM _ 8M 



,.<«-»^ B.-ty.<^+ H- B« y. = 



Ce 



— fAn^xdX 



(b) 



Setzt man die xweite Seite gleich |, ao Mgi »Im die (b) mu, dau jr» der 

Gleichung 



B»^i • -e: 

genüge. Da fefoer, wenn nioht r=n (lY): 

•0 genügen ji > .. . • Jw^t der Gleidraog 

e«-i. 

OenäM 1. 1 16 kftntt man aber den allgeBMnen Wertii tos s finden, der (b') 
genOgft, wenn man die n — 1 Werike kennt, welehe (e) genOgeB. Die dortigen 
Gleiehungen (e) hmen: 

8— *yi 8Ct . 8— ^-n-> l^fZl — n 8"-'y. eC. 8"-«y,-, 8C„-, _ 

8x-» 8x"^""^ 8x-» 8x ' 8x— » ax"*"""*" 8x— « Sx 

«ob V: 

8a_ _8N_ c-P I F F 

^äi"""* 87.»-» * N 8y/"-» 



wo 



N= 



» Tt t • ♦ • » y«— I 



y.' 



Tt'-». y/-=». 



• yi^i 



(n-2) 



8M 



8y;<^»> • 



welch Letsteree •ofoit ans VII folgt, wo r + s = 2 n. Demnach ttt allgemein 

« 5= Ol y, + C, y. + . . + C- 1 y._» , 

C| wie oben. 

Einer der Werthc von z ist aber auch :s nnd da S = E| Ji . . £»-i 7»-i 
der (c) genägi, so wird man setsen können 

A 8W ^ 

y«=«iTi"»"«%yi+'*'«^»T«->» /-y ayt^— 

ebne Konstante. * 



• Man kann allerdings auch letsen y„ = y^ -f- . . -f- C,,- i Vn-i Und findet dann, dass 
der (14) genügt wird durch Vi -f- . . -f- e,-) yn-i + Cb yn. wo , . . . e„ Konstanten, d. h. 
durch (e^ -h e» E») y^ . . -+- (e»-i -h e. En-i) y»- 1 -h («i yt • • + «»-i y«-i) Dwans 
aber fe^ solbit, da« es gonBf^* y« ^ aagsgiben in 
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Kenai man di* Funktionen Jt. ... 7.-1, v«lolie dnr (14) gentgea 
•o genügt ihr nneli 

wo N die oben angegebene Determinante ist, und nach VII auch 
«ne MldM ist. 

XL Gesetzt, man habe neben dem Glcicliungsajstcm (1) noch daa folgende: 



06) 



so kann man, um y^, . . ., yn 2U erhalten, entweder X|, . . ., aus (1) bestimmen, 
in (16) riuetaon nnd dann ..... 7« hiorane ennttteln; oder aber man kann aooli 
Z| , ...» z, aau (16) in (1) einsetien und dann Ji 7« bettinunea. Boido Weg9 
, niftiien natflrlidi aadennalben Ziele fahren, und es mQsscn namentUeh die Koeffi- 
zienten der c in ji , . . . , 7a iB baiden Woiaon fanan dieaalbeii seyn. bl nnfi M dia 
Detenuinante (2), dasa 



'2,1« • • 



so haben X| , . . . , au8 -(l) den gcmeinschaillichen Nenner M,^ woraus dann leicht 
folgt, das« 7i ..... 7.. nach der eiatan Webe boetinani, den geneinNhalltieheB 
Nenner MN haben. VerOhrl man aber nach der iweiten Weiie, nnd anlit: 



« e 



allgeniein 

wo r=l. . ... n, und s=l , ... n, so ist der gemeinscbaiUiobe Nenner tod 7|, . j^i 

%i* •f,i* • • 



d.h. 



Hieraus folgt nun sofort , dass 
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* 


■ 


• 


* 
• 



wo die e Moh (17) gebildet liiMi. Hm steht, daM nr Bildmig der e die Horisen* 
to l rei h e n der ertlen Determinaitte mit deo Yertikalreihen der siraiteii nt maltipii- 
liren sind. Beachtet auui den in (3) anigedfaektoa Sats, m aieltt aao dMs die o 
Meli in uderer Weise gebildet wefden koonea, so aamentlieh aneh 

Uaa kann diesen «iehtjfen Satt audi nnnittelbar enreiien. 
Das erste Glied Ton B ist 

•i. I «ts . • . «k^a = i; (ai, r bb 0 (aa • ta Sil («ik • bi. i) . . . . 
we 2;sicb anfr=l, 2,. . , n; i^aofss:!, 2, ... a n. s. w. besteht. .Also Isl 

C|. I Ce,2 . ■ ■ Cn = £r ^1 ^'a ■ ■ . ai. r Hil Sj.«»., b|. r t>U. • blL«** ••• 

Die Determinante R bildet sich aus ihrem ersten Gliede, wenn man die ersten 
Zeiger der c in allen möglichen Weisen versetzt, und die so erhaltenen Glieder, mit 
den gehörigen Zeichen, summirt. Das Versetzen der ersten Zeiger der c ist aher 
nach (17') ein Versetien der ersten Zeiger an den a. Da alsdann in ai,, ai, , aa. , . . . 
jedesnal filr die einselnea Gruppen dasselbe Zeichen erhallen wird, wie et die Begel 
t, so ist hj e maeh 



ict> >aa* ia«»*>* 



(4) 



Dar, s, u, . .'. der Ansabl naeb n wja nflssen« so ist die Hier gebrauehte 
Deteminante naob der Note Mt VI gleieh ±M und swar gilt das obere Zeieheo, 
wenn die Ordnung r , s , n, . . . . der sweiten Zeiger aus 1 , 2» . . . , a dnreh eine 

gerade Anzahl Ton Vertauschungen je zweier Zeiger herrorgegangen ist, dy 

— Zeichen im andern Falle (Nr. III), wohpj allerdings vorausgesetzt ist, dass die r, 

s, u sftmmtiioh Terscbieden sind, da aomi die Determinante in (dj Null 

wäre (IV). 

Legt man nun in bi,, ba., bi, .... den r, s, u, . . . alle Werthevon 1 bis n bei, 

so werden in (d) die einzelnen Theile, für die zwei dieser Grössen denselben Werth 
haben, NnU sejrn, da es dann cKe Dotenninaiite ist; also, bldiben nur die Glieder» In 
denen r, s,*n, . . . simmtUoh Tersehieden sind. Diess ist aber einÜMb, da die Aa- 
nhl n ist, alle mflgUehen Versetinngen von 1 , 2, , . . > n. Demnach wird sich ans 
^i.r bs. I bs.. . . . . nichts Anderes bilden, als die Determinante N in ihren einzelnen 

Gliedern. Ist die Zusammenstellung r, 8, u, . . . von gerader Ordnung (III), so 
hat das Glied das -f- Zeichen; dann ist die Determinante in (d) auch =-hM; ist 
die Zusammenstellung von ungerader Ordnung, so sollte dem Glied das — Zeichen 
noch TorgeieUt werden; da dann aber die Dotemiiiaiite =z~M ist, so kommt 
iMesos Zeiflhea wiifcliofa sn dem betrelbnden Gliede» <Danws folgt mithin, 

BssNU 

Ist. 
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XIL 9ßj a,,9 dar Koeflsiant 

Ol. I . «I. 2 t . . . «I. M 
«8. I t <%Z« • • • Oc. ■ 



▼on «v.« in 49t Detorarfmnto (2). d. h. 



1 « i«. t* • • • Ab. k 



n-l 



(19) 



Daan iat A« die Deteminaal« (2), die im deo Elemenleii a,.« gebildete, to itt 

C|,lt fl|«t 



A.B.= 



9m, t» 4a,t« •*•• ^1 



6 Aa 8 An 

~ ■*•'«„ — 

0 a,. I OAt,! 



8A, 



Aus IV folgt alsu, dass die Elemente c,. ,, in denen r und • fanoliisdea siadt 
»Ammtltch Null •ind; fUr r = s aber (v. r = Ao sejr. Demnach 

A„. 0 0 

0, A., . . . . . 0 



AaBs — 



0» 0 • • • • t t Aa 

(19)erwieaaBiat. 

Der in der Note zu §. 1 73, I nachgewieeene Saia gehört hieher f&r n = 3. Die 
Iknante «t find die dortigen A, B, C; «nteta Dataraiiiiaiila Bu iai der dort^ 
ZiUar, A«=D. 



XIII. üej das Integral 



jyy • . p 8»» 8^ 8^ . . . . 



umzurormen (VI), indem fUr z^t • • • « die neuen Veränderlichen C| , . . , ein- 
geführt werden, so dass 



• • • • 



Ej *! f-i 1*1 



z, — a. 



1. 



Zj &| S} n« 



(0 



s«-~a, a, s» — a« 



1. 



Sätet inaa wie in §.m.U 
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•oiti(|.80) 

F(g)-f(g) ^ F(«.)-f (>,) I 

f( ,) 1 



F (a,)-f(>J 1 
1 



Setzt man hier nach einander |i = S| , und beachtet, dass 

r(a.)x.-a, na^aj-a.-'- 



_ f (a.) 1 f(a,) 1 ^ 

F' (a» t z„ -a, • • * ■ F' (a.) a.— a. ' 

woraua folgt, dasa den (Q genOgt wird durch 

- F'Ca,)'*»- r(a,) F'(a.>- ^ 
Verglichen mit VI ist nho 

(«,-«>)• (v-H) a^ifj ' ^'^'-.t. L ' 

~ F'(a,)~ r(a,) •**'Ba.~ ^'a.-x.' öx.~ »'''a.-i.' 

sithin da« dortige 11 = 



an — «i 



t » • • • • 



», — a, at — a. 

Nach XI, VI Note, lU tat aber 



9m 



a«-i — a. 



a« — 






1 


a«^i— »■ 


»1 





a, a.— a» 



f ■ • • • 



» • ♦ • » 



a.— 1^ 

e 
■ 

^ t • • • • 

Ol— a, «t — a. 



t • • ♦ 



a„ — £j 
Vi 



a«— I« 

_2u- 

















9k 






a,-a, 


♦ •••• ■ 
* 


















e 














a„ - z, 


♦ • • • t 






a« ~ 


* 










Vi _ 












• • • t 
• 


H — »" 




*1 — »4 ' 




• 


"""" • • 






• 


9m 
















* ■ » 






a» — a. 


•t 




• • • 



a, — a» a» — ( 
•,-1. 

»n — «■ 



9*11 
a» — i, 



ej.i, Ci,« 



Ol,», . . . , c«, , 
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(•, - 1^ ■^"•■(^ - - 1^ 



Nim ist 



f(aa) 



■oivi 



f(g) , 



f»(a„) 1 _y »(«) 1 



wenn 27 sich auf die Wertbe a| , . . . , bezieht, fUr die F(x) = 0 i«t (§. 30, IV). 
Diese GrüMe ist aber [Uleiohung (d> am a. a. O.J gleich + • <i« l*« = 0» 

r und • ▼widiiadeB. 



Sind r und s gleich, so ist eben so 



_r(s,) 



r(x) l-«r""F(ar) F(t,)* 

• f(«t) 



f • • • t 



1—1. 



0. 



r<t.) 



» • • t 0 1 



0, 0, 



f (»■) 



F(«t)F(»,)-..r(«.> 



Denmaeh endlidi 



• 



F(«i)=(«i — i,)..^«! — ■■>. f (■s)='(i» — »i) («» — — «0. —t 
F<t»)=(t» — - •■)» F<f4)a=(i, — •») {H—^^ 

f(i.)=<«.— O«« — is)— <■•— «^0. • 
F(a^«Oi.-aJ 
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= (-1) = (Xi-«,)«(«»-«.)*. ..(«»-«-)*(«,-«,)'(«,-«»)*... 



(o«-,» -«.Vi f (^) = (c - a») . . . (4» - O 



lad 



1.» X« T„» 



o, '— Bj Ut a, Ol a. 



1 



^^^^^^ « • • • • ^( ^^^^^^ ~" ** 

«,»— a, »■•—»« 

XIV. Seut mau in der Formel (21 ) a, =0, = =c^ so itt 

fjß^^ »ia=± yy/«*«« •."^(•.•-».'xv-oK'-ox 

V,. » „, « „, » (0. » _ (0, » - c V (o, * - a «) (u, e«) (», « - a») (o, * 
_ + ffl' (Oi''->°,*)(»\-"a*)(°,'-°,^)8«. P", 8". 

-yyy (■*•-«•> («,•-»•> (•"-•«•) (e»-»/))' 

#ttldiM die Forael (d) des §. 1 72 , lYist (tt| = A , u, =/i . u, = t). Die Fom«! 
(21) itt denuMh die Verallgemeinerang jener Formel, to wir fiberbupt die Unter- 
svebiiBg 10 Xai di^esige in $. 172 nnf beliebig riele Terinderliehe erweitert 



XT. Die wiebligen Ergebnine in §. 168, n, III famen tioli ebenfUli leiebi 
verallgeBeinera. 

Wir wollen nimlieb annehmen, man habe erwieten, et laste tieb ein n fiiehes 
bettimmtet Integral, gleich riel ob teine Oribinen konstant tind oder nicht, geradesn 
noch der Formel (11) in Nr. VI nrnformen, wobei wegen der Grinsbettimmang b«- 
Dntertucbnng rorbebalten bleibe, so dass also 



J'J. . .J*? ex, 8 X, 8 X. = JJ. . M ö X, t z, . . 8 



und zeigen nnn, dass auch für ein n I fache» Integral dasselbe gelten muss. 
Dabei wollen mtit, was immer erreicht werden kann, die uotem Gründen wie in 
§. 168, II, III, durchweg gleich Null voraussetzen. 

JSejr demoaoh 

Dleag et, OiliM«aMal> «. l«MfMl>Batfkauf . II. t. AM. 27 
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JJ 'f^^^t 8»,... 



(e) 



Torgelegt, und zu setzea 

«1 — Vi (*t ♦ • • • • ««+1) ♦ t Xn + J = (li* • • • • iM-hl)* 

Di« iBtegration in (b) naoh a«^! mj dnreh 

^gegeben. Setzt mao lueriu 

WQ mtd{d) MM J*\p<t^xf m^i, WO ^ («i , • * • 3Eb)i ««IdiM IMagnl mn Iuwp 

•tania CMaien hftt ai'»|.i hilft ibrig«M «U s dnrdi dio Glei^nuif 
x'iH-i ^ = ^•fi (<t nasumen , mw d«r folg» x\+i = ^'.^t (<t > • • > 

Du [ntegral (b) ist also 

yy. .y8«,8«,..ö«.y\Q8»'.+i. ^ 

in welchem wir nun x'.^, durch z,+i emtsen wollen. Ans VI und §. 79 geht ua- 
mittelbar herror, dais 



8 V'n-f 1 












• • • • t 

0 Zn-i-1 
8«>a 






' C In 


6., • 


• • • »t » 

Ol«-*-! 

• 

* 








8». 


• 

8 4»! 






8», 




8>ii4-l 




8«t'' 


' 8t. 



während a nnd steh moM der Gleiehuag mOaten enuitteln hüten, die nma erbftH, 

wenn man z , i. MU K^ssf^^, .... x„ = g>,, x'«44!f' = gp.^i eliminirt, und 

dann « der Werth von z„+, für x'„^i=0, ß der Ton tm-t-i fii«" x'b^.i = 1. Dtete 
Wertbe setzen w als unabhftngig ▼Ott Xi , X« Tomw« Hiednreh aber Ter- 

wandelt sich (b) in 



yy**yi^*"^**t 8«,. ..01 



(kl 



Was nun aber q'„*i betrifltt •© Ht es der Werth von x'„^ , in , .... Sb^iS 
überdie<^s sind oben die Grössen X|, x. als Konttanten angesehen, to dass 

Xa^i = x'»4-i jetzt folgen wird: 



6Xa^l 8 X'i 



8 Xo-Kl Ö X'n 



d.h. 



8 yn-n 



8«^ ^' 8t, 



ex. 



8 Za^-l 8 Sa^i 



8<>'n^^l 8»>«^| 8?>'n4.| 



8t, 



8 »»4.1 8 y*»-»t 

8t, 8s.^"''8t.*i 
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'1 o _ • 


l 












8^ 

8«. • • 

« 
• 


8«>ii 












• 

8 9>t 


8 «1, 














' * • * fi - 




8«. ' ■■ 


' 8i>^i 






leiste Dctm 


iMMtoM', 80 ist 







anl alto ist die OrOne (b') auch 

WO allMdiiigs gedadbi irt, in Q, M', N sey «aenl z.+i s x'»^, i/; aod daan 
x'm-i = getetsi worden, wm aber danvf hiaane konunt» karswef Za^^i = 
aa Mlien, wie die (o) nieineB.* — Dai afiMfce latagnJ 

yy!.y~^8x, 8»,...8i, (B') 

SeiBaD aedi umzuformen, indem Z| , einfahrt. Dabei ist ab koaetant 

anzusehen. Idan benützt also die n ersten Gleieboogcn (c). Nun setzen wir aber 
Toraus, die Formel (U>ia VI iaeae iieh aaf ein folcfaes lategral anweadea, d. k. 
man dürfe setzen : 

y/^./^8x,...a*,= ±yy!.y'-^'p8i....6e.. <g> 



8yii 8 yo 

8_ ♦ • ♦ • • 
■t As« 



8 7>t 8 1», 



. d.b.P»±N. 



so daes also das Integral (B') sey 

+ ^.yQire«,...ei. 

und mithin (B) d. h. (b) gleich 

Da nun M' genau so gebildet ist, wie der Satz in VI verlangt, so ist damit er- 
wiesen, dass wenn die Sätze in §. 168, II und III, für n fache Integrale gelten, sie 
aadi Ittr n -f- 1 ÜMbe wahr sind. - Da sie nun (ttr 2- and Sfiuihe gelteo. a o ge Itea 
tio also atlgemeia. 



* Yoriftafig mOasen aber in 9n+\ die , . . . , z. noch mittelst der n ersten Glelebangea 
(e) eewle» gedaeht «erdsa. 
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AUm Im tot fai 1. 1«0» nt 



Was die üranzbt'stfmmung anbelangt, so iSsst sich dieselbe, wie schon 
§, 79, IV zfigt'ii mag, so kurzweg nicht iibmachen. Die Benierliuii^ in §, 7Ö, IV 
wird bei dieser Bestimmung immer zu beachten se^n. 

XVI. Der in §. 139, III au^gesproelMoe Mllgenwüie S*ta Um% «ieb Mioh in 
anderer Form geben. iiejreD nämliob 

n — 1 Integralgleichttngrn dvs dortijß^cn Systems fp) mit den willkürlichen Kon- 
stanten «„, «n-ii •..» «2, wo wir nun voraussetzen wollen, es enthielten die q> 
keine der Konstaateu in sich. Alsdann wird man die (q) in §. 139 aus den (a> er- 
halten, wenn man aus den xwei ersten, und y.-i aus den drei ersten u. s. w. 
•liniiiirt, m dMt alao dortige Glvidiaog ft =«1 mit ^=0« identiteli iit{ 4»- 
gegen f, =e, aus ^^=9^ hervorgeht, wenn naa j. mittebt craetat; 
f, se^ aus .2 — weoB nao 7. uad aat f,.! = 

a. t. w. — £• Ut QiNrigeiM = e, , o»»! s , 



l^oflHiaidi wt 



Weiter aber 



8 »■ 



Sya-i djn^t bjm^t 6f» 



W«4>f l^Ulyn^ Dif^otii4qttptieot aus 

67.-I 0y«8y».i 
sn aiolita ist Darauf ergibi tieh 



4. h. 



Dann 




0 



0= 



Daraus fofgt leicht 



dy..s 

^8 yn -I 

8 yn-2 



8 y»-i ^yn t 
8<rn-i ey„_ 



8»>n 8y»_, 



dr« er. 8r. 



87^ 87»-i 8 7a-t' 



87.-1 Öy.-t ^ 

8yn-» 8f|»»t 

8y.-«' 8y.-i* 

^ »n-l 8 yn-l 

8yiH-t* 87— I* 

8f^ 8yn 

87.-«* 87.-1* 
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8f, e^f^ efn-i 



8y. 



* 

9»» 8»„ 

87.' 8y,' • 8y. 



so da&s in §. 139, III: M = -p 1 und hier , . . . /b mittelst der obigen Gleichungen (a) 
SU ersetaen sind. 



Die Formel fiUr ^ ysdx", venn y eine gsnxe Fouktion tod x. 

I. Sej 7 so betebaffsn, dau |^ = 0, ab» audi alle btthern Dübnatialftto^ 
ÜMtw Mau, takalM«: 

« 

WM» J\ Bx" bedenleli naa sqU* » «aob maaoder jniiial integrirea. Daraiat 

e. -,/. e.- J-|/'.8,.H- ?^./'. 8.'- 

Weiter folgt hieraus, wenn man nochmals integrirt und auf jedes Glied diea«ib# 
Formel anwendet: 

fr, 4.- t/. *''-/J'' »''^BA 
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(b) 



yzb x\ wenn y eise gapze k uaktioa von x, 
Dmwu Mhcliit »UgaiiMui ra feigen: 

B(„4-l)..(aH-r-3) 8-«y f^^'f^^ 

1.2....(r-2) 8x'-V 
«(o-t-l)..(n4-r-2) 8^ /VK-*-». («) 

^ i.2....(r-i) 8x'-'y • 

welcher Satz leicht durch den SchltiM ron n auf n + 1 bewiaten vM. Man 

nämlich aus (c) mit Hilfe von (a): 

y»8a-+»=y/ a8x^»-^ / a d«***«^ / a8lP*»-.... 

+ l.«...(rH-2) aa'-V 

+ p("-^-l)--("-<-^-3) 8'-'y f'^' 
- 1.2.. .(r-h^ ex-V * 

a(tt4.1)..(-^f>-a) r>«y /-n.. 
^ 1.2.. (r~l) 8«r-»y 

Aber 

p n(o-»-l) n(D-4-l)..(o+T— 2) _ (n-H)(n + 2)....(n-4-t-l> , 

1.2 — 1.2.. ..(r-1) ~ l.2....<r-l> 

die (c) enriat«! iiii 



• OiaPtaOMiafllial.lS'bMtadi 

(>H-b) (a-i-b— l).-.(a-*-b— »H»2) _ b(b - l). (b — r-t-2) ji_ hi>>-l) <b- -rH-3) 

1.2 (r— I) 1.2. .(r-1) l 1.2...(r— IS 

. >(a-1)...(a-r-f-a) 
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IL lUa habe di» GMohmv {§. 114, II): 

(»,-+- b, X -|-c,x»)|^,+ (ai+b.x) ^4- a«y = 0. (0 
n> Iblgi dttnni» wran bmui ate niml inlegrirt nnd 41« (e) bentttit: 

+ + b. X) y V e X-' - y b^y*"y 8 X- 

4- ny^y 8 »"= gl «■ » 

^ ffi > •••• ff* «iUkllrlidift KoittenCen.iind. D«nioadi| wenn n all posilire 
gmnstt Zahl aut 

folgen kauu, uud man setzt y 8x""' so ist 

(a. + b, X + c, X*) + [», — b,»-»-(b4 — 2d 0,) x] X »ft »»-» + ... + g«, 
ox 

und aUo (§. 92) 

f^t—^t ?_+.L^'__^ ^'"ii; Q i» «!— bj n+(bt — » n Ca) » ^ 



8x' 



Von den nH-1 Koniianteii C, gt > . g« dflrfen hier Dur bocIi 3 willkflrlieh 
bleiben. Ohne unt aber Mif diese Untenaohiuig einculaeaeii wollen wir eia&eli 
fragen, ob niolit 

der (0 genflgen kann. Alsdann nflsite 

^8"+'X , . »8"X 8"-»X - 
(m- b. X + c, X«) jj;;:^- + (a, + b, X) ^ 4- s, jjjzj = 0 

aejpn, h. 

X 4- («m- b» x) ^ + (a, + b, X -r c, X ») ^ J ^ 
■-^h^®""'^ "-^K-^... ^»■^ (n-l)(— -g) ^. 8— X ^ 

— r^'''^8F^ — T^''*"^^'»*^!?^ TS — "••8l==J~^» 



Setzt man hier a = — n, b = — 1, so ergibt sich 

(n4- 1) (n4-2) . . .(n4-r— 1) , . n n(nj- 1) . . n(o4- 1) . . . (n 4- r — 2) 
1.2....(r-l) + — + 1.2 (r-1) 



t 



man den gemeinaohaftlicben Faktor (— wegliust. 
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I fln— 1 »Y fl"~' X 

- ^ ^ [hi X + (b, +2e, s) H- Ol « XJ + I)»2ci «0. 



,oder 

^ET» - (»- l)(o~2) c,+(o- l)«t«,]X 

Die eingeklammerte GrOsse ist 
K-(n-l)m-n(ii-- I)c,]XH-K -(■- l)b, + (b» -a(B- l)c)x] ^ 

d. h. da Äf, — n h, = — ( n ' + n) Cj : 

(b^~2nc»)X4-t»|-(o-l>b, + [b,-2(o-l)c,JxJj^H-(«,-l-b,xH-c.x»)|p 

8X^ ^i^ — nb,-|-(b, — 2nC|)z 
äx •,+^x+«,x» 

8 X 

(B,+b,H- c,x*)—=- [•» - nb, H- (b. -2nc,)xJ X; 
lix 



woraus 



(•,+b,xH-c,x')^H-(b,H-2o,x) — = -(ba-«ttc,)X-K-ab,+ (b^-2ac,)x]||. 

fi'X 8 Z 

(a,4-b,x+«»x«)5p- = -(b,--2nc^X-[ai-(n-l)b,H-(b,-2B9,+2c,)xJ j^, 

M dftM jene tingeklaauiMrt« OrSsie glmiA Null itt» mithin di« Btdingungsgleichung 
«rfQUi iit Hu adilietst liienMs den feigenden Sate: 

folgt aas (g) für n eine potitive gnnie Zahl, so genügt der (0 MMh 



m. So etwa (vergl. A, VII) für 

<l-x')^-2x^^4-«(BH-l)y=0 0) 

wenn m eine guixe Zahl , ist die (g) : 

- ^a(nH-l)-4-2a-t-m(BH-l)=0. — n(a«-l>+M(B4*l)s:0. 
Dwau felgln^^m, oder Bsm-f-l. Han flndet alw: 
wea a eine migaUre 2ahl: 

/ a(m + i)»8 « 

wenn m eine posiÜTe Zahl: 

8« "•■/üZ^ 8" , 
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IV. 



• * Al— 2in)x8x 1 — 2tn,. , 



wire 

»Uo 

Batst matt z=:2s, «» iit 

811 8a 5^ 1_ b' u 

Nadi «Aaluuig*' U ut aber 

(1 - «»)■- 1 = (- 1)—» ■ «n (m ^) , » = ee# V . 

•0 diM auch 

Hitfanf Iblgi 

8»y 8y , m(a«fa tt»i*i»H- w» w») 

eii-^'n"'"^^ 



M daM wirUieh m ^ der Teigelegten Gleichung genOgt, wobei es ganz 
gleichgiltig iet, was m soy. Nach 107, V erhält man fiir den audera 
Werth eoeniy. Demnach ut das allgemeine Integral von (kj bei beliebigem m: 

Die Feimel (k') leUt Torana, daM | x awiMhen — 1 rnid -M liege ; liegt ix 
jeneeite dieser Griosen» «o iet 9 nieht reell. Nun ist aber wenn Ct = (E|— > £|) i, 

« e- ' * + E, e""* * (S. I) = Ei + ( " = ^^'^ 

+i;,(eer»-i*ftit)-«I5a (1« + i V 1 - i - J-^ ^» V * " T^O 

IM ouA x'> 4. wkb Vx' — 4 reell , so daes alte 
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jptr.t als RÜg-emcines Ittttgnil Toa (k) wiftriu» Maa iiidai leiobl, <Um 
auch Mhieiben kaoa 



0* T ^ y 



L Die TOfgaUgt« Gleiehoag gebOit zu 110, wo 

» = a-+b. ♦sraa. /r«"=;^-»- t'<">» 
aUo die dortiga (p') wean k = 0 ; 

b 

Ist — ^ U äu genügt tuau dieser Gleichung durch u = U ; in allen h allen genügt 
Biaa ihr, weaa u''=±QO, wo da« obere Zeichea gilt, weaa a<0« dai uatere 

w«nBa>0. AHaa'ssloDfclglttasQoVlJ, woamodia WiinelaToii±l aa« 
§. 9, III XU eataehnaii und. Siad die Wertlie denelbaa a^, . . . , f., ta iil «tot das 
mUganeiae Integial der Gleiekaog (a): 

»1 — — 1 »»H — * •* + — 



u» a "»»H-W^ • + 

-*-C»/ a' • ■'8a. 
• •.t8dtaliiiali'aaayt,t^W - 

in 11»-^ :;.«•• "lik^"'^ .••: -<f-')iy,- ..'V; ^ 

a* e "aas^y^a» • *' ^"«a, 
woraat Ideht folgt dau 

,= e"*"*'(Cie*^»« + Cie«^*»-h... + C.t««")8«. 0>> 

wo ia e ' ' dai obere Zeicbea gilt für a>> 0» das untere fllr a < 0« oad wo e« 

Sa die aWertlia Toa V+ 1 siad, die Zeiehea wiesoeben. Dabei nass'^>.0 saja. 

II. Sind b und a von Terftohiedeoen Zeichen, so differenjsken wir die (a) ftiaal 
(aaoh 18') und haben : 

^ a 1 2— i + a^ 2-1 4. b L-Z = 0 . 
e,e+# 8a^* «if* 8»* 
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Ii* mm M £nros8 genug dmii ft and Ii -I- b duaelb« ZaUum haboi (ftlto 

b 8** y 

|iH >0t«7)» i» Mise Bsn JK = -—und ha» 

* • ' 8x'* 
volo^ Gleiohiutg nun z nach L Ue&ri und «war mit n wülkürlioben Kouitanten. 



8 t 

woraus, da (=*) bekannt ist, sich ' ' , . . . , y ergeben. 

HL Ist die Gleichung a r + b — 0 für ein ganzes (positire«) r mOglich, so ge- 
iMtaft M aiflihi sva Ziel«. AlidAon hM man aber 

8»+»y , 8'+*y ^ 8»-'i . ^ 

8'-^' y 

w»ldm OMfltaog aiaii m genVfHi haft, wenn X • 
Beaehtai man f. 110 n ao iat 



wird für u := U 2u 1 , für u = oC «, zu 0, also hätte man 



e ^»»da + C,/^ e äu-i-...C.y ^ e »»Öu, 
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Wi« in I httt MM aber aoeh 



^ t • . 

lUIB 



wo C eine weitere willkürliche Kunst&ntc, und 



gMHiC wwd«, damit fllrn ss 0 aidit Dnandluli« OrOnan 

Am ergibt- <ioh bud wie in Uxiirflokgehend: |pzr« •••• 7* 



Die OMdwng = i- (ax ^+ by). . (a) 

L Wir ttaUeii sverti folgenden fiala auf t • 
bl 1= (x) dnt IDilefral Tan 



•o toi 



_m + n 
a 



jrB=y|u--«e ■+Xai)ö« (e) 
dai Integral tob 

unter einer Bedingung für die n + 1 KoB^taaten in • 
Am dar ABaaluna if» (x) geaflga dar (b) folgt: 

^.+1 1 (,) « • (i) + b ♦ (k)] . 

%lto anah 

■d. b. wenn n x = r : 

t<"-^')(ui) = a— 'x— 'I»»x»'(ux)-^b»(ua>J. ' (d) 
* Dia (a) gibt, noobmals diflbrensirt: 

wdaha Glaiabnag alMiBgi om aiaa Ordnung hflier tot nia dia (a). Satnt 
Uar dan Werth (o) and beaelitat, dasi 
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JL. /^«■-** ■+•.♦(•1)8«= /^■'**~** ■^■♦'(■?)Öa 

($.85, I. §.13). so soll 

y^Jp-i ,~ 1 I (o x) — »i^i ■» V* (u x) — [(m + 1) a + b] x- u ^f»' (u 

-■b^»»(.i)|«« (•) 
gl«ich Noll seya. Wegen (d) ist aber die QrOM« in den Kianunern: 

«>>(ni)H- «^(ns) |~ (n ^ 1) a s^b + »*"-^|qi" -¥ »(n»)!»'-»^— »Jbi"-* 

= X— • j^— x) — I (pn + 1) • 4- bj o 1 (» a) -4- «) 

-jS^t-+«^[b«-« •+«tOn) + a«tf-+'a --»•»♦'(■1)], 
»o dass daa Inlegnl 



iit. 

Itt alto dia GrOMo 



ai-|-»(bi^(ax) + aax«r'(as)3 (0 

Null ftfarn s 0 und n = 30 , was bei posikiTen m im AllfenehMO «kr Fall mjb 
wtfd, M vcfsehwiadefc da« lalagral. 

Demnaoh genügt (e) der (a')- Damit aber auch (c) der (a) genüg«, nmn 

zwischen den n + 1 -Konstanten in (c) noch eine Beziehung bestehen, die man etwa 
finden kann, indem man beachtet, das« bei pocitiTem m für x~ü nach (a) nothwendig 

MjB III1IM. (Vaif 1. die S* 93 angefUirto Sdirift tob Spitaer.) 

II. Für m = I sind die (a) und (b) : 

^ = a(a«j^-l-by). ^^«aa^ + b«. 

Da man letztere Gleichung integriren kann (vergleiche unter y), so ist erstere 
elMDiUla ata iiit«grirt aaauMhen. 

Fllrm = 2: 

Letstere Oleiehnog kann, nach dem eben Gefundenen, integrirt werden , also 
amdi «csftwa. Danui« «rgibi tieli oAmbv daat die (a) Ar «in poaitiTes ganaea m 
ibtegrirbw iat 
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TSL Sey ifrOO dM Integnl m 

to dan «Im 

(ox) = «U"x'"^>r(ux), 

d«r (iieiehung (a), TonuiageMUt ei Mjea b, a tod gleiohmn Zeichen. ^ 
DMuma(b)ib|g« 

[«■ <r» (■ i) — ÄX"^» (a»> — b x™ ^> (o x)J 8 a 

/.*o " ° """" 

y 0 (3 u 

ao daw unset« Behaupitmg richtig v^onn 

o» e <,(ox) 
für a = 0 ttod u 00 Tenohwüidei. 

lY. bl s = V; (x) dai Integral tod (g), ao ist das too (a) : 

Um 



0) 



% an' 



für ttsO md «=300. ' 
Dann aa iat 

. ferner 



b ^ an 
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4SI 



b , « u 



— m — n 



wodurcb der SaU erwieaen ist. 

IKmot SbAi itft jedoeh too dem in. III aufgefBbrteii oiehl TeneUeden, indem er 

lieh Mfi>rt ergibt, wenn nmn in letaterem — staM n eetat 

n 



Andere Form des TayiorscUeu äaUei. • • 

I. Sejen (fix), (x) zwei Funktionen ron x, die Ton z = a bis x = b endlich 
and stetig sind; ihre Differcntinlquotienten <p'(x), \p' (x) sejrcn eben so beschaffen 
und überdiess werde \p' (x) fUr die WertJke reo x, die swischea a und b lie|^ii» 
nicht Null. — Die Grüsse 

F (x) = [v (b) <^ fa)J (x) - U' (b) - ^> (a>J (x) (a) 

ist alsdann eben&ils endlich und stetig, so wie F' (x). Ferncx ist, wie sich 
sofort ergibt : 

F(b) = F(a). (h) 

Läsät man also in i {x) die unabhängig Veränderliche x von a bis b gehen, so 
moM F (z) awiechen diesen Wertlimi notbwendig wenigttent »in Ifnaitnnim oder 
Minimum bnben, dn tonti nioiit F(b) =s F(a) «ejn konnte. Da aber F' (z) nie un- 
endlich wird, so gibt es also wenigstens einen Werth ronx, der zwischen a 
und b liegt (also nicht geradezu a oder b ist), für den F' (x) = 0 ist (§. 24, I). Ist 
derselbe = a + 0 (b — a), vro B zwischen 0 und 1 liegt nicht aber 0 oder 1 aelbst 
ist, so ist 

[d (b) - , (a)J la + e(b - «)1 = [♦(b) - <r (•)3fp' la e (b •)]. 
Dn nun V»' [n + 6 (b ~a)] nidit Null, eo folgt biennt : 

,(i.>=,eD)+s^t';^v(«». (d) 

welcher Satz Toraussetzt, dass <)p (x) , i/' (x) , gp' (x), t//' (x) endlich und stetig sind 
von X = 0 bis X = h (widrigenfalls man mit diesen Grössen niclit weiter rechnen 
konnte), und dass tf*' (x) nicht Null ist, wenn x zwischen 0 und h [für x = U oder 
Tssh darf fibrigens if> ' (x) wohl Null sejra, da nie 9 =s 0 oder = I]. 

II. Man »etae in (d) : 

^(h)=f(a)-f(a-h)— |-f(a-b)-^r(t-b)-...-^f-(a-h), 
äo ergibt sieh 
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•O dMt 

f(.)-f(a-h)-5-f(.-W-....-J!^C(a-h)=i^^<?>^f"(.-eW. 

Satel ann kiw 1 —0 Ar 6, m iit aueh (das mm) B swUehen 0 wd l 
«nd BMii hai; 

. ' f(a)r=f(a-h)-t-^r(a-h)4-.. + -^f"(a-h) 

1 1 ••h 



dtet weaa a=li + z: 



Hierin müssen f (/-), f fz), . . f""^' (/) endlich sevn Ton * = x bis zr=x-+-h; 
^(z) ist eine beliebige Funktion die von z = ü bis « = h endlich und stetig- seyn 
muM, wobei Oberdiess nicht i/^'(/) = 0 sejn darf (Ür einen Werth von z, der «wi- 
schen 0 und h lie^.. Q liegt zwischen 0 und 1, wird aber nie 0 oder 1 Myn 
BfliMii. — - Die» ist dit gMaobte Fmtb dot T^ortdMB flalaei (roa fleUOmfleb). 

rtl. Setzt man in (e) (z) = z'*', tp' (a) = (1 -I- »)z», so ist (z) nicht Null 
zwischen i=:0 und z = h , wenn a ^ ü , und auch dann immer stetig. Als- 
dann ist 

♦'((l - e^k] (I + a)h« (1 - er"" (I-Ha) (1-^ • 

•o dasa also 

wo nur a ^ 0 seyn muss. Setzt man a = 0 , oder a = n, so erh&lt man die b«id«n 

Formeln des 53, L 



Dt»l Ugnljyy ..({xjz x)— '(1— y)*-' (l-z)*-' . y'i**'.. 8x öy 8« . . 

I. Nach §, 83 st«Ut das Integral 

y^8iy^f(K.y)8y (a) 

einen Körpcrinhalt vor, der einerseits von der Ebene der xy, anderseits von der 
Fläche, deren Gleichung z = f(x,y) ist, begranzt, während die Projektion des be- 
gränzeuden Flächenstücks auf die £bene der xy ein gleichschenklig rechtwinkliges 
DreiMk ist, detsan eiae Kathete auf der positiTea AhtaiMeaase liegt oad di« 
Liage a hat, wihrend die Bjpotheniue durdi dea KaordiaateaaBfang geht^ 
Daians folgt aber sofort, dasa der fragliche Koipevinhalt aaoh gloMih 
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Mtfu WIM, dMt dio baiden OrOttea (a) wd (b) f leieh sind, 
n. Sttainum 

/3=~i M wird diese Qrössc zu 
d. h. nach dem SaUe in I sa 



(•) 



Was nun 



(4> 



betrifft, so setzeji wir o = yn^ff^^J^. wodoroli die Gr&Bsen 7 tind: 0 und 1, 
«iid mithin 

«■ r(n+b> 

(§. 162, V), •odMt(d)irt 
Hieran« folgt also: 

y^8a J]nnß) (1 /»-(l -/J)'-'a^=s~^^^y^f(i) (1 - 8t, (e) . 

wo froilieh a nnd b potitir sejn mflMen (§. 162, IQ. 
m. Dat Jbtegral 

wird aaob der Fonnd (•) mniehit auf 

= r(»-H,) y,^y y^f(y»)(l-y)-U-«)**^')^*ea 
snradcfoAhrt, worauf dioMlbo Fonwl gibt: 

9leef er, Dimnilil. a. lewfiamwtwy. n. 1. Aifl. SB 
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434 Ver«UgMi«laifloag 4tr Fomtl (I) la 1. 162, t, 

r(a -I- b cjy 0 

IV. AI Igemeio ergibt lioh: 

_ I 



AU b€»ondern Fall wollen wir itwa f(«)=: jf:^—^ wählen. Svtsi man 
a|H-.. + Aii^/v» tou( das Integral zweiter Seite in (Q gleich 

and wird fiir a = ^ ^ 

so daM wann m s ^ 4- a diese Grtlsie 

* /■' M-i/i » _ 1 r(tt)r(a) . 

Dcmnadi ist 



r(a)rra,). r(a„) 1 



's) 



r(a-l-»i -|-..a„) (1-l-c)»' 

welehe Gleichung eine Verallgemeinerung der Formel (i) in §. 162, V uA (wobei wir 
a, at, . . , a. poeitir, e> — 1 Torauasetzea). 



Zusatz zu §.157, IV. 

Die (b) ist wenn /}>0t 

/ l — (2-t-tt)wi>»»H-(lH-2a)e«<tn*» — tte»«w*» 8» 
(H-«iMi«»)M-e«i»>»)+^«t«»(l-m>#) V^-e»«»'» 

1 i< <»i»»o«f>i^^ ^ 



wenn man Ahr X Minen Werth ehisetel. Witt maii vmu hiamn dM 

Integral der eriten Seite von 9 = U bis 9 = ^ip^^^ ermitteln, «o 
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Ätt«« «I f. W, IT. 4S5 

«weite Seite Ton ^=0 bis (p=ip stetig yerlanfen und es geschieht die Auswerthnng 
•lalkdi BMili der Fonael in §. 41. Dies« «tetige Verlaufen wird »tattiaden wen 
1 -h ati»'^ MA Noll iit YOB f s 0 bi« (p = \p. 

r 

Wird aber 1 H- a**i»'y NuU fflr = ,o ggringk bei die awile Seite 

obiger Gleichaag roo j tu — - . itt uutetif. Se^ mni 

to ist muDerliia 

ist aber ^ ■ 

se ist das Integral ia s#ei ni^reaimif iwir Ö bis /i. und toii m bi« l'i er«te ist 
YßY* da« «weite aber 

sodass jetzt ' 

y'V' 1 — .... — g e ■ tin " v> 8 V 

« (1 + « «n»»o» v^r-^,^ 

Ist ß aegatiT aad setat ma also ~ dal&r» se ist 

da aber immer < I seyn iiiuss. indem sonst das Integral ^^j^^^ nicht «ulÄssig 
ist, so fällt für ein negatires ß die obige Betraobtung weg. 



Zu «Anhaog- Ä, IV, 2 (und 1), 

I) Man kann die Reihe 

r — »» (r — tn) (r — ni -h 1 ) 

r-l-1 (r-+-l) (7+2/ 

njeht nnmi^telbar mit der iu i vergleichen, weil in letsterer m eine gnT)Ac Zahl ist, 
aiess aber init a hier, also mit r-a nicht allgemein der Fall seyn wird. Man wird 
tltZ^t^r^ ' (y-^S^' »Grundlage- S. 20). 

wie sieb durch oonüttelbare Addition ergibt. Setat nnn nnn 
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* . •—fi » a — p «(«H -y) g — y g(aH-y),.(»-Ha— ly) 

^ a (o . . . (« -f- n y) 
~^(/'-+-y)...tf + By) • 

•Im wenn mau u + / für a setzt: 

- . „.fl . «->-y (a4-y) {n-h2y) -j- y) („ 2 y) -f- . . . . (r. -H n yH 

\ -TT ^'Li* ^^(i!f-l-y; /»(/^H-y)(^i-H2y) j»CJ-l-y)....(^-i-üy) J 

^ (g + y) («4-2y)...(aH-n-Hy) 
" /»(^'H-y)...0J4-ny) 

i»(j»+y) ß(ß + y). .(/9 + ny) 

! r(l±y) (° + 2y)...(« -f-D4-l_y)_ 1 . . 



in welcher Gleichung übrigens nicht «Hhy — ß — 0 soyn soll und eben 50 auch 

keine der Grössen j:^, ß-hy, , ß-hnjf JNuU «ejrn darf, da lOMt die 

Division nicht gestattet ist. 

Ist nun ^ > a + / und sind dabei a, y positiT, so ki ininar ^ 

(K+y)... (g-l-n-l-ly) 
^(^ + r)...(^4-ny) 

also endlieli» mIImI Ar ma «Mndlieli gnu9§ b. Dmms Mfi dara wot&n dMt die 

Beibe 

g a(a4-y) g(a-Hy) (aH- 2y) 

konTcrgent ist für ^ > u + y und «t ß, ]f positir. 
Sefctt nuui hier niui 

•0 iit ß'^V'hj ao luige m> 0 and Iblglkli iet die Beilie 

r— a (r — m) (r — in-4-lJ 

kooT^geai fBr m> 0. 

2) D» in IV, 1 f (x) negatir filr x > a> ü , so kaoii nu ABStand erbeben 
den fiafti m eolbrt gelten so laeaeii. Allein ee iet jedenlklli (r > ») 

/'(^)«-<^)='0-rf^)>'0-T) 

wnrans wenn r und s ganze Zahlen (r^a): 
d. b. 
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n - — . — ITT"" r — <(r+i+l — a)M 1 — 1 

f f+l "^V n + 2/ VjtH>2>f 

LAwl man hin a uabttfrAast waehMB ao nibert sich '"J^^T]^ ^ 

Grone (§. 8), bleibt alfo endlieb wie (l-y) *''':d»derllWttor(^y 

»b«r bei a>- U g«gen Null geht, so geht das Produkt der zweiten Seite gegen NulL 
DI» eitle Seile iit, weil r > a. immer positir, woran« nun folgt das« 

Seiet BU a=m4- 1, wo alte ni>~ 1 lejn mais, to itt 

T — m — 1 r — m d — in „ ^ , 

wr --7....—r—r**0, 1, 

f rH-l ■+! 

^_j. m-H— r «— r m~n ^ 
r -rH-l B-M 



m(m-l)..(a—rH-a) (m-r+1) (m~r)....(a— n) _ 
1.8...(r-l) r(rH-l)....(a-l-l). * 

^ m(m— I) im — n) _r. 

Fttrms — 1 ilftlia erste Seite ±1, filr m< — 1 aber nneiidUeb. 
8) Itirt. 

ift ai«o b > a > 0 und x >- 0, so wächst / °üt x. Daraus folgt (weaa r 

eine potitiTe Zahl) 

Selat man hier nach einander rsO. 1» a und addirtt 

-al(a)+b*<b). 
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< 



» - . b>a>0. 

Die erste Seift» uft innpr poiitif ; auf der MWtiUn wvrdMi mit «Beadlieh 

^o v'i)^ MiU, M dAM dar iOriuiiwtli dar smilas SmI» NiU »k Dana» 

folgt: 

^ l,(b-»-l5(fc4-i...(b+D) -0. b>.>a (d) 

a 1^ 

beut man a = ~, ^^"^ nimmt a, jS, positiv, ß ^ Ut so ij»t 
Hieran« folgt in (a) 

a o(a-f-y) o(o 4-y) (o 4- 27) a , . x 
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Vorwort 



Die Integratioii der partielleu Differentialgleichungen ist, der Natur des 
Gegenstandes gem&SB, oamentlich in deigeoigen Tiieileu, die sich auf die 
GleichoDgeu höherer Ordanng beziebeo, noch sehr lückenhaft und unvoll- 
endet, wfthrend die Integration der partiellen Differentialgleichangen enter 
Ordnong alt vollständig dorchgef&hrt angesehen werden kann. Wae mir bei 
dem heutigen Stande der Wissenschaft jeq thon mdglich schien, babe ich in 
diesem dritten Bande cd tbnn versocht und holfe dadaroh bei dem fast gAme- 
lichen llangel eines Werkes, das die partiellen Differentialgleichungen be- 
handelt, den JOngeni der Wisseüsehaft einen Dienst erwiesen zu haben. 

Ich habe mehrere Anwendungen aofMechanikand mathematische Physik 

gemacht, namentlich babe ich die Jaoobi-Hamiitonsche Integration gleich- 
zeitiger Differentialgleichungen mit Zuhilfenahme einer partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung und deren Anwendung in der analytischen Me- 
chanik besonders ausführlich bchaudclt, was bei der Wichtigkeit des Gegen- 
standes wohl gerechtfertigt war. 

Der sechste Abschnitt behandelt die Gleichungen der Hydrodynamik, 
allerdings ein Gegenstand der Mechanik, der in den betreffenden Werken 
ebenfalls behandelt wird; es schien mir jedoch passender, die Grund- 
gleichungen abzuleiten als bloss auf andere Werke zu verweisen, namentlich 
da die (Lagraagesche) zweite Form dieser Grundgleichungen in den be- 
kanntesten Werken nicht betrachtet wird. 

Die Laplaceschen Funktionen habe ich nur in ihren wesentlichsten 
Grundzflgen behandelt. FOr eine ausf&hrlichere Darstellung muss ich auf 
Heines «Handbuch der Kogelfunkdonen** (Berlin, 1861) verweisen. 

Dem Dirichlet'schen Beweise (§.32) da:»s jede l- unktion zweier Ver- 
änderlichen sich nach Laplaceschen Funktionen entwickeln lässt (Grelles 
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VI 



Joaroal XVII), wie ihn Heine ebenfnlls mitgeth^It» bin icli molit gau 
nnbediogt gefolgt; das Fehlende worde in dem nnten folgenden Znsatse 
beigefligt. 

Gleichzeitige partielle DifferenÜmlgleiefaungen hebe ich nfeht behandelt, 

da es mir schien es sey Allgeroeines , unabhängig ?on besondern Aafgaben, 

nicht anzugeben, und die Auflösuiig von Problemen, die auf solche führen, je 

den Raum eines eigenen Werkes einnehmen tnüsste. Ich verweise in dieser 
Beziehung besonders auf die auch in dem Buche mehrfach angeführten Werke 
von Lame: Levens sur la theorie matbematique de l'Elasticite des Corps 
solides (Paris, 1852); Le^*ons sur les fonctions inverses des Transcendantes 
et les surfacos isothermes (1857); Lcgons sur les Coordonnees curvilignes 
et leurs diverses appUcatious (iö59); Le^ons sur la theorie aoalytit^ae de 
la Chaleur (1861), 

Die nachfolgenden Zoa&Ue hielt ich* als snr Erlinteniog beiUagend, 
fbr nothwendig. * 



Zu S.6, Vm, Beispiel 1. 

Nafih der Note m VH (8.38) konnte man aneh 2^ ab wiUkOrliehe Kon- 
Btaaten beliandeln, also dleee OrOsien in x» j, s» «i audrfieken nnd dann Si eliad- 
aifen. Diees lillirt DoChweodig aaf 

•o dato 

aooh «ne Aitegfalgletehoaig ron 

e z p 7. _ 

8x 8y ~* 

ist, wie man auch unmittelbar 6ndet. Diese Gleichung ist in der allgemeinen AuF> 
^ lOsiing- nicht enthaltefl. (Vergl. Zoiais su §. 7, lU). Aehnliche« gilt für die 
Übrigen Beispiele. 

Wir bemerken hiebet, daM nuu in allen Beispielen aUgemetaer Xa = a bitte 
setien können (statt 0) and dam 

«i = » I = Cla-I t 

wodareh sieh etwas allgemeinere Formen eigeben wfirden, wie diese ans aa<^ 
stohradem Beispiele berrorgeht. 



• Die im Bache häufig Torkommende Hi?iwüisunß: auf .Diff.- u. Intglrchg" bezieht sich 
Immer aef die sweite Auflage meiner Differential- und lutegrairedmoog , ron der cUu Bach 
Mftit den diitlea Bsad Uldel 
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W«llM«i BdlfM ra 1. 6. 



8i 6s 9> 

Für 3Cj = a : 



Demnach endlich: 

wo a eine beliebige Konstante. [Vcrgl. Cauchy : Exercioes d'Analjrse et de Ph^sique 
mfttb^malique, Tome II (1841). pag. 259]. * 
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aSvittM tn9.7.IIIand|.9, TL 



Za|.7,IIL 

Die OMh der Note sq f. 6, VII gebildete Gleidni^g, weldie der ptrtielleii 
DifierentjftlgleiehQiig allerdings genflgi and n willkflrUelie KonitMiteii enthllt, iei 
nioht in der allgemeiaen Integialgleieiiii^g •nibaltea, welche sie aber, wie §. 6 
sofort leigt, liefern kann. Wollte man dieselbe aus der allgemeinen IntegraU 
gleiobimg ableiten, so mfisfte man aoDebnieB dass im Falle j«, . . . ^ wülkflrliolie 
Konstanten sind, die 

8f 8f 

anf die Form sarflekkommen, so dass die letatea Gleiobangen (22) flboriftsaig 

werden. — Diese eigenthOnliolie Integralgleieiiang ist es die sonst wohl aineh 
wTollstftndige lotegralgleicbuag" (^nation prinUtire oomplko bei Lagraqge) ge- 
nannt wird. 

Das Gleiefaongssjstem (14) ist in Dilt- u. Intglrohg §. 140, VI aa%ellihrt, wo 
geaejgt ist dass wenn ^ audi t enlhftlt, immer ein letiter Multiplikator geihndett 
werden kann; aber anoh wenn g» nioht t enthMt bt diess der Fall (was a. a. O. 
nicht besonders aasgesproohen ist)* Die dortigen Qleiehnngen heissen dann (ge> 
miss 1. 140, 1) 

8y 8f> 
dpi 8 q, dg» ^ 8p, 

«ipt * * dp, ~~ 8j> • 

9% 8q, 

und man bat (§. 140, II) die partielle DiflereiitialgleicbuDg 

0 p, 0 p» 0 q, 0 4,, 

auf/ulfiscn, der durch »1 = 1 genüq;^ wird, so dass also ein letzter Multiplikator 
imiuer gefunden wird. Diese Bemerkung wäre ror die zwei leisten Zeilen des 
§. 140 eiiusuBchieben. * 



ton denen Ae enle MMh die ente der (refandenen ist, die andern dnrd» Differentiraiig n»ch 
ttt't% diraos eriisHen «erden. Es ist flbrigens leicht. dfepeRMo aas den geimdeaett 
absnieiten. 
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ZoaAiie so {. 10, IV and f. 25, IL 



Zn f. 10, lY. 



8F 

Sntli&U mm F die GrOsaea z^', 7^', s^' nioht» so ist diese GrAsse=:^; «ni- 



h&U aber F die x^', to ist dadureh dass man die z^, 7^, (und dann aaeh 

^ V' y«'. dureh die | «ludiackte, aueh & mittebt der z^', 7^'. z^' in F ge- 
kommen, also 

8F_ /8F ^'p 8_F 8yp ÖF^^ 8F 8F ^Tg' BF ^*q\ 

Also nnr wenn F die (Geschwindigkeiten) z^'. niebi enth&lt, kann 

die Formeln (26') erbalteD. 



Z« f. 25, iL 

du 

Man kann die auf S. 139 gegebene Formel fiir ^ sich auch in folgender 
Weise erhalten denken. 
807 

n = F(t,a, b, c), 

80 ist 

dii_8F 
dt*" 8t* 

Denken wir uns a, b, c durch x, y, z, t ersetzt, so ist 

8u t'F epfa 8F8b ÖFtic_du 8Fba ÖFÖh PF 8c 
at 8t '*'8a 87 "^Sb 8"» "^Sc Ft^dt """ö^ 8t "*"8b Qt ^ 8 c 8t * 



also 



du öu ( F 8a 8F 8b 8F8c_8u öuöa 8u8b c u ti c 
d t ^ 8^ ~ d a 0 t ~ 8b et" ~~ 8 c 8~t~ ät ~ 8 a 8T " 8b 8 1 ~ 8 c 8 1 ' 



Aber da a, b, 0 Ton t unabhängig, so ist 

at 8t 8x8t 8y8t"*'ei8t* Bt"" Bx 8t 8y8t 8t8t' 
and Ahnlich 

8b 8c 
8t' 8t* 

Daraus 
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X ZwUMra|.S8.y.yi und 1.81, m. 

dt 8t "^('t V8^ 8^"^8b 8x"^'ec 8xy "^Tt V8a 8^~*~8"b 8^~'"8c öy^ 

Bz/'euea 8u 8cN _8u 8^ 8a 8y8ji PtSa 

8t V8a 8E"^8b 8^»'^bc bt^^öt ~^Öt öx'^Öt Öy"^öt d»* 



Za |. S8» Y «i4 71. 

Der dttreh (38) gegebeoe Warth tod ^ ist m bemdwinm daat er Null iat fttr 
z = 0 und y = A; aUo bhim Mieb f (z, r) dieselbe Eigensehalt bAbeo. 

Eben »o ist in (40) notbwendig f (x) Null für x — Ü und x Ä. Die (40) 
beiüst Übrigeos : 

i --CO«— — / #in— -£(B)a«+— i— X 

Bt:=i LA / ,/ Q A Amn A 

■o ist wegen f (;i) = f (0) = 0: 

«*— r-f(a)8ii— ~ / «M— T—f (a)8Q, 

0 A mit J 0 A 



ao daaa 



— m-^ / «n— -P(tt)8tt] — ^— , 

A y 0 A ID 



wan jet^t erst mit der von Duhamel a. a. O. gegebenen AuflOaung fibeieinaUmmt, 
wenn man die dortigen BeaeichnuDgen beachtet. 

Ztt f. 82, m. 

Dass Y' (G) endlich svyn müsse ist uiuTliis^liolie lU'ding-ung, da man sonst die 
Endli<rhkcit von qn' (x), \p' (x) nicht behauptt ii kann. Den Beweis dafür fuhrt 
Dirichlet in folgender Weise, Um zu zeigen dass i^' (x ) endlich sei , stellt er die 
Behauptung auf, es genüge nachzuweisen dass ^ 

V'(H-«)— ^(x) 

Teraehwiade mit rerschwindendem a. Dieae Bebanptttag Ut niebt allgemein 
nebmen, wie der Fall 

für z = 0 aeigt, da dann 

V'(H-a)-V'x 
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Zonli n |. SS. m. 
imiDMliiB gegMi Null gAi mi alneliiiMadsin », dagvgiii 



8> 

uneiidlicli »t. Lftaat man aber di« Bdiaoptuag gelten, m bat 

F(e)«ne8e F(e)#in08e 

(x «) — I*/ (x) = / == — / — =^=1= 

y« Vsi«Me— «of(x-^«)i y •V2(0Me— «Ml) 

/*•»• • p(e)nite8e 
. V2[«0«O— M«(xH>«)J 

Da« ente lotegim] »I 

g m Q 8 Q 

wo H ein llitfeelwertb ren F(9) Ihr 6 von x bis z-4-e. Da woiter 

r «r»0 8 6 ,yr— — ^ 

' I ■ — = — V 2 [ew e — CO* (x H- j , 

Vsi«Me— M#(i-f-i)] - • ■ ; \ ' TV 

■o iel 



. V2[<o#©— «o#(x+«)J 



nnd also Tonehwindet 



mil e. 

Betrachten wir nun 

rp(e)r— - ^ ymeee ^ 

y 0 Ly^co/Ö — cojrx Y<^^'^ — cot {x + s)J VS 

80 ist die eingeklammerte Grösse immer positiv, da 

«o* 0 — eo$x<^e0$0 — cot (x -h a) 

und 

Hiemaob wenn wieder M ein liittelwertb von WiB) Ar S Ton 0 bie x. iet die 
eben angegebene Grosse 

^ rr 1 1 1 »nQ 8Q ' 

yoLVeote— «otz Vtfote— cM(x + «)J V'ä 

8=M[V2(t~eMx)H-/8r«ofx--«M(rMl-V2[l-Mi(x + s)]J, 
was Ar s SS 0 auoh m 0 wird. 

Denmaeh wird }p(x H- <) — V» (x) Ar e = 0 0 : daraus soll folgen dass tff* (x) 
endlich sey. £ben so erhalte ma dass ^'(x) «ndlieh. Alsdann bedarf es aller- 
dings der y<Mraiissetsnng, dass F'(6) endlieh ist, niebi 
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firster Abschnitt. 

Integration gleichzeitiger Differentialgleichungen mit 
partiellen Diffiarentialqnotienten enter Ordnung. 

§.1. 

* OldohuiffMi nH drti Twtodtrilakeii. 

I. Sey z als Fonkdoo der zwei uoabbäagig Veränderlichen x, y so zu 
bestimmen, dass 

H='. .-;=«• <•> 

wo P imd Q bekftont« FHioktionm tob x» y, z tejn soU«n. 

Da die Gleichungen (1) geben: 

8«» _8P 8P8f 8'» _SQ 8Q &% 
8x8y~8y "^8« 8y' 8 y 8x'~8x »■ »x' 

ferner -r^—r^ »t, and man 1^ ^ P* Q setzen darf, so ist noth- 
oxüy 9y9% OS oy 

8P 8P 8Q 8Q - ^ 

87-^r»Q-87-^8T'- ® 

Ist diese Gleichnng nicht identisch erföllt , so ist et nicht möglich , z 
ans (1) zn bestimmen (d. Ii. e$ gibt keine Funktion S von t nnd y, welche 
jenen Gleichungen genügt.) Wir wollen nun annehmen, die (2) habe 
identisch Statt, and anter dieser Voraossetsaog s als Fonktion von x 
ood y aus (1) zu bestimmen sachen. 

Betrachten wir zu dem £nde zunächst nnr die erste der Gleicbongen (1), 
in der wir vorläufig y als konstant ansehen wollen. Alsdann ist dieselbe 
eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x und z, 
die also nach bekannter Weise zu integriren ist. Die eintretende willkür- 
liche Konstante miiss aber als Funktion von y angesehen werden, da diese 
Grösse bei der Integration als konstant behandelt wurde. Sey nun 

f(z«y,s,T) = 0 (3) 
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4 laltgniiMiwittrflMdntil^rtNiMviilialg^ 

die lot^gnlgleicboog der ersten Gleichung (1), in der y eelbst auch tot- 

kommen kenn, in so ferne es in || = P enthalten ist, nnd worin T (als 

Fonktion voo y ohne x) die Rolle der willkürlichen Kuuätaatea spielt. 
Lässt sich Y so bestimmen, dass die Gleichung (3) auch der zweiten Glei> 
chung (1) genügt, so ist miseie Aufgabe erledigt. 

II. Soll aber (3) andi der «weiten (1) genflgen, so mnss ans (3) 
gezogen, den Werth Q haben. Ans (3) folgt wenn man nach y differansirt: 

welche Gleichung gibt: 

8£ 8f er 

Bs 

Diese GrOsse soll nnn gleich Q werden, oder genauer gesprochen, 
wenn man ans ihrT mittekt (3) eliminirt» so mnss sie mit Q identisch wer- 
den. Da diese Elimination, vor der Bestimmong von T als Fnnktioo von y, 
nicht sweekmässig erscheuit, so können wir anch s mittelst (3) aas obigem 
Wert^ nnd ans Q eliminiren; ist das Resultat beide Male, dasselbe, so wird 
die venaogte Bedingung ebeniEslls erflillt seyo. » ünter der Vorsnsiettnng 
also, s sey ans (3) ermittelt, mnss identisch 

8f £f 8Y o 
8y aYBy _ 8Y 

8t 8T 

seyn. Da nnn aber Y bloss von y abhängen soll, so darf x auf der sweitm 

Seite der Gleichung (4) nicht mehr vorkommen, und wenn diess so ist, so 
wird die Integration der Gleichung (4) zwischen y und Y immer letztere 
Grosse als Funktion der ersten geben. 

Setzt man znr Abkürzung die zweite Seite von (4) gleich /u, so wird |t» 

8« 

kein x enthalten, wenn — = 0 ist [wo z schon mitteist (3) ersetzt gedacht 

ist]. Beachtet, man dass s in zunächst noch entwickelt vorkommt, je- 
doch nach (3) zu ersetzen ist, so gibt die Bedingung dass ^ kein x enU 
halte, die Gleichung: , 

8ii btt 8 z 

WO die Differentiaiquotienten natürlich rein partielle sind. Da z ans (3) zu 
ziehen ist; diese Gleichung aber Integralgleichung von || = P war, so ist 
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~ gezogeo aus (3) identibch mit P, weuu z ebenfalls mittelst (3) ersetzt 
wird. * 

Die BediDgDDg (5) ist alao endlich 



6x 8s 



Fuhrt mao hier den Werth von ein, so wird diese Gleichung zu 
i< 8«f egef e»f n et i^pef 8f>. 8»f 

V^8x 8» 8x 8» 8i 8y>/ 8T \^8«^8y^ 8x8T 

^V.^8P"^8l hi-^W^O 8t' ~t^8i"^8ij 8i8Y^-°' 

Da'nber ans (3) folgt 



) 



8f 

8 z 8z 



8x 8f ' 

8z 

and diese Grösse =P seyn moss, so ist identisch 

wenn i nittetst (3) hier eraetst wird, wodurch in (6) nnr x, >, Y en^alten 
slnd.^ Da aber <iäese Gleicbong eine identische ist, so Itann man slwnach 
Jeder der drei Grossen Ar sich differenziren; beachtet man dabei, dass das 
noch entwickelt voritonnnendes eineFonktioo von z,y,Y [vermöge (3)] ist, 
so gibt die DilTerensinmg nach y, Y: 



8*r 8»f 8z 8'f 8;f 8«-\ t)f/^ep 8P8»N_ j 

x8y 8x8«8y'^ V8y8« 8»»8yy 8ii^8y''"8« ^j) *\ 

x8r^8x8»8T^*^V.8i8T^8«»8Ty^8i8i 8Y ) 



WO 1^, mittelst (3) aus 



folgen. 



8f 8f8z_ 8f.8f8z__ 
8^-*-8i8j-*^' 8f^8i8Y = ^ . . 



8'f 8' f 

Zieht man ^^-^ . aus (a) and setzt in (5') ein, so erhilt man: 



* ADMdingi «Mnaa, ^ nidi % «flimittiit nid T nllMlil dmlbM 

8 % 

CH«idinag «UmiDirt, «igentlieh P identisch fflr ^ erhalten. Eben deashalb aber vird maa 

ox 

8 z 

aadi, WM» I aas P VBd den Warthe tod — wia Iba (S) Usfnt aHmfaiirt vM, Idsnüssha 

8x ' • 

Becaltals «flialtn. 
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$ TdlMtadlii DiÜMBlteliltidNng nkdm M YmtMUbn. 



/- 8'f 8Q8f 8*f 8» 8»f p ?^ 1« _ 8f 8P 8P 8f N 8f 

V.^axds~''ax 8i dsdsdj 87 ds 8s* 87 8s87'^8s 87/ 8T 

8^ 8Q 8_f 8'f \ 8 f 
V^8i»"'" 81 8»"'"8yÖ£y 8Y 

V^8i"^8yy V8x tit er"*" 8x' 8Y 8« QyJ ' 

wenn man (b) beachtet. Diese Gleichoog gibt: 

8Y V 8y 8x ^81 8«y 



8_f 8 f 
dz 8' 



8*f p8^^/^o8J[ o-^ — ^J^ ^* ^'^-A 
V-öxe»"*" 8»V V^ÖY "^^8* 8Y^8y 8Y 8Y Öj^'""'*' 

Ana (b) folgt 

8_f 8e^_ er 8 «_||. 
87 81 öYe7~ • 

so daaa dieae Glaichoag aneb heiaat: 

woriu allerdings z aas (3) zu ersetzen ist. Da non (2) identisch erfUllt 
iat waa anch 2 sey, so iat die (c) eine richtige Gleichung nnd fi mit^ frei 
von X. aobald z ans (3) ertetat wird. 

Die DifferentialgleichuDg (4) d. h. ' • 

bf 8Y ^8f 8f ^ ... 

»Yry-^^8--.-^8-7'=** 

liefert alsdann, integrirt, Y als Funktion von y (mit einer willkürlichen 
Konstanten). Wird diese Grösse in (3) eingesetzt, so ist der aoa (3) 
folgende Werth von z degenige, der den Gleichungen (1) entaprichU 



nL Die Gleichungen (1) werden h&nfig in einer Form dargestellt, die 
▼on der hier gegebeaen abweiebt H&it man aich ninlioh an die Vor- 
atelloDgaweiae von Differentialen, so aehreibt man anch 

<fts=PrfxH-Q</y, (7) 

und nennt diess eine vollständige Diflferentialgleichung zwischen drei Ver- 
änderlichen. Die Gleichung (2) wird dann die Bedingung der Integrirbarkeit 
der Gleichung (7) genannt. Die Form (7) rfihrt davon her, dass wenn <lx, 
dj Zunahmen von x nnd 7 aind, nnd dz ^ entsprechende Zunahme von s 
voratellt, nach dem Taylosaehen Satse wenn man die hObero DimeaaioB«! 
von dz nnd dj vemacbUasigt iat: 

j 8 JE , <-' ^ , 
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80 dass aas (7) nothwendig die (1) hervorgehen. Da aber die (1) eine voll- 
koinineu klare Bedeutung haben, was der (7) oicht nachgesagt werden kann, 
80 haben wir diese Form vorgezogen. 

Die (3) ist schliesslich eine Gleichung zwischen x, y, z, stellt also 
geometrisch eine krumme Oberfläche vor. Daher kommt es, dass man zu- 
weilen sagt, die (7) sey die Differentialgleichung einer krummen Oberfläche. 

Man ba* fBr Fall, da« (SO nieht erfttllt ist. aiigfgebaa die UMm QMdiMfMi: 



in deneo Y eine beliebige Punktion ron j ley, kdnnUn als ein System ron Integralgleichungen 
TOD (7), d. h. (1) angesehen werden. Da aber swei Oleicbaogen ■viiehen drei Verlnder* 
UeheD nldil sval mabblDgig VertndwIldM anjawaa, m Iis «Im lolciw AmUMi tm v«r> 
verfen, indem sie gegen die Orundfordenug, t als Ftoktfwi dar bdldaa ■naMiingig Vw» 
laderlicben x und j wa bMtinuaaa« UUiL 



auf das hier Betrachtete zarfickkomuMD, ist leicht eniehtlich. — Eben so 
genügt es, thatt&ehUeb an aeigen, dass in (4') X nnd z zagleich ausfallen, 
am damit auch zn erweisen, dass (2) erfüllt ist, so dasa bei einem Beispiele 
es nicht gerade nothweadig ist, vorher die (2) ia Besag aaf ihre Bicbtigkeit 
zu pcflfeo. m 



01 «X « ßf8Y ^8f 8f 



Daaa swei Gleiehoogen 




BabpMa. 



1) (H-y)^H-y+a=0. (,+y)^-hx4-a«0. 



Hier ist 



IM« eisCo Oleiflhnag gibt (Difll- u. Intgrlrebg f. 91, III) 



d. b. laaa hat als latcgialgleiahiiBg daiaalbeii: 





Ey + a-l-s, 



und mitbin die (40: 




y' + e. 



sodaas also 

(y -t- «) (x -4- y) = y' 4- c , i y 1 z y c 
die Iniegralgleiobuog der Toxgelegten Differentialgleiobiuigeo ist. 
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— ; Q = ^ — -. I(y + «)=e+l(x--y). 

!■ — y y(x — y-h»öx x — y 

also , 

y+i=(x-y)T, « = (x-y)Y-y. 

und folglich die (4') : 

"»y )r(«— y) 

8«Cli BUUi hier z eiu , so erhält man 
•o dut eadliob 

(l — c y> (y -+- x) = c y (x — y) 
die Ipt^algUichuog iti, die man, wie leiobi eniobUich, «och tdureiben kaui 

8. W«leb«t Iii die krainffle Pllebe, deren TnogentMebene im Puikte y* s) 
sur Qleiohrag hat 

• itt-^-l-by(f-y) + t(t-i) = 0, 
wenn |. i; . t die Invfenden Koofdinaten find. 

Da die Gleiohung der Tangentialebene im A.Ugemeinen iat: 



so ist also 



wonwt mn folgt: 
so daM also 



s»-+-»x* = T, Y = -by'-J-o, 

a»* + by»+i« = e 
die Gleiefanng der gemiebten Iiiohe ist. * 



* In dem oben angeführten v*%inne sagt man aneh, et ity ads + axdx + by dy = 0 
di« (TollsUndige) DiffereuUalgleiebuog dieser FlAcbe. 
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§2. 

GleichuDgea mit beliebig vielen Verftoderliobeo. 

L Seyen X«, X|, .., beiuuinte Faoktionen der n + 1 Verinder- 
liohen Z| , , . x., z und es soll s als Fanklioa der ikbrtgen QrOssen Zf, 
% , • . , X. so bestimmt werden, daee 

~-X -^-X ^-X (1) 

»1^-^" e«,-^» 8,.-'^- ^'^ 

Da Ideraos folgt : 

_8»8 _8X,_8X, 8« 8'g _8^, 8X. ^ 
8xrtx, 8 X, 'cz bx,' 8x«8x, 8 x, 8 z 8xr* 

SO mou also, damit die Au^abe gelöst werden kann, ideotisob seyn: 

worin die Zeiger r und s alle mOglicben Wertbe von 1 bis n baben. Die 
Qesammtiabl aller wesentlicb von einander verschiedenen Bedingnngsglei- 

chongen, die aas (2) folgen, ist somit = ^^^^}\ 

Sind alle diese Bediogottgra erfüllt, so kann die Aufgabe in folgender . 
Weise gelöst werden. ^ 

IL Angenomnwn, es gebe eine Gleiehv^ swiseben z, z«, mit 
einer in Bezog auf diese Veränderlicben konstanten GrOsse «r, die den 
ersten r Gldcbongen (1) genfige (r < n), wobei z^t > • • • » g«» wohl aneb 
in dieser Gleichong vorkommen kOnoen , jedoch sich wie Konstanten ver- 
halten. Alsdann wollen wir ons die Frage stellen , ob a als Fanktion von 
x,^, so bestimmt werden könne, dass dieselbe Gleiehnng anob der r+i*** dar 
Gleichangen (1) genüge. Sey 

diese Gleichung, die z^-i vielleicht auch entwickelt enthilt. Ans ihr moia 
also folgen 

nnd zwar werden diese Gleichongen (4) identisch seyn, wenn man ^ 

ans (3) zieht nnd dann etwa z mittelst (3) eliminirt. Unter dieser Annahme 
ist also identisch: 

8f - 8f — 

Soll nun aber die (3) aacb noch derGleicbunrr ^1- = X,^, genügen, so 
muss ebenfalls identisch |^wenn z aus (3) ersetzt gedacht wirdj : 
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8f 8f_ 8f 8a ^ ^ 



• » 



8x,^i 81^' 8a Öxm-i 

M711. Fällt MS dieser Gleiehoog, weno s enetst wird, aaeh (m < r) ms, 

d. K iUlea ngMeb jCc • • • • «i x. vegt so Hefinri die IntegntioD dieser 
zwischen a und z^-t bestehenden Differentialgleieboog a als Fonktioi von 
x,^, in der verlangten Weise. Die eintreteode willkikriiclie KoastMle wird 
fibrigeos als Faoktioa von x^^» • • • » z> Msosehen seyn. 

8a 

Du« aber Zm MsfUlt lltst »ich vie in S. 1 erweisen. Zieht man aiu (6). so mu&& 

der DiffereotialquoteDt dieser Grfisse nach z» Null sejn. Diess liefert: 

V8«r+i Öz« e« ^'82 8z„^Öa 

8»f 8Xr+i 8f ^_ e»f\„ 8f 8f ^ 6f>v 

l.8Z;rö^"^ TT 87» j ei; " KJ^x 

8»f . 8'f ^ \ - 

V8V87;-*-87rzM=®- <•> 

Da die (6) identisch ist wenn man % aas (3) ersetzt, so kann man sie nach Zr^i* a diflfe- 
reaaiwa, wtdawh nua wiilll ; 

8>. 8xr4-i- 6>»Bb 8ir4-i V8t8sM-i 8b' 8sM-tV 

»• V,8i,*i^ 8. 8«,4.J • / 



' 8 

8»f 8'f Öx 



8ib 8« 81» 8s 8« 



8'f 8»f 8s\ 8jeX»8_s 1 
"*'^''V8«8«'^8«»8«y'*"8« 8s ba~^*\ 



8f 8« « 8f . 8f 8z 



«0 8>ri>i OS 8sm>i 0« &s8a 



»«•Iii (^) SBd (<) wM «• (s) «I» ia f. I» 

8f8f/^ 8X, . 8X,.»i . tXt^t - ^ 
8i 8i n^."^"8ir ^ "fi TT^ =®* 

eMdnsg ««|tB M «inte Mi 

III. Der wirkliche Gang der Rechnung ist nun der folgende. 

Man integrirt zunächst die erste Gleichung (1) zwischen z und x, (also 
r=: 1) und findet die Integralgleichung (3) für diesen Fall. Jetzt bestimmt 
mau aus (6) , wo r = 1 , die Grösse a als Funktion von mit einer ein- 
tretenden Konstaaten ß, so dass die (3) jetzt die Form 

f(Xj,S„S, ß) = o 

hat. Bestinunt mm mm ans (6) f&r r = 2 , indem man ß f\^a schreibt, ß 
als Funktion von Zg , so erhält man eine Gleichung zwischen x^ , x, , x, , z 
und der ein^retretenen Konstanten y, welche den drei ersten (1) genügt. 
Wie man hier weiter gehen kann, liegt klar vor Aogen« 
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IV, Wie beretta in §.1 Uigemerkt, pflegt mao das System (1) aoch 
dordi die einzige Gleichung 

di=:3[t dxj -t-X,<fl, + ... + X„dx„ (7) 

zu ersetzen« und nennt die durch (2) angedeuteten Gleichungen die Be- 
dinguDgsgleichuugeu der Integrirbarkeit von (7). 

Uebrigens kann man das System (I) wirklich durch eine einzige Glei- 
chung ersetzen, ohne von DiÜerentialon Gebrauch zu machen. Sieht man 
nämlich Xj , Xj , . . . , x„ säramlich aU Funktionen einer einzigen' Grosse t an, 
so kommt die Aufgabe die wir uns hier gestellt haben auch darauf hinaus, 
z als Funktion von , , . . . , x, so zu bestimmen , dass was immer für 
Funktionen von t die Grössen x^, z. auch seyn mögen, man identisch 
habe: 

Soll die (8) besteben, welches auch immer die Formen der Funktionen 
Xf , . . , x„ von t sind, so sind die (I) nnerlässlich. Denn wireo z. B. x,, .., . 

X. einmal Konstanten nach t, so müsste ^ = ^t^ seyn, also da ^ 

= ^ ' , nothwendig p- — X. a. b. w. In dieser Form wäre die Olei- 

. chung (7) leichter zu verstehen, und wir werden spl^ter Gebrauch von 
dieser Anschauungsweise maclieu. 



Q II _ 

«iC«,+X,+X^)^H-«(l + Xt+xJ=s:a 

x^-MjH-Xj x/ Xi-M,-+-x, x,*^* Xt-»-x,-»-x, X," 

Die drei Bedingung-sgleichungen (2) zeigen »ich crfiilit; doch genügt es f^r 
uns die tbatsiUshlicbe Reohnung zu führen, und zu zeigen dass die Elimination von 
a immer toh dem gewfluohtmi Erfolge begleitet ist. 

Die erste Gleichung, zwischen x« und x, liefert integrirt die Gleichung: 



et Ii — 1 

Ans dieser Gleiohmig folgt duroh Differensiiung nach : 

8a . 8x . 8e 

end da disss auch der zweiten Glaidiaag genflgvn totts 
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Aswtadai^ in der Mechanik aal 



Fflbri man obigeo Werth tod s ein fo ergibt tieh: 



Durch DiffereiuiniJig nach Xg ergibt sich hieraua : 

Führt mMi s eia «o ergibt aioh 
•o dut MAieh 

c X| St ^ t «s % -4- ^ + % "f- ■ 
di« gMVolite tntogralgleidMisg isk 

Anwendung in der Mechanik. 

V« Sind Xt , y« , Z| die drei reehtwinUigeo Koordinaten eines Panktes 
iDt ; » Yi > ^2 Punktes ; ; x„, y., die des Panktes ra«; 

80 saf^'t man in der Mechanik oft, die Grösse E„ (X, dx^-h Y,d \\ + Z, dz^), 
wo das Siinimenzeichen sich auf den Zeiger i bezieht der alle Werthe von 
1 bis n darchlttuft, müsse ein genaues Difterential seyn, wenn X,, Y,, Z, ge- 
gebene Funktionen der 3 n Veränderlichen sind, (Vergleiche eiwa Poisson 
Mechanik II, §§.564. 583; Duhamel Mechanik II, §§.60-63, 127.) Es 
kouiiDt diess darauf hiDauü, dasa es eine Funktion u vou J^i» yi> , . . . . , 
^•1 y»» z. gebe, so dass 

8a 8n 8a 

Xf Oft ö «r 

Da die Grössen X,, Y„ Z, kein a enthalten, so folgt nach der gegebenen 
Vorschrift: 

woraas wieder a= Jt^Jt "^ßt mithin a + ^=^, wo t weder 11 noch 
entbftlt Fälirt man ao fort, so eredieini snletit n unter der Form e 

f (3t|t yi» *i » • • I Jm» *■)• 

Eine aninittelbare Anwendung dieser Formel hat man beim Piiniip der 
lebendigen Kr&fte. Ist p, das Gewicht dea Pnnktea m,, eo bat man 



Digitized by Google 



4m iMMip 4« MMBÜgtB Kvtri». 



13 



wie sieh unmittelbar rai den OMehoDgeii dar Beiregsiig de« PooktM n«: 

ergibt, in denen X„ T,, Z, die Seitenkrifte der aaf ro, viikenden Gesammt- 
kraft beseiebnen, nnd t^ wie immer, die Zeit bedeutet. Jet die Geicbwin* 
digkeit Yen aor Zeit t, ao keiaat obige Gleiebnng aneb: 

Sind nun X„ Y,, Z, so beschaffen, dass £ (X, äx^-t Y, rfy, H- Z, d z,) 
ein genanea DUTereiitiai ist, * so erscheint uaoh dem Obigen die zweite Seite 
aia DilTerentialqaotient einer bestimmten Funktion 9 der 3 n Grteaan Xi, y«, 
S| • • 1 Jb« I« aaefa i (IV), mid man hat also sofort: 

±£2l^,*=p + C, (g) 

in weleher Gleichung die Zeit entwickelt nicht vorkommt Man aieht daraaa 
bekanntlich den S«ta, dass wenn S (X, <f x, + «ly, + Z, dz,) ein genaoea 
Differential ist, die Aenderoflg der lebendigen Krafk (ArbeitsgrOsae) nur von 
den Anfangs- und Endlagen der bewegten Punkte abhAnge nnd nicht von 
den Wegen, die sie beschreiben mnssten um von der einen sor andern au 
gelangen. 

Tl. IM« ia y gsüifdarle B^diagOBg tat uaun Andefen in folgendm swei FlOeB erflUlt: 

1) W«Bii 4to benegl— Pookte aar dar Aasiehiiag von feiten Penklen matittwmtm 
«ad das Geeela dir Aasiehu« dank eint taiktiea 4m AbMandas gtgatai hk 

Bind aSMÜdi a«, K. a» dia Kaatdiaalaa «iaaa dar aatiahradan Paskla (dana 2aU m 
wugm aag), aa kl wana e.'=3(a.~a,>«H-(ki,—y,)>+ 

<Ii tfl dt L ^ ilt ^ dt ^ dtj 

va£alabaarissi,..,aibaBiahfe. Abar 

'^^•^ L-iT" di-^"-^ — d^ J = - dV • 

alio 

aa daai alaa Jadar aiasehw Thail dar fai (0 vatkonnfliidaa Saarana Mr ifdi aia vaÜMSadSgar 
DUhrflotUlqQoCieat iit 



* Damgriiii«adiaBadiatBati|M«baagaa^,diäJatatdiaF«nn 

•ai°°*aa,' ay. da, * 8y« a«,*" *"^* 
habitt. T«, Z, dOxCn t nicht anlvkkalt aalhaltatt. 
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2) Wenn die Punkte ihren m— i ft i nit EtevMtngtB tm wi fc tt aiad» 41« nadi «inar 

Fonktion des Abstände wirken. 



in MfTMkä (0* te giginHltw Etawklai^ miar Ptakto 



Zweiter Abschnitt. 

Integratton d«r partfolleii PifliMPWitialyieiithwngw «ntnr 

Orduung. 

§.S. 

Allgemeine Betracbtongen. 

Eine OleffllnuDg iwitelien viiabhlDgig VertadmrlielMn z, y, • imd 
4m Toa Unmi abhingagen n, welche auser dieseD YefiiiderlioheB nor Doeh 

die Differentialquotienten erster Ordnong Ton « nach z, j, ... eotilllti lieB* 
nen wir eine partieUe Diffecentialgleicining erster Ordniug. 

Wie bei der Integration der gewOhnliclienDUrerentialgleicliuagen erster 
Ordmmg sviachen zwei Verinderlieben geieigt'wird, data jede iolehe Glel- 
ehnng ana einer UrgleichoDg entstehen kann, die eine (willkQrliche) Koo- 
stante mehr enthält als die DiflferentialgleiebaDg, so kann hier gezeigt wer- 
den, dass eine partielle Differentialgleichong erster Ordnung zwischen n + 1 
Veränderlichen aus einer ürgleichnng eotatehea kann, die eine wUlkfirlicbe 
FanktioQ gewiaaer Gröasen enthält. 

* Hierau «rgfbt sich die bekannte Formel fQr die Berechnong des Oevians an lebendiger 
Kiaft (Arbeit), der tereh die AnBlheraa|t-Be««gaag wmtk» Pa^le» die irtliulliii in Ab- 
•uadei^,ieIclMlBra«r«)diid-- gMehfial veleben Weg sie beathnibea. Es iik Jeisi 
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Seyen etw^Xt, Z|, die unabhängig Yeränderlichen» s die ab- 
hängige; ferner g>i , (pj , - - , g>n gewisse bekannte Fonktionen dieser n+1 
Grossen, so läset sich ans der Gleichung 

f(i»t*^**-*^=0 (1) 
eine partielle Diffierentialgleiehnng bilden, in der von der Form der Fonktionf 
Nichts Torkofflmt, so dass diese gani willkllrlicfa bleibt Denn die Dilforensi- 
mog nach x«, x« liefert: 

8^1 VjBx."**«! a«J"*"**"^8», V.»». »a 8aJ~"* 
Aas diesen n Gleichnngen lassen sich bei der besondem Form derselben 

8 f 6 f 

die nGrSssen r — , ... r — eiiminiren, wodurch man eine GleichuDC erhält. 

in der von f keine Spur mehr vorhanden ist, und die ersichtlich eine partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung seyn wird. 

Dass nun die Gleichong (1) auch schreiben kann: 

ist onmitteibar klar. 

io hat naa w«na -^=4>, ^=%bi 

8zi ""8911* 8tSi'* Sxt^O^Xt' l|x^ S^Xi' 
wcfans sofort: 

8s . 8z 8s ^ 

Dass aber, wenn (1) mehr als n Funktionen 9» in sich enthielte, die» 
selben nicht eliminirt werden könnten, ist leicht zu ersehen; ferner kommen 

zwei oder mehrere willkürliche Funktionen derselben n Grössen q>i , . q>n 
eben auf eine Funktion dieser Grössen zurück, so dass wir sagen können, 
die Gleichung (1) seydie allgemeinste Form von Urgleichungen, aus denen 
eine partielle Differentialgleichung mit n+1 Veränderlichen entstehen kann. 

Sind wir also bei der umgekehrten Aufgabe, eine gegebene Differential- 
gleichung dieser x\rt zu integriren, zur Form (1) gelangt, so können wir 
sagen wir hätten das allgemeine Integral gefunden. 

Da wir thats&chlioh seigsn werden, dass dasselbe gefunden werden 

kann, nnd nur in einer einzigen Weise, so dürfon wir uns weiterer Torlänflger 
Uotersachungen wohl entheben. 
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IntegrAtioii dm ttnMren Dilbrmcf alglttldmnf . 

I. Seyen x,, x,, .., x„ die anabhängig Veränderlichen, z die abhängige, 
und Xj, Xj, .. . . , X«, Z F^unktionen dieser n 1 Grössen. Man 8oU nun z 
80 bestimmen das» diese Funktion von Xj, der Gleichung 

genüge. 

Gesetzt die Gleichung 

f (x^, X,, . . . , X,, £) = 0 (2) • 

bestimme z als Funktion von , . . . , x„ in der verlangten Weise, so mössen 
die Differentialquotienten von z, gezogen aus (2), der Gleichung (1 ) identisch 
genügen, vorausgesetzt allerdings es komme in (2) keine willkürliche Kon> 
staute vor, die nicht auch in (I) vorhanden sey. Aus (2) aber Iblgt: 

Zieht man hienuis -J-^ mid setit diese io (1) ein «o erbAlt man: 

Ol». 

welcher Gleichoog die Funktion f(xt, x,, .., x„, i) identisch genügen muss, 
wenn die Gleiehong (2) x ale ehe Fooktioo tod Z| , . . , x, bestimmen soll, 
welche der (1) genügt 

Es lässt sich nun auch leicht einsehen, dass wenn f der Gleichung (.3) 
identisch genügt, die Gleichung (2) als eine Integralgleichung von (1) 
angesehen werden kann, d. h. dass dann ans (2) nothwendig die (t) hervor- 
gehen wird. Denn ans (2) folgen die Gleichungen: 

_?1-i.ü1L— o il-^L?!*— A er er %% _ 

»a»"*"««»»," • a», 8s8*,~* * 8».***8f a«.~~ 

8 f 8 f 8 f 

Zieht man hieraus r — , r — ..... s — und setst diese Werthe in (3), 

0 Xj 0 X{ 0 Xn 

welche Gleichung ja identisch richtig ist, ein so erhAlt man nnmittelbar 
die (1). 




• Wo nidito Bemidw«! btmeikt «ird, «ind dis Oig«r«iitiaiq«oti«iit«ii inmer nia yai^ 
tldle, ia «lagMdizaiiktmtra SIubs des Woitss. 

** IdenMtcb genQgen heisst, wenn f \n (3) otageistst wird, bo mau die erste Seite tod 
•elbst ro Null worden . oder alle Glieder müssen nich gegenseitig aufheben. Wir schliessen 
dabei die Möglichkeit, es entlialte f willkürliche Kunstantea, d. b. solcbe die in (1) nicht 
Torkomnsn . gaas am, da wBm% die ^) aklit kinrsweg id«otficli vtra, matt vielmehr vorher 
eine Elimination romehmen ndlaite. Man wird beaihteii, daas In Ul diese MOgUdiltelfc 
ebeafalla aosgeiehloaaen ist. 
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Alto folgt liier«», dm eioe Funktion f dtr OröMen Z|, . . , z., s, welche 
der (3) identiech genügt, wenn sie gleich Noll geeetit wird eine Gleiehong 
liefert» die ab einelntegralgleiehinig von (1) aogeeehen werden knon; wah- 
rend aas dem zneret Gesagten hervorgeht, dass es keine andern Integral- 
gleichoDgen geben kann [inmer mit der Bediogaog , dass diese Fimktion 
keine andern GrOsaen enthalte, aU die in (1) auch vorkommen]. 

n. £e ist nan aber wohl denkbar, daas es mehr als eine Funktion 
geben könne, die der (3) identisch genOge. Suid ff , . . . • ( solche, so he- 
haapten wir dass auch 

wo 9 eine beliebige FOnktton der Grossen f| • . . . , vorstellt, an die Stelle 
von f gesetit, der (3) identisch genOge. 

Data gebort dass 



sey. Aber 



woraus folgt: 



8z. 64 e«."*" eil »«."*■*••"*" 84 »!.• 
ey _8» Btj 81; ^££lt 

8t 8I; 8»*^8f, 8a '*"***"*'84 8t ' 



T ®^-uT 8»> 8»> 



(6) 



c f, V 8 Xj t Xj b x„ e Zny 

Da aber die f| , . . . , der (3j identiscb genügen, so ist (identisch) 

80 dass die zweite Seite der Gleichung (6) NaU ist, mitbin aacb die erste, , 
d» h. die Grösse (4) genügt ebenfalls der (3). 

Daraus folgt dann dass die Gleiehong 

in der 9 eine gani beliebige Fnnktion ist, ebenfalls alslntegralgleichnng von 
(1) angesehen werden kann. 

oi«at«r, nisiwirthi iiügni-aMiMaf. m. 3 

Digitized by Gofi^e 



18 IiitegnlloBdwpHtknMlMihitBlId^^ 

Die Glelcluiog (6) zeigt sofort auch, dase keine wUlkArliche 

Funktion von Formen f, die nicht der (3) genfigea, gleich Noll gesetst, 

Integr.ilgleichang von (1) seyn kann. Denn alsdann wäre die zweite Seite 
in (6) oicht ideDtiech Moll, iDdem sie es bei der wUlkOrlichen Beschaffen- 
heit von 9> nnr werden kann, wenn jede Zeile von selbst Knll ht. Ist aber 
(5) nicht erf&lit, so ist auch (7) keiae Integralgkichnng von (1). 

Hiernach handelt es sich vor AHem nm 

Anfnchang tod Piittlrti«B«ii, weleb« der (S) idantit^ genügen. 

III. Gesetzt man bilde das folgende System gleichseitiger Differential- 
gleichongen: * 

dXj dXg X% dXm Xa . 

Ji^'z' dr~2 di-z* 

nnd Seyen 

dieintegralgleichongen desselben, worin die f^, . . . , f. keine der eintreten« 
den wiUkOrlichen Konstanten c,, . . , c. enthalten,, so sind die Funktionen 
fft • • • f« so beschaffen, dass sie, statt f gesetst, der (3) identisch genOgen. 

Sind die (9) die Integralgleichungen von (8), so inuss, wenn man die 

(9) vollständig nach z differeosirt, dann die Dififereotialquotienten '^••••« 

-^-^ daraas sieht, das System (8) Identisch erscheinen, da die f kerne will- 
kürlichen Konstanten enthalten. 

Differenzlrt man also die (9) nnd settt f&r ^ . . . . die WerChe (8), 
so mflssen identisch richtige Gleichnngen erhalten werden. Non ist 

demnach 

Diese Gleichung beweist aber die ausgesprochene Behauptung. 

Es gibt somit immer n von einander verschiedene 
Funktionen, welche der (3) identisch genögen, deren Ermitt- 



* Mm pflegt die (8) zuweilen auch in folgenden zwei Fonnea sa schreiben: 

d*t_d«|_ _ dt„_dt 

X| X| Xn Z 

:da, : . . rdx«:«!! = X, : X« : . .tZatZ. 
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long naeli dem Yont«h«ndeii klar ist Dmb eiM beliebige FnnktSon dieter 
D Fornieo ebenfkll» der (3) genfigt, ist ans dem Frfthero klar. 

IV. Um nun aber zeigen zu können, dass es nicht mehr als n von ein- 
ander verschiedene Fünktiooen geben könne, welche der (3) identisch ge- 
nügen,* stitien wir uns auf folgenden Satx: Crenfigen die Funktionen F«, 
P,, . . F« tdentiscb der (3), so stellen die Qleichongen 

F, =-q.F,=rc, P.s=C. (10) 

die Integralgleichungen des Systems (8) dar, voraasgesetzt dass die Funk- 
tiooQO F alle von einander verschieden sind (d. h. keine eine blosse Zasaromen- 
setcong der ftbrigen ist). * 

Denn es ist identisch: 



ftT^ X, -K - - X, + . . . . -t- Xn -+- -T-^ Z =0, 

C Zj 0 1} 0 Zu V t 



(11) 



während, wenn man das System (10) bestehen lässt, darch Differenzurong 
nach z (als der einen unabhängig Verändorlichen) folgt: 



8F„ dx, , 8F„rfz- , 8F„<ix„ , 8F„ _ 

"+■.,. -t r ; h - — =U. 



(12) 



dX| dz ÖS» d% 8z. dz 8z 

Sind nun die GleiobttOgen (II) aUe onter sich wesentlich verschieden, 
was der Fall ist, wenn keine der Grössen F eine Funktion der übrigen ist, 
io welchem Falle dann auch die (12) wesentlich verschieden sind, so folgt 
ans (U) und (12) dass 

4^ dXg dXn 

as a* dx 

dieselben Werths haben wie 

Xg X| Xb 

z ' Y z * 

d. h. aas (10) folgen identisch die (8). £s ist also (10) ein System von 
Integralgleichungen der (8). 



* In Wahrheit gibt ei allsrdinp aaradlieh viele solcher Fookttonen ; aousr den n oUgm 
aind aber alle aas diesen zosamtnengesetzt. Ein ndatsr Bewaif diMSi Sstut findet liioh in 

Differential- nnd Intefjralreclinung §. 132, V. 

•* WSre Fr eine Funktion der übrigen Grössen F, so könnte man, in ähnlicher Weise, 
vis dtSM oben gesebebeo, die r** Gleichuug (11), bezüglich (12), aas den Übrigen unmittel- 
bar «bhilin. 

2» 
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BcDfltieD wir noch weiter den Sati, dMS ein System von gleieliseitigen 
DiffBrendalgleichimgen wie (8) ein einsiges System Ton lotegralgleidiBogeii, 
welches dieselben rollstäodig ersetzt, haben, and ein etwaiges seheinbar 
anderes System nor ans jenem abgeleitet seyn kann, so werden wir nnnmelir 
unsere Bebaoptong rechtfertigen können. 

GSbe es nftmlieh noch eine weitere, von 1^» ft* ^ wesentUeh ver- 
sehiedeoe Fonktion f.^t, welche der (3) ebenfalls identisch genügt, sohättsn 
die (8) so Integralgleicbongen die beiden wesentlich verschiedenen Systeme: 

ond • 

f, = C, , f, = C, , . . . . , fn— 1 ~ Co_| , fn^i — Ca^-t , 

was nach dem Vorstehenden anmöglich ist. 

Demnach gibt es nnr n wesentlich von einander ver- 
schiedene Funktionen, welche der (3) identisch gen&gen. 

Allgemeines Integral der Gleiehaog (1) 

V. Fasst man die ganze Entwicklung zusammen, so erhält man nim- 
mehr, behofs Integration der Gleichong (1), die folgende Vorschrift: 

Sind die Oleichongen (9) die Integralgleichangen des Systems (8), 
wobei die f keine wUlkflrlichen Konstanten entlialten, so stellt die Gleichnng 

9(4. ft f«)=0 (18) 

die allgemeine Integralgleichong von (1) vor ^ wenn 9 eine gans wülkflriiche 
Fonktion ist 

Diese Gleichnng ist Übrigens die allgemeinste, die man eriialten 
kann, so wie sie die einsige Ist, die (1) vollst&ndig ersetst Eine Glei- 
chong, die nicht unter der allgemeinen Form (13) begrilTen ist, d. h. nicht 
ans ihr durch Spezialisirung der Funktion (p erhalten werden kann, kann keine 
Integralgleichung von (1) seyn. * (§. 3.) 

Die (13) btl gMUW 41» Fotm der ^Mifkmg (1) ist §. S; sto ksna bsgnlfli«li aoefa 
MfaiitbMi vMd«: 

fn = F(f»,f„..,f„-,). (ISO 

WO F die wUlkOrlicbe Funktion bedeutet. HStte man sofort aasgesprochen , es müsse das 
«UgMielBO latagfal «wb (1) die Forai (1) des f. 8 hsben, to bitte msa darsoi filg«ra dttrfBo, 
dSM M nidil nMbr slt a «wentiidi mmhlmleiie Fooimb foo f gebe, die der (8) {deattieh 



Hier iat X| =z, sy; Z( =: a, X| s=b, Z= 1 ; also die (8): 



* Die besondem Aaf lOiangen eraetien die DllftfeiltiS%lei<fcmi|fen 
iiad elM nicht wehra IntegnUgleiehaoieii. 
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woraus 

« — »t=Ci, 7 — btsBCg, 
•o dMS dt« «UftOMim tntegralgleiehung ut: 

y — bE = f(T — az). 

Man kann übrigens dieielbe Gleichung auch unter andern Formen dariteUen. 
So hätte man etwa auch 

b • dy"" b * 

also 

bx — ay = ej, bi — y = o„ 

vn6 folgUcb 

y — b t s f (b X — ay). 

Oder 

dy > dl 1 . 

di=T* 5i*T« •y-fc««*.."-«»^ 

und 

ai — x = f(ay — bi). 
AUe diAie FomiMi gehaii abor ia eiiiander über. So gibt die MSto: 

a(y— bc}-t-b(as->x)s:af(i — as)— bU^a«), 
d. b. da dia sweito Seite eine Fkuktien reu x — aa itt: 

ay— bz=F(x— a^» 

i — a z ^ ^ ( a y — b x) , 

anmittelbar die dritte Forin ist. Die dritte liefert 

b / % bi— ay b . \ . »y— bx 

(ai— z) ' — ■f(ay— bi) + -a , 

a a a a 

d.h. 

y— bss^(ay— b«>, 

welehet die iwette Fonn ist. 

Die bebaadeltc Gleichung iit die der qrlindriscben Flächen, denn «lenfende 
Oerade parallel mit der Oeraden z = at, y = b< «ob bewegt. 

a) (x-.)ii+(T-bjii=.-.. 

dz % — a dj y — b z — c z — c_ 

— ~— — — j — ß j — — c , 

I c dx X — e X— a y— b 

also 



«elehes die Oleidtung der K^geUUohen ist, deren eraengende Gerade dandi den 
Funkt geht, dessen Kowdbaten a, b, o sind. 

3) [y-b-^(x-c)J~~-Lx-a-a(.-c)j~=i/(x-a)-a(y-b). 

dx_ yb — |y(t— e) dy_ x — a— a(t— <) 
du ^(s~a)-«(y-b)' ds"* il(X'a)'a(y b)* 
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«»-h <^ y 4- z = , (x — a)» 4- (y — b)* -+-(» — c)» — c, , 

•Im 

f[(a— •)»-+-(y— b)»-+.(»—e)», as-hit]r-l-t] = 0. 

Di« iMhaadetto Glauhnngr Ut di« der BotetiollalliQhMi, die maii tieli «DtitMiden 
denken luuin dadurch , dass der Mittelpunkt eine« Kreiiet sich auf einer Geraden 
bewegt, die parallel ist der Geraden x^az, 7=/}a und durch den Punkt 
(a, b, o) geht. 

' 8 z 8« 

4) •8^+'"e7='- 

dz a dy b dy b dz s . 

5I=T' di^T' K^T- J;=T' •T-»«=^. ••=•.•"= , 



«•=.-t(»y-bl). ee'./V<il. t*^^ 2 



6) »n-'S^="- 
dx 7 dy X dy x dz 

da 0 ds 0 da y da ' ^ ^ 

• = f(i»+y«). 
welelM fllr J}=a=:as=b = e=:0 aus Nr. 3 folgte 

dxi Xj dx, x, dx, % dx^ X4 dxj X, dx, X, dx, x, 

da~"aa* ds "~a«* da~"a«' dr~~aa' dat"^««* d«»~"a»* d^""«»* 
da a s 

— Ä — ; Xj^Cj X», X, =C,X4, X, = C,X4. 8 = 04X4»: 



VX4 «4 W 



7) Als weitere Beispiele können dienen: 

ex 8z 



^8 



^ + y ^ = a ViH:^ gibt ■ = » Vx • + j* + f ) . 



(«y+»)y-(»y+y)g^=ay»-x»ygM»l«=xy-H£x-l-yH-l(ay)]. 
n-^87'*'a'=^»^*'= aH-f(«xH-y> ' 

§.5. 

IntogratioD linearer g^ddiaeiliger DifferentialKteiehangen Ton einer besondera Form. 

T. Seyon x, , Xj , . . . , x„ die unabhängig Veränderlichen; z^, z,, .... 
die davon abhäügigpn ; ferner X,, X,, X«, Z|, ..,Z« bekaOllte Fonktii». 
neo dieser m + Q YeräQderlichea. 
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Man soll noD die z aU Fuokttonen der x so bestimmeu, das« sie den 

Gieichuugeü 

es» 8x, ^ • •* • ^ 8«^ ^» • 

• « 

*■ ♦ • 

• « 

genOgeii. 

Es ist selbstverständlich dass wenn die Integralgleichungen dieses 
Systems geftmden sind, dietelbdn der Anzahl nach m awiaehen den m + n 
YerfinderJicben z und z seyn mOuen. Sey nnn 

F = 0 (2) 

eine dieser m Gleichungen , so folgt aus derselben : 

8F bV bz. 8F 8z, . 8F Ös„ ^ ^. 

worin r= 1, 2, . .., n seyn wird, so dass (3) eigentlich ein System von 
n Gleichungen vorstellt. Man niultiplizire (3) mit X,, setze dann r= 1, 2, 
D und addire aile diese Gleichutigen, so ergibt sich: 

^' ei: 8"^ ^ er» W er, ^» 8T„ ^"j 

Da aber die (2) eine der IntcgralgleicbuugeD von(l) seyn soll, also die 
^ die in (3) vorkommen, dieselben seyn rnttiten wie die in (1), so heiest 
die eben eihaltene Oleichnng anch; 

8F_^_ eF . . _ 8F 8F ÖF 8F 

^8^"^^»8i"^ ^•8^**'^8i;"^^"8ii"*"--"^*-8i;-^' 

weicher also die F identisch genügen moss, damit die (2) eine der Integral* 
gleiehuDgen von (1) sey. 

Die Gleichung (4) hat dieselbe Gestalt, wie die Gleichung (3) des §.4. 
Nach dem dort Erwiesenen ergibt sich, dass es nur u 4- m - i von einander 
wesentlich verschiedene Funktionen geben kann, welche der (4) identisch 
genügen. Dieselben werden dadurch erhalten, dass man das System gleich- 
zeitiger Ditierentialgleichungen: 

integrirU Sind 

Fi = Ci. F,=«, , F.^«-i = 0»^..-» W 
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die Integralgleichungen desselbeD, wo die ersten Seiten keine willkürlichen 
Konstanten enthalten, so sind 

^»»^•»•■••» (6*) 

die gesachten Funktionen. 

Gemäss §. 4, II genügt aber auch jede willkürliche Funktion der Grössen 
(60, statt F geselEt, ebenfalls der (4); andere Formen aber genflgen 

ihr nicht. 

Daraus ergibt sich aber sofort , dass nur m beliebige Funktionen der 
QrOssen (6')« gleich Null gesetzt» die Integralgleichungen von (1) darstellen 
können, und es bleibt uns nur noch zu zeigen, dass wirklich aas m Gleichungen 
der Form (2), wenn F der (4) genügt, die (1) hervorgehen. 

IL Seyen 

Fooktioiien der Verinderlklieii so dast identücli: 
M folgen m 

die (1). Differentirt mao die (8)» so erl^Ut mai^: 

81,"*" dl, 81, "^•••'^8«, 8a.*" 
• • 

8x,'^8i4 8a,"*"* '"^8s. 8*"" 

wor=l,2,..., n ist, so dass (9) n Systeme , jedes von m Oleiehnngeo, 
Toistellt. Ans der Verbiodnog von (7) nnd (9) ergeben sieb nmi die (I). 
Um diese damilran, mnltiplizire man die erste GleicboDg (9) mitJ«, die 
tweite mit A,, ...» die letzte mit iL nnd addire» so erbAlt man: 

Bestimmt man nan die beliebig gelassenen Grössen X so dass 

Null ist für s = 1 , 2, ^ — 1, ^-4-1, m, dagegen = 1 für s = e, so 

gibt die (10): 
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WO Diin r alle Weith« von 1 bis n haben kann, ao daaa alao die (11) liefert: 

• } (ir) 

..I 

8jP» 8g>, j»i ^^'» ^'P— A ) 

0 Xo O Xn C Xq 0 Zb 

WO ^ eine ganze Zahl zwischen I and m ist. * , 

Multiplizirt man die erste (7) mit X^ , die zweite mit ^ , . . . . , die letste 
mit X^t wo X wie eben angegeben bestimmt wurde, so gibt die Addition: 

^(^l^"^-'^^"8x;)"*"^»0»8^"*"*-"**^li^ 
welcbe Gleiebang in Verbindong mit (11) sofort tiefert: 

d..b« ebe der Oleichangen (J), wodurch die Behanptong gerechtfertigt ist 
HL Fasst man das Gesagte sosammen, so ergibt sieh die Vorschrift 

zur 

bitofrttieit 4m Syitomi <l) 

wie folgt: 

Sind die (6) die Integralgleicfaongen von (5), wobei die Formen (6') 
keine wUlkÜrlichen Konstanten enthalten, so stellen die Gleiohnngeo 

( (Fit 1*9 » • • • t F»» » i)agO, fj (Ff t • . . • F«+«-i) =0, . . > • 

C(F,^ F,. . . . . F.m) sO. W 

wenn f« • » . . gans willkQrliehe F^tionen bedenten, das allgemeinste 
System von Integralgleichongen der Gleichungen (I) dar. — Diess ist aber 
auch das einsige. 

§,6. 

Int^ntUoD der allgemeincten partiellen DifferentialgleicbuDg enter OrdooDg. 

Ausdruck der Aufgabe. 

I. Seyen , x x. die tinabhängig Veräoderlicben, z von denselben 
abhängig, und man setze zar Abkürzung 

8 z _ 8g _ 8 « _ 

80 soll £ als Funktion von , z, , . . , z. bestimmt werden, dass 
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F(X, , Z, , . . . Xa, Z, !!, , Z,, . ... Sg) = 0 , (1) 

WO F eine bekannte Funktion vorstellt. 

Wir wollen nns die Qkiehang (I) nach z. luifgelOst denken,* lo das» 
sie heieae: 

In = 9> (X| , Sf* . . . , Xb, B , E| . . . , tm-i) * (ß) 

wo die zweite Seite auch koriweg dnrch y beteiohnet werden aoU. 

Um non snr Ermittlong von z zn gelangen , wollen wir einen Tom Vor- 
hergehenden verschiedenen Weg einschlagen, indem wir von einer Betrach- 
tangsweise Gebraneh machen, deren schon in §. 2, IV Erwlhnnng geschah. 
Denken wir ons nämlich die Grössen z^, z,, . . . , z. sftmmtUch als Fnnktionen 
einer GrOsse t, so werden z, z« , . .. z«_, dessgleichen Funktionen von t seyn, 
und wenn es nnn möglich ist, z als Funktion von z, , . . . , z. zu bestimmen, 
so dass 

was auch immer x, , Xj , . . , x„ für F u n k t i o n e u von t seyn mö- 
gen, so ist nothwendig die (2) erfüllt, während dio , . . , Zb_i ebenfalls die 
partiellen Differentialquotienten von z nach , . . . , x„_, sind. 

Sind wir also im Stande der (3) zu genügen, ohne einen besondern Zu- 
sammenhang zwischen den x und t festzustellen, so ist unsere Aufgabe ge- 
löst, wobei wir uns aus §. 3 erinnern mögen, dass in die endgiltige Lösung 
eine willkürliche Funktion von n — 1 Grössen eintreten muss. 

Gleichoiigeo zwischen den z und x. 

n. Es lassen sich non aber suidist Gleichnngeo aolktelleD, die zwischen 

den Z| , z, , . . , X, und i, z, , . . . , z„_, stattfinden müssen, in Folge der Glei- 
chung (2), welche, wenn sie auch die wirkliche Anflösiug nicht geradesn 
geben, doch dieselbe bedeutend erleichtern. 

Ans (2) folgt n&mlich 
oder da 

8i 8i._ 8 8 — 

8x, 8x,""8xA8x.y/~8x, V6x,y Öx7' 

8zr P<r btp 8sp8tT 8^ 8Zr 

Setzt man hier r=i,2,...,n— l,**so erhält man: 



* ThaiiSoblleh iit «ton ddit immer aMUg. CVn^ DL) 

** r — D letien gelift nielift an, da t. fai der'gaiuMB üntwraehBiif ntehl nelir vor- 
kommen aoU. 
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1-„ t, | = — 1-— H.-. + r- t- ^r— 

0 Zn~l V Xn— 1 0 Xn 



( 8» d<p •\_ 8y8i, 8»8«t 

8x, "'"8 r*V~8z, 8x» 8 r, 8 x, 

( 8» dv •\_^e«, 8y 8 1, 
~ö»r 8^ V ~ 8 it 8 «t 8 «» ÖxV 



89» 8 Zj 8 z, 



-l.6^-^8.*-7 



8 y 8 tm—i , 8 » 8 tu—i , j 8» 8 Zn-i 8zb-i 

"f~ „ „ "T" • • • ' 



>(4) 



8ft 8xt 8s, 81, 8z„-, 8x„-i 8z. 



8# 8<r 89 8z 89> 8s 

^8si 8z, f>*m-i 8Z(0Z( OS, 8Za 

6 «I 8 z 8 z 

t*Z„^l (i X„_l 8Xn ' 

von welchen Gleichungen die leUte im Grunde wieder die (2) iat^ wenn man 
auf die Bedeutung von z, , . . . , 2n_, achtet. Die Grössen /, Zj , ! . . , z„_, als 
Funktionen von , . . . , x„ müssen jedeutalls den Gleichungen (4) genügen; 
nur wird nicht umgekehrt die Lösung von(4j auch eine von (2) seyn müssen. 

Die GidefaitDgeo (4), alsGleichangeaiwuehen den abhängig Veränder- 
lichen z, , . . ., z„_, and den unabhängigen Xj, x.. , . x„ angesehen, haben 
genau die Gestalt der Gleichungen (1) dos §. 5. Daraus folgt alfio, dass 
wenn man die gleichzeitigen OiltereDtiaigleicbuQgeo ; 



<l»t 8y rfxj 8» 



Xn -1 . 8 V 



4Sa t'za 8 z, **' dzn 8z»-i 

«Ii 8^ iig> . 8 y 

Cf Zn 0 Z, 0 Zj 0 Zm— 1 

dti ö(f> dz, 859 8^ 

di;~8^"^'»8^' d^;~8i;"^*'5^ 

dz»_j_ 89 . _ 8» 
*■ ■•-irr • 



(6) 



4x« 8sii~i 8 t 

integrirt und wenn 

deren Integralgleichungen sind, wo die F keine willkürlichen Konstanten 
enthalten, alsdann n willkürliche Funktionen der Grössen F, gleich xSull ge- 
setzt, die Integralgleichungen vod (4) eeyo werden. (Diese Aoflösong ist 
die einzig mögliche.) 

DaraoB ergibt sich dass nothwendig iwiachen den 2n — 1 F^tlonen 
F eine Anzahl von n Gleichnngen bestehen moss, aas welcKen dann z, z« , . . t 

als Funktionen von 3q , . . , x„ gezogen werden können. Welcher Art 
aber diese Gleichungen seyen, können wir nicht kurzweg entscheiden, da die 

z, r,, .., z„_, der Gleichung (3) genügen müssen. Wir haben aber doch 
durch diese I^etrachtung so viel gewonnen» dass vir wissen es sind nGlei« 
chungen zwischen den F zu suchen. 

UI. Um dioss reeht klar hemistoUen, woUen wir seUen 
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^"1=^1. Fi=ij Ft»^ss|s«-t. (7) 

WO durch die ersten Seiten die in (6) vorkommenden Funktionen von x und 
z gemeint sind. Dadurch ist unsere Aufgabe aof das Aufiiachen TOD n Gien 
cbangen zwischen den f zurüchgefuhrt 

Mit den 2ii^ IGleichoDgen (7) zwiBcben J^, x,, £, , . . , 
und f i > . • . , lt.-i wollen wir oocb die Gleicbong 

(TO 

Tevbi&deD und aiin ans (7) und (7') die GrOeeen z und i doieb | and ^ aus- 
drfickeo. 

£3 folge daraus 

Xn = p, * 

und es sey a eine bestimmte Zahl so, dass wenn man in den zweiten Seiten 
der Gleichungen (8)^ = a setzt, keine unendlich (unstetig) wird. Setzen 
wir dann 

(r«l. a....,2a-l} (9) 
. ao lassen sieb mittelst der (9) alie | darcb die C ausdrücken , ohne q zu ent- 
halten, so dass wir anch sagen kOnnen, es mOseen nGleicbongen zwischen 
den ^gesucht werden. 

Setzen wir endlich 

WO also (p, , . . . , den Werth der ersten Seite von (10) ist, wenn 
die I durch die ^cr^ietzt werden, so erbält man ans (8), wenn man aof den 
zweiten Seiten je zufügt 

was gestattet ist da diese Grösse identisch Noll ist: 

«■-i~tli-i-4-^-i(^,{if.., {ir^OiIb^P, 
«•-1 = ica-l + fta-l (9> It« • • t 

worin also die ( ▼eränderliche GHtosen sind, die dnreb (9) nnd (7) mit den 
X uid 2 cosammenh&ngen. Selbstverständlich ward man, wenn man die 
2'n Gleichongen (11) nach f| , . . . , C»m^i anflOst, dieselben Werthe dieser 
Grossen in , . . . , z., z, , . . , z^, finden, wie (9) nnd (7) sie geben wür- 
den, so dass wir anch knnweg die (11) benfitsen kOnnen, nm diesen Zn> 
sammenhang festzustellen. Daraus aber folgt, dass wenn wir die zn 
suchenden 11 Gleichungen zwischen den C kennen, wir die C nnr 
mitteist (11) durch die z nnd ■ anszndr&oken britachen, nm 
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unsere Aufgabe zn in.sen, d. b. un die DGleichoDgeD zwiacben . . . , 
z> 2t • • • f ^-t 2u erhalten. 

Badinfpiagea, denm die 9r iiottrwofffMi lind. 

IV. Angenommen die | in den Gleichnngen (7) vürenwillkOrliclie Eon- 
stuten, 80 wären die GleicboDgen (7) mit den (6) identieeb» d. b. die (7) 
wiren die Integralgleiebongen von (5). Sind die i IionsUmt, so sind es aocb 
die t welebe mittelst (9) dorcb die ^ bestimmt sind; Aberdiess, wie die (8) 
und (9) sofort angeben, die Grossen 2^, ^, . , die Wertbe von z», 
Xa-t> 2i> vlo sis aus (7) hervorgehen, wenn man f&r x. den be- 

stimmten Werth a setzt. Da ddd die (U) nichts anders sind, als die (8), 
wenn nnr die ^ durch die C ersetzt sind, so folgt hieraus, dass die (11) ge- 
radezu die Integralgleichungen von (5) sind, wenn man für q die 
Grösse setzt, und die f nls Konstanten ansieht. Diese Integralgleichungen 
sind so gestellt, dass jede der Veränderlichen darch die eine x„, nebst den 
2n — 1 Konstanten f aasgedrückt ist, wobei die ^ die Werthe jener Ver- 
änderlichen für Xn = a vorstellen. Da ein der.irti^'os System von Integral- 
gleichungen immer dasselbe seyn muss, auf welchem Wege man e.s auch er- 
halte, so kann man, wenn man von (6) unmittelbar zu (U) übergehen will, 
auch in folgender Weise verfahren: 

Man setze in (6) z„ = a (die Grösse a wird, wenn es angeht, Null seyn 
können), und zugUich x, =^,, Xj=^j, x„_, = ^„_,, z = ^„, Zi=^^,, 
z,_, = ^B_i, so geben die auf diese Weise erhaltenen Gleichungen die c durch 
die C Werden nun erstere durch letztere ersetzt, und man löst die (6) nach 
Xi , . . > x„_,, z, z^, . . , z„_, auf, so erhält man die (11),* wenn man x> durch 
Q ersetzt, und die Gleichung x„ = q zufiigt. 

Daraus folgt aber sofort, dass 9)4,.., identisch Null seyn 

müssen, wenn (> — a ist, wie sich diess auch aus (10) unmittelbar ergibt. 
Ditierenzirt man eine der Funktionen (p^f . . , ^'s»-! partiell nach einer 
der Grössen ^ond setzt alsdann ^=a, so ist dieser Pifferentialqaotienteben- 
fUls anch noeb identiseb Noll. Demnach 

ir(s.^.-.. Ci—i)=0. ~ = Ofllrffs=a. (12) 

Da aber die (11) Integralgleichungen von (5) sind, somfissen die Werthe 
Yeranderliebeo ans (1 1) den (5) genügen , wenn man z. und q tanseht. 
F&hrt man demnacb die Wertbe (11) io (5) ein, eiaetet also, wenn nOtbig 
erst nach der Diiferensirang, gemlss (11), so erbftlt man identiseb: 



* Die besondere Form der (i 1) iät immer leicht berzustellen. Itt etwa 
•oiilelmi 
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ep 8x, "* B«' 6« fts» ■ ^8«' 

8ffgii-i 8 » 89 

Id wetcheo GkiebnogeD alio, wie gesagt, die iftnunUieto yerinderlieheo 
mtUelst (11) aa ereetsen Bind (avf den zweiten Seiten). 

Da die (12) und (13) identisch bestehen, so bestehen sie also, was 
aach immer die ^seyn mögen, mitbin auch, wenn die ^aU Veränder- 
liebe angesehen werden. 

Sieht man also wieder die Gleichungen (II) als solche au, welche die 
2n Veränderlichen x^, . . . , x„, z, , . . . , z„ durch die 2 n andern (j, ^, . 

ausdrücken, wodurch dann auch diese Gleichungen (11) dazu dienen 
können die GrOeeen ^, i; , . . , als Funktionen der x nnd x sa finden, co 
sind immerhin die (12) and (13) durch 4ie Werthe (LI) identisch 
erffillt 

ümfoimaag der Oieicbaog (3). 

V. Wir haben schon oben gesagt, dasB es sich darum handle, zwischen 
den Veränderlichen ^, die in (11) vorkommen, n Gleichungen zn finden, so 
dass die ans denselben erhaltenen Werthe von s, . . , w^i der Gleichung (3) 
genfigen. 

Was nun aber diese Gleichung anbelangt, so wird sie, wenn man die 
Veränderlichen x und z mittelst (il) durch die q und ^ersetzt, diese letztem 
also gleichfalls als Funktionen von t ansieht, wie man leicht übersieht, 
werden : 

dtn 8j^n rfp 8 yn 8 q>n d 8 <i?»p-l 

dt 8(, dt d'i, dt bC, dt'^'" bUm^i dt 

= «k+i +^.) ^ ^ - 8^ T t — Vt.-:. -dT) 

,,y . _ rdti dg dt^ 8y, (^^Ui^^ 

i 
I 
I 

x/l- ^^ dto-i . . >»n~| d^ . 8yn-l dttn-t \l 

Diese Olcichnntz ist natürlich einfach die (3), und wenn man die und ^ 
mittelst (11) in x und z ausdrückt, dann die Werthe in (14) einsetzt, so 
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mnss (]4) ideotisch za (3) werdeo. Es fragt sich alao bloss ooch, ob vir 
der Gleichung (14) durch n Gleichungen zwiseben den 2^» ohne t, geoQgen 
kOoDen, wodorcb daoa die Aufgabe gelOat ist . 

Was aber die Gleichung (14) anbelangt, so f&llt zmi&cbst ^ ans der- 
selben aus. Denn die ü ersten Gleichungen (13) geben: 

woraus die Behauptung folgt. 
Setzt man fiberdiess: 

8« 8x. 81. 8xB_t „ 

vorin vor der DifferoDzimDg die z und x nacb (11) zd ersetzen sind» so ist 
die (14): * 

welcher Gleichiuig numnebr in der aogegebeneo Weise zu genfigen ist. 

BaitiBarang d«r GrSitni Z. 

VI. Was dip durch (15) festgestellten Grössen Z, , Z»,», betriflft, 
80 lä88t sich zeigen, dass 

ist Denn 

8*"" Bttb9 99 8« 8fc "^"»8fc8p "^•"■*'"'~*8fc8^ 

_ 81481, . 8i««t 8k«»i . 8 8^. 8 1,-1 8«N 

8^ rt"^ - '*"Tr~8fc""*"8fcV*'F» '^ - "*'"^*"^ ¥iJ 

(8j^ 8X1 ^Zn-l 8ln-l >V 

8& ^9 8{r 8e 

wie sieb nnmittelbar findet Wegen (13) ist aber 



* Di« (3) Utaach: 

■*V8i; dt "^8t, dt'^-'^et,«:, rft 
vtim oisn b«Mh(«t dau von selbtt aaaflUt. DiMi g^bt aber <U« (16). 
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8# 8» 



81. ■^•»•^1 



Demnach, da g> Funktion von x,,..., x„_,, x„, z, z^, ..,z.., ist, aod 
diese Grössen, mit Ausnahrae von x., nach (II) C enthalteo: 



^ tj<p 61, 8 x„_i b^pcz b y b g, 8j» 8»B-.| 

ei, ei, ~**~8^ 1it"~«ir 8fc ei, 8^ 8»..i H^* 

80 dass 

BtAeV"^ 6 .,>^ 8{V K^g ■*"8i^J' 

d. h. wegen (1 1) und (13): 

ez,_8x, i< ^P\_^ . exn-i 8v\ 8^8i_ 8» 

87^8^: V' 8^>>'^*-'*""8tr 87^ ~ 87 dl-^U' 

welches die (17) ist. 
Da Doomebr 

1 /^ZrN_ ^' 8g ^'87 _ ''^ bx Z,Z.^^ «=0, 
so ist also der Quotient 

=^ «Dablilagig voo (Ifl) 

natürlich anter der Voraussetzung dass Z, nicht Null sey. 

Da für ^ = a wegen (12) und (13)Z.=:— 1, * so ist Z. nicht identisch 
Moll, und es sind also 

2.' Z. Z. • Z„ Z. 

sämmtlich unabhängig von q. Die Werthe der Brüche (19) bleiben mithin 
dieselben was auch q sey, so dass wenn man in denselben (» = a setzt, ihre 
wahren Werthe ebenfalls erhalten werden. Wegen (15), (13), (12) ist 
aber für q — a.: 



Digitized by Google 



lDt«gratioD der partiellen Difier«aUa]gl«icliiiag antor Ocdmuif. 33 

Demnach ist aligemein: 

^as — t+i, l^ss — fc^,....^i.=s — 2.^.1 =Ä,^,s=..s=2g,.,a50. (90) 

Führt man diese Werthe in (16) oachdem mao mit 2. dividirt hat ein, so 
erhält mau eadlich: 

-^=«...^^^+t....^-h....+&._.l|=i. , (21) 

Diese Gleichung ist also die (3), d. h. wenn roaii die ^nacb (11) eraeUt und 
hier einführt, so geht die (21) in (3) über. 

AvfHtomg der Aufgabe. 

VII. Der Gleichung (21) wird bei beUebigen Fanl^tionen ^ von t nur 
genügt wenn : 

fci=f tft t fc. . . • fci-i). ^1 SS ~1 , t^,= ^l- s= (28) 

Diese Gleichungen sind nun die gesuchten n Gleidmogeo zwischen deo C, 
wobei f eine willkürliche Funktion bedeutet. * 

Führt man in (22) für ... , die Werthe dieser Grössen, ansge- 
drückt durch x, , . . . , x., z, z, , . . . 2„_,, wie sie die (1 1) liefern, ein. ao er- 
- hält man die gesuchten n Gleichungen zwischen diesen letztem Grössen, aus 
denen dann z als Funktion von , x„ so bestimmt wird, wie es die (1) 
verlangt. Hiemit hat man die allgemeine (und einzige) Aoflüaang dieser 
Gleichung gefunden. 

Selbstverständlich gibt die Elimination von t,, , . ., ^,„-,, (j, z,, 
. . . , z._, zwischen den 3n Gieichangen (11) und (22) sofort diese allgemeine 
Auflösung. 

Es ergibt sicli hitnius unmittelbar, dass die Herstellung- der Form (11) ganz 
unwesentlich ist. Hat uian in den Integralgleichungen («) die zweid n Seiten, d. h. 
die willkürlichen Konstanten c, durch die andern ^in der bereits oben angegebenen 
Weise ersetst, so Terbiiide man (6) und (22) behnft Elimination von £ , ^j, . . , 
i*m-i» S| , . . , Bat man also fiberbaapt das Integralsjateiii tob (6) mit den 

wiUkflrlioben Konstanten . diese gvwMblt sind, dasslllrz.sa: Z(=&, 
. . . , Xn .1 = ^„_, , 2 = ^,,^ = ^„^1 z„ _i = ^t»—i» SP kann man diess Integral- 
system sofort mit (22) verbinden. J^adurch ist, wie man siebt, die endgiltige Vor- 
•ohrifk eine sehr kurse. 



* Der (21) wird aasb gsaflgt, «sna .., bsIisUce Koutsatsn sfaid. Seist 
mso also nach (9): 

^>^ (a, Fl, . . , F» „_i) = Cj i/>n (a, Fj, . . . Fo„,|);se., 

and eliniinirt z, . . z^-i , so erhalt man ancb eine IntsgralglsiehoBg von (I), die aber «ine 

willkOrlichc KunkUoD mcbt entbalt. (Vergl. §.7). 

UitBftr. UiffaMBtial» B. Integral- KechnuDf. UI. S 
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BtMndera Fom der AofUtontg. 

VIII. Man ziehe aus den in angegebener Weise gestalteten (6) die 
Grössen ^„,i, . t««i~t durch x, , x„, z, ^, .., was immer 

möglich ist, da diest^ Gleichungen der Anzahl nach 2n — I sind, und also die 
2n^l GrOssenL. i.-»-i>- ■* ^»-n Zivi z,,idaKh die fibrigen finden lassen; 
Betze dieie Werthe in (22) ein und eliminice sodann ^ , . . , zwisdien 
dleMD letatern. 

Da diu (6) mit den (11) zusammenfallen, wenn man jene auflöst, so 
kann man die so eben gegebene Vorsohrift aneh-so fassen: 

Mittelst der u4- 1 ersten Gleichungen (1 1) drücke man q, tn^i, • • • • tt.-i 
durch X,, X, , . . . , x„, z, T, , . . , f„_, aus, setze diese Wertho in (22) ein und 
eliminire sodauu zwischen dicbuu letztem . . , um die allgemeine Auf- 
lösung zu erhalten. 

Verfährt man nach dieser Vorschrift, die wir meistens befolgen werden , so 
iteUt sidi bei der AnflOraag der (11) die GrOiao L^, als partieller Differential- 
qnelleni too Cm naeh ^ (r= 1 , 2, .*. dar, d. h. wenn mao jL» • «t (aa-i 
dofch z< , « . » >«• !• d . . • £i-t aasdrflekt, se ist dann tod selbst 

{.„ = ^. (23) 

6er Beweie dieses Sataes, der immer als Prüfstein ftir die Richtigkeit der Rech- 
nung bcnatjst werden kann, oiit den QleüihoDgen (22) aber sonst Miobts au thim 
hat, wird in folgender Weise geföhrt. 

Denkt man sich die Wcrllie von ^„-Hi ^n-i, wie sie aus den n-f-1 ersten (II) 
folgen, wieder in Hiese rHrMchim^''cn ciiißfesetzt, so sind dieselben identisch erfüllt. 
Alsdann wird aber auch der jiartielle Differentialquotieut der beiden Seiten dieser 
n+1 Gleichungen (li> nach Ctt ^a-i identisch derselbe seyn. * Da jetzt fn. 
• •*&•-! als FttnktieBea tob C aazoseben sind, so geben die flra|^tehen Oleidiungen : 

9 
» 

8t ati 8fc et,.,., 8tr ""^eÄ.-, dtr • 

8fc btn Bfc"*'efi,^, 8& *'*"8ii.-i 8fc • 



* Da auf beiden Seiten identisch daisslbo steht, so wird Jede Difierensirung beider 
aohea isMer »itder dasselbe liefern. 
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8t, dt. Kr ctf„^, et, '*"**'"^eit._, 8t • 

8tr t^t, et.8t, 8tn-.l 8 tl„-, "TtT* 

worin alle rdiii<,rs die C», ..... ^«-i duroh ihre, wie ange^^ben ^fundenen Werth« 

XU ersetzen sind. 

Man luul^lizixe diese UieichuQgen bezüglich mit z^, . . t^^i, 1 und addire 
sie, so erhalt mau 

8 Wm—l 8 tn 6 9t„ 



-♦-•il-l 



et, et, btt 



• • • 

« 



8 t./ 8fPj 8»— I 8»«\ 

et V."* efc • • "TC" " 
"eT" i^*» e&TT efi^ " eS:^ 

wo Aui ftllerdtBgt tbenll Cmt • . • » «Mtti denken uhm. Dieee OleiebMii» 
ist flftigeaii naeh: 

n_ ^^'^ _._ ex,-i 8r etn/^ 8x. ^ 8x,-, 8«\ 

®~'»efc"^-'^*'-'Tfcr~efc'*'efcA'*8fc"*"-'*"^'"-*Tü eäy 

8t„^, 8X, 8ln-l J±\_^ 

TT V» öt::;^ • • • et;;: " et:;^ J • • • 

^ 8ttn-i Px. 8x„_i 8g ^ 

'*'~8tr v'cV.:r"^--^*-' H.n.r~i^J* 

wenn man die x und s saersi naeh (11) enetst and dann £,» . . «; 2t»-i wie aage- 

geben. 

Nach (15) heilet diese GJetohung also auoh: 

OtrrZrH- r^ZnH- -— -Zm.| + ...H rr— Zt«-I, 

0 tr Vit 0 tr 

wenn man in den Werihen der Z nur £i, . wie angegeben eneUt. 
Da aber identiseh . . , Zt.-t KnU eind» m bleibl nur 

O — Z -4- z ^ — — — 
UeberdieM isi identisch ^ = ^ L^* so (|tss der Sata (28) erwieeen iit. 

ff 

Damit ist nun die gestellte Aufgabe in völliger Allgemeinheit gelöst, 
wobei wir nur noch bemerken, dass selbst die als möglich vorausgesetzte Auf- 
lösoDg der Gleichung (1 ) nach z„ keineswegö in abaolutem Sione zu nehmen 
iat (Vergl. IX und „Anhang" unter Jl.) 

AoMer der hier gefundenen Auflöftong gibt es lieine andere mehr. 

Beispiele. 



8t8t ^ 8£ 8z 

' eaej exi ex» ^ 
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Hier itt s« Ss=i, «|=~sa, «lio die (6): 



Hier karni x«s:0 geeetst werden; »ledara iet s, = (, >ss^, 

«i = c, ti = c'c». tj=c"; e"=tt* essj^, 

DemMMsh 

Die xwei ersten geben: 

mithia ist C zu elimioiren swisobeo: 

Seil» nHUi f(t) = P(D'. »Im f (Ö'=2F(DF'0. m irt 

d. b. es iet ^ zo eliniDiren xwisehen: 

verin F(D «Ine gans willkttrlioiie Fuaktioo ist. 

•■[' Hä: j - G-;)'J = - - " [' - c^)"* = 

■.■=..-«-'.'=-»■. %T=-r- — ••• K=«' 

die (6) also: 

dx, ' dx, ~" f» 9» ~ f» Vt» y' dx, f>«* * 

d. b. 

so dass die Integralgleichungen sind: 
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{»vfczt man j^, = U (uud C Tür ^(): 



Ist also = F (Ö , £i = * ' (^) , so ist 

d. h. eudlicli : 

Vy'-Hi-O* 

iwisoben welchen Gleichungeo f xu eliminiren ist. * 



* Behufs des Kaebweises der Richtigkeit des Uesoltates bat man: 



d.h. 



X — t *8x y *8y 



Vr+Jx^ii' Va«-x»' /,»^.(x--0• 
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dj 9 dj 9 9> dy 

Für y — Ü : 
•Ito 

abo «ndlidi: 

«-VyM-Ot-«)«=::F(0. ,^^, = y'(0. 

Vy»+(i— ö» 

Man kaim diatM ReraUaA moh in «öderer Form aehreibeii. Seist man etwa 
•0 hat man a m eliminiren swieehen 

y 

% = F(x — Jigo) undn«a = F'(x — jf^a^, 

eder 

^ s (s'~j^a}«Aia8F^— yi;^e)~«M«(z~7^a)nid«Me8F'(K~yl^«^» 

004 II 

d. h. 

I — xtina — y CO* a = F ix — ytga) — {x — jtga) nno , ma = F' (x — Jtffo)» 

Seist OMB für den Augenblick x~7^a = 9) also 

F (s — y ^ a) — (x — y 1^ «) jfa « = F (f») — # « , 
io hat man a nnd 9 su eUmiairen sviaehen: 
• sax«&»a+y'M«a + F(#)--9Mna, «iii«sr'(9), s0Ot«~y«Aiasy M«a« 

Yermoge der sweiten Gleiehong ist <p eine Funktion Ten a, so daas et«» ge- 
eetst «erden darfi 

F(|i)-»*»a=f(«), 

woraiu 
d.h. da 

sina=zF' (9)', —9e0*a = t{a)f 

nnd also 

8ssxf<aa+y«e«« + f(a)» SMta — y«A»aH-f (e)esO* 
swisehea welehea Gleiebnngen nnn a sn eliminiren ist» 
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wo f eine bekannto Funktion bedeutet. 

iüry = 0: 

tO WM 

Hier gdit nun die Beitunmuqf Ton g und & not den iwei entm Gleidbungen 
nidit beqoain Tor sich. Wir geben nlfo die allgemeine Vonehrift: f , 2^ , ^ , ga 
eUminiren ma obigen drei Gleiehungen nebit 

Diets kflomt oAnbar dsmnf hinaus, und ^ zn eliminiren aus : 

, = -yf(t;)4-f. z = y[f(i,)_t,r(t,)J + F(0, ii=r(0, ' ' 
d. b. a und ^ zwischen 

x = -yr(a)-f-f. r = y[f (a)-ar(«)]+Fj(Ö, a = r(ö. 
Die Verbindung der beiden ersten gibt: 

•odaw atrah 

• — yf(a)— 01= F(^)-a{, x y f (o; = f, as=F'(D. 

Nach der letzten ist C bloM Funktion ron «s man setee also 

oder wegen a=F' : — ^= t/;' (a), so dass 

» = yf((B)-|-ax+ »;<(«). xH-yf (a)H- v'(o) = 0, 

zwischen welchen Glcichunpfcn nr zu eliminiren ist. Bekanntlidl ist dieia die all* 
gemeine Gleidiung der in eine £bene abwickelbaren OberfläobeD. 



8z8Edz 

_ I I dx,_ 1 dt 1 

* «««g' dxg~«i*«»' «^J^i"«»««'' <'«a'^%«» 



«»«• «»«» %«» 



ittrz| = 0: 

£» = C|, t; = c,» {, = 0,, = €4, Ü = c, 

aleo 

''"^j^"*"^*' 2j = £». 
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^ - V (1, - 1 )• • ^ ~ V - 1,)" ^* ^ " V («, - o (». - w • 

Alto ift • & si> eUniniran awiwheo: 

AUgemeioe Beiiierkiiiig«n in B«xug auf Durcbfiiluruog der K«chjiiwg. 

IX. Wir htben bei der TonteheniieQ AoflOsnng voraaigeeetzt, die Glei- 
chang (1) tey joaeh ufgelOst Es iit dieaa begreiflich nicht durohAOS 
Dothwendig, wie wir bereits beraerliteiL Man kann in den Gleichungen (5) 
die Grösse ^ einfach dorch z, ersetzen, ond dat>ei die Vorschrift zofQgeo, 
das» die partielien Oifferentialquotienten von z. aoe (1) zu ziehen seyen. 
Verbindet man dann mit (5) die Gleichant» (1 ), so wird man pbenf?ills zu den 
(6) fjelangen. In dem Beispiele 2 haben wir im Grunde diesen Weg einge- 
schlagen. Dabei können die (6) die Grössen z, möglicher Weise noch ent- 
halten; dann ist eben (1) mit ihnen zu verbinden. Es tritt in diesem Falle 
neben ein System von 2n — 1 Differentialtjleichnngen eine Gleichnng ohne 
Differentialquotienten. (Vergi. damit Jacubi's Auflösung im 17' ' liaud dea 
Crelle'scbeu Journals, S. 138. j 

Eben so haben wir mehrfach darauf aufmerksam gemacht, dass die (6) 
nicht nothwendi^er Weise die dort vorgeschriebene Form haben müssen. Es 
genügt, ein System von 2n — I Integralgleichungen mit eben so vielen will- 
kürlichen Konstanten zu haben. Setzt man darin zu gleicher Zeit 

80 erbUt man den ZoMmmenbang zwiscbea den e aod ond sind dann 
entere dorcb letztere in Jenen Integralgleicbungen za ersetzen, wodnreb der 
ZoBammenhang swiacbeo den z, s, ^ erhalten wird. Liesaen sich die Glei- 
cbangen zwischen den c ond C nicht beqoem aaf lösen, so kann man schliasa- 

lieh die Vorschrift geben, es seyen die c, ^und Zj, .. z«_i zu eliminireo 
zwischen den (6) oder ihrem Ersätze, den Gleichongea die e ond ^enthalten, 
ond den (22). 

Enthielten die (5) auch z., so würde man setzen. 

ZB = a, ... Sa.| = ^.-i nebst Sa=:£ia 

nnd dann mit obigen Gleichongen verbmden die (1), nqj 

F a, l;,.., bi^asO. (a) 
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um B«, ... , ttmt C| , Ci.^ (wenn Letitons nMliig) sn eUmi- 

Dim Die AotaU aller dieser Oleiehongen wlie: 

2ii--'l t«t(!B>]+lI«»<l)) + 8a-I [twMMtt e md ri + U4fo(a)]H-tt[dit 

und die zu elirolnirenden Grossen: 

n [die z^, . . . js„] + 2n - 1 |die c| -I- 2 n [die — 5u — 1 , 

60 dass die Elimination immer durchführbar ist. 

X. £Ddlicb kano maa die (22) aach schreiben [nach VUIj : 

wo f die wiUkflrliohe Fanktion bedeutet Dabei ist 4 aus einer Gleichung 
zu ziehen, die man erhält, wenn man aas den Integralgleichungeo (d) oder 
(11), wo die c durch ^ersetzt sind, die Grössen ^^.i, ^» 
eliminirU 

diese Endgleiehmg, so ist 

8» 

8 ^ _ jBtr 

so dass die (2^') aaeh sind: 



f/t >-\— o Iii?— 2£t2 

^••"•*^~"*8t8ti'~8t 8f 8ti8«i~8li8ti' 



8f 8» _ 8f 8» 
8{^e&,.i 8t;,., 8&I* 

zwischen welchen nebst (24) die GrSasen zn eliminiren shid. 



§.7. 

Aadtr» Pona d«r AttflSraaf 4tr aNgOBeliMB DiflWratliili^flfMMiig (1) dts f. 6. 

I. Gelingt es nicht, wie wir bei der als „besondere Form der Auf lösnng'* 
in §. 6, VIII bezeichneten Vorschrift meinten , die (11) so aufzulösen oder 
vielmehr zu verbinden, dass eine eiu/.ige Gleichung zwischen Xj, x„, z, 
. . , tn daraus hervorgehe, wie etwa die (24) in §. 6, so bleibt man natür- 
lich bei der allgemeinen Vorschrift stehen, die ^und z,, .., z„_, zu elimi- 
niren zwischen den (11) und (22), wo allerdings in den (11) q durch x„ zu 
ersetsen ist. Wir haben diess in dem Beispiele 4 des §. 6 in dieser Weise 
thnn mllsaen. Das Beispiel 3 hat fibrigens gezeigt, dass, obgleich es 
nach der vorhin beseichneten Yorschrift aof iSsbar war, doch dnrch £infBhning 
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einer andern zu elimicirenden Grösse eine Form der allgemeinen Integral- 
gleichungen erscheint, die nicht identisch ist mit der frühem, immerhin aber 
das Charakteristische der Formen (22) wahrt, d. h. dass die zweite Glei- 
chung erhalten wird, wenn man die ante partiell nach jener Groase 
diflerenzirt. 

Es läsat sich nun leicht zeigen, dass diess allgemein der Fall ist 

Geliogt es nämlich, aus den (11) [bezüglich den (6), die dann die t 
«Btbaltaii mflssen] ood (22)einSyateDi'T0D n Gleichangen herzustellen, das 
ansser , .., x„, z noch n— 1 zu eliminirende Grössen enthält, die entweder 

n — 1 der Grössen ^, oder n — 1 andere, l»ohnfs bequemerer Darstellung ein- 
' geführte seyn können, und ist die eine dieser Gleichungen so beschaffen, dass 
sie eine willkürliche P^'nnktion dieser n — 1 Grössen enthält, so müssen die 
andern Gleichungen durch blosse partielle Ditlerenzirung nach 
den einzelnen der n— 1 Grössen erhalten worden seyn. 

Seyen a^ , . . . , nr„^, die zu eliminirenden n — 1 Grössen, f eine willkür- 
liche Funktion der a«, ohne andere veränderliche Grössen. Sey 
ferner 

F(xi,..., Xn. z, a,, a„_i, 0 = 0 (25) 

die eine der fraglichen n Schlussgleichungen , welche die willkürliche Funk- 
tion enthält Diese Gleichung gibt» nach X| , , x. differenzirt; 

8£ er ^ 8F 8^' 8 F 8 a,-i 

8«» 8z8xi''"8a»Öi,"'"'* 80.-, 8x4 

errej^e«, er 8«-n_ 

■ 

8F 8^ 8^ e F 8 a, b¥ 8a,^t 

8x."^87 e^.'^ÖOi 8"x»~'"***"*"8«„_, 8x, 

irrer .o, 

wtU wegeo des voransgesetEten Beatebens noch weiterer n—1 Gleiehiiiig«a 
die a ala FQsktioiieo der X|, • . x. aameben aind. 

Beachtet man dass die o auch z enthalten können , so ist zu ersetzen 

dorcb ~ + ^ , so daea ob$ge Gleicbiugen die Form 

bx'r'^t t bxr'^b^, Kbxr'^ Vi öT.J"*'*' ea„_, Vdx, 8b bx.J 

8F Pdf /ea, ea, ^r.\ 8f 1±M_A 

■*~fcf Lö«i Vöx. 8x bxJ'^'*"^'"'*~bir.lX öx,""^ e. öxJJ*"'' 

habeo, d. b. 
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8xt 8i 8xr Vdot 8f 8«! 

/- JF_ 8^ _8^N /-e«^ 8_«^ 8t >v ^ 
^V8«^i^8f 8«.-J V 8», ^ 8. b%,J • 

wwrm r=I, 2, . . D ist Könnte man ans den neben (25) beatebendea 
n— 1 Gleiehoagen die Grossen «t» ...» a^^i nebst deren Differentialquotien* 
tan in Zi , ...» z., s finden, so wOide man dieselben in (26) Ansetzen, 

8 f 8 f 

sodann f> • • • awisehen (25) nnd (26) eliminiien, omdie Oleicbnng 

(1) za erhaitou. 

Diess ist aber anmOgUcb. Denn da man durch (22) gehen mass, so 
enthalten die fraglichen n — 1 weitem Gleichungen die Funktion f, oder 

Ö et 

JedenfaUs deren Differentialqootientett nach «; die Ermittlung von ^ wfirde 

also nothwendig höhere Differentialqaotienten von f einfuhren, welche dann, 

8 f 8 f 

nebst den n Grössen f, •••t r sich aus den n4-l Gleichungen (26) 

ö«! 8Ab-I o r 

nnd (26) nicht eliminiren iiessen. Und doch mnss diese Elimination mög- 
lich seyn, da ja das gefundene Gleichungssystem die Gleichung (L) integrirt» 

Dieser Widerspmoh ist nur dann gehoben, wenn dieOrOssen r--in (26) we- 

gen der fraglichen n— 1 Gleichungen wegfallen. Diess ist aber nur dann 
der Fall wenn diese n — 1 Gleichungen lauten : 

8F . 8F b( _^ ÖF Öf 8F 8F 8f _ ^ 

8«."*"»f ä;^""' 8^"*"iHF8^'7"' 8a,_, 8f 8^:i;~"' 

Alsdann heisseu die (26) bloss 

^-^ ^=0, (260 

und wenn man nun zwischen den 2 n Gleichungen (25), (27), (26') die 

8 f ' 8 f 

2n— i Grössen o. , . , «„.i, f, , . . . , = eliminirt, so wird man noth- 

wendig die (1) erhalten mttssen. Da aber die letztem Grössen in (25) and 
(26^) nicht vorkommen, so genligt es, die n Grfissen «ii , . . . , f swischen 
(25) und (260 elhnhiiren. 

Die (27), die also nothwendig neben (25) bestehen mfissen, sind aber 
die partiellen Differentialqaotienten der (25) nach ««,..., Damit ist 
die Behauptong erwiesen. Es ergibt sich aber hieraas eine wichtige 
Folgerang. 

Zviito Alt äu ■UfnitiBm imtvOm tm (1). 

II. Setzt mau in der Gleichung (25) für f und betrachtet in der 
Gleichung 

FOq.z,, ...,X>, ■, o^, ...,a,0=:O (250 
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die Grössen a, , als beliebige Konstanten, so erhält man durch 

Differenzirung der (25') genau die Gleichungen (26'), in denen freilich f 
durch a, ersetzt ist. Eliminirt man aber a, , . . , o„ aus diesen Ditiereutial- 
gleichungen und aus (25'), so erhält man ersichtlich dieselbe Gleichung, als 
wenn man or,, .., «,_, f zwischen (25) und (26') eliminirt. Da mau aber 
in letzter Weise die (1 ) erhält, so folgt hieraus, dass wenn man die n will- 
kürlichen ivoustanten a, , . . , a. aus (25') und deren n Differentialgleichungen 
elUDioirt, mao auch die (1) erhalte. Die (25'; ist also eine Integral- 
gleicbaog von (1), mit n irillkfirliehen Ronstaoten. 

BegreifUcber Weit« moM diese Qleichaog (25') aas dam allgeroeineD lotegral in §. 6 
iMTffoigtfaagwi MfB «ad m bt «adb loleht n Mhtn. da» iDsa tm CSi) MldMr GlaidnuifM 

mit n willkürlichen Konstanten erhalten kann. Setzt man z. B. f (Cj. . . . tn-t)=«ttt 
+*... + aii-it^-t + a«, M hat man • . ^>-i za eUmioireii zwiachen 

tm^m^t^-¥■ ..•^«•-iCi-i + a. . -— =s«|, ..... — = «hi-t, 

wo für Cm Bein Werth aas (24) sa Mtxcfi iit. Üi« Endgleichong enthalt die n willkürlichen 
KoMtanten a, a„. 

III. Im Hinblick auf (27) kann man aber eine weitere Folgerung hieraus 
ziehen. Ist man nämlich im Stande, irgend wie eine Gleichung (25') mit 
den n willkürlichen Konstauten a^, ... , a„ zu erhalten, welche durch Diffe- 
renzirung und Elimination der Konstanten die (I) liefert, so erhält man die 
allgeuieineu Integralgleichungen duich Elimination von a^, a,, . . . , a. aus 
dem Systeme; 

• • • » Sf *!♦ • • t thtf^vt <tm — 'Vh* »»t Z ä — Q — — • • • » 



6 0.-1 9am 0«B-i 

Uuuuuelbarer üewcu. 

Ist 

P(ii. ...•x.,s, at,..,a^=0 (29) 

eine Integralgleicbong too (1), d. h. erliält maa (l) wenn man o^, 
eliminirt swischen (29) und 

8F 8F 8s 8F 8F 8t 8F 8F 8i 

8ii 8i8i, 81,^8« 8x, 8«.^8t8«,' • ^ ' 

so wird die Gleichung, welche durch Elimination von «, , . . , «n zwit^chen 
(28) hervorgeht, ciup Integralgleichung von (1) seyu, wo f eine willkürliche 
Funktion bedeutet. 

Setzt man in (29) o,. = f , so folgt darans 

8F 8F 8x /eF cF 8f-\ /-ea^ 8a, Bj\ 

e^"*" rz öT,"^ U b f taj U x,'^ttBxJ'^ 

vo r = 1, 2, . . , n. Wegen der (28) aber gibt diess: 
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8F . 8F 8s__ 

und da diese Gleichung genau die Form (30) hat, so ist die Uehanptung da- 
mit erwiesen. Da die aus (28) hervorgehende Gleichung eine willkürliche 
Fnnktion io sieh entliftlt, so ist sie das allgemeine Integral von (1). 

Die nach der Note zu §. 6, VII gebildete Gleichung ist ebenfalls eine 
Gleichung, welche die Eigenschaft der (29) hat, aus der also das allgemeine 
Integral ebenfalls erhalten wird. 

•=^f^^^^v^^li)■ 

gaoAgt 

z = » X 4- b y -i- 14- a * 4- b *. 

Demnach erhAlt man das allgenwiB« iDtogral duroh £limiiiaftioii von a zwisohen 

«=a»H-yf(a)H-VH-a»-»-f(a)». Oss + yf (*)-+- .±±MJM=:. 

VlTä»-+-f(«)« 

« 

genügt 

Demnach ergibt sich daa aUgemeill« Integral aus 

8 f 8 f 

• =saxt+b3sH-Saf(a,b>,0=Xt + St g^, 05=x, + x,^., 

8f X, 8f X, 
Da hieroaeli ö~ = ~~*~~* rr^""* — • *o ergeben »ich a und b als Funktionen tob 
oa X|8d 



sodass 



-«.'(Ü- ^)*«.*(^ ^)-^'(t- ü) 



was offenbar auf 



sarfiekkonuntw (Vergl. damit das Beispiel 6 io §. 4.) Die Q]i»iobiuig 

» = axj -t- bx, -Hcxj 4 



d.h. 



gebOri unter die allgemeine Form« ans der sie sieh ergibt wenn 

F(o,T}s:an + bT + Q 

gesetzt wird. 
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3) D«r Gleiohim^ 

Alto ergibi sieh die aUgenwin« Aoflasung dnioh Elinünatioa too • «u: 

« = yV^l-»' + ax-hf(Ä). 0= — :^|=ry-+-i + f (»). 

(y«igl.dttBitdMBei^4iii§.6odcrdMdwligtt8, das eiii beModaiw EUl des 
entofn uL) 

■ 

El mag die» bier gwflgai. IKe in diätem §• behandelte MeCbode sebeint Ton 
geringerem Wertbe gegenüber der aUgemeben des §. 6. 



L Stallt naa In d«r Oletekaag (28) mit dn wiiikAHi«heB KoMlMira «i , . . > «• diate 
OH^Mn ab FudEUeaai Ten Zi, ...» x. an* beiClmnit ans dtn Olatehaatn 

ö-=o. ^ = 0 fl— = 0' W 

Off, C ff, C ffn 

ao liefert die (29) auch nnter dieser VoransseUnng noch die (30), so dass die Elimination von 
u^, ... • «n zwischen (29) und (31) immorbin eine iDtegralgleicbung too (1) gibL Da aber 
dvieh die (31) die letoten a— ^1 flleichviigen (2S) von aelbet erfOUt sind« wu aoeh tnj, m 
«iid dieM GleiebvBf In der all|eniefaMB Aenonmg embilten aejn. 

Haben dla (Sl) TaktoteB gemebiMhaftiieb der Art» dam irenn dieee FakCoien (ten d enen 

je einer mindestens zweien Gleichunpon anpchfiren muss) gleich Noll gesetzt ■werden, und 
dann ans diesen neuen Gleichungen und (28) alle Konstanten fich eliminiron lassen, so 
▼erhalt sich die Sache anders, da alsdann diese Faktoren in (20) ausgeworfen werden müssen, 
mhUn die (28) aiobt von lelbefe eifUlt aeyn werden. Alidann kann die gefeadcae AaflOcong 
gaaaveU niebtia der «ligMieiBen entbidlen lejn. 

Eine Auflösung wird man ebenfalli eriialten, wenn man nur einen Theil der Gleichungen 
(31) bestehen Ifisst, die übrigen Konstanten in (29) unterdrückt, d. h. ihnen bestimmte Zabl- 
werthe beilegt und dann die bleibenden eliminirti Auch diese AnfiOrang kann wohl in der 
aUfemdnen nUbt enfluiltai seya. 

Wir. Wollen nnt jedoch bei diesen Untersachongen nicht verweilen . da die allgemeine 
AttfUleeBg die elBi%e im, «ri^ dto DlflhfieBiiali^Mdnmg wiridiefa «netal» miOln aneb aUeia 
•tatt denelbea gebrandit vetdea dari 



* Diese Gleichung wurde dadurch erhalten , dass man in der ersten Auflösung des Bei- 
ipieli 8 bi 1.6» ntarileb in 

«-V7*4-li^ö* = F(0. -7===«F'(0 

Vy»4-(x-Ö' 

gtmtstbat 

F(0 = at-hb, 

und dann t eliminirte. Sie ist also jedenfalls In dem allgeaieiaflo Integmle enthalten. 

Digitized by Google 



tri* Aadka« tu 1. 4 M h 4« 4« i. S MtkaM. 



47 



Antaebnag 4m «Oganeinen Integrals aus efaMr btagnli^tidiBQt mit tbnr 

wiUkarikfaeii Komtuttm. 

U. Bei Differentialgleichungen mit zwei anabhtnglg VwliidtAdMa genagt es oft. eine 
Intop^ralgleictiang mit einer einzigen willkürlichen Ronstanten zu suchen, udi daraas da«; nll- 
gemeioe Integral an erhaJten. Da letzteres, wenn es in geschlossener Form besteht, eine 
▼illkllrUclie Fooktioo «intrOHtaM t tBthlll, w wird man mumIiibmi, es sey die fraglieh« Inte- 
(nlgldehiny Omdureb eatitaiidM, daia ditM wiUUWidM Fnakttmi «iMr KoBHaiifefla gl«ldi- 
gesetzt ^urde. und aus dieser wMn^&M M «nitHlB MmImB. Mngl ditM, 10 hst BÜB dtl 
ftUgemcino Integral gefunden. 

So genügt der Gleichung im Beispiele 6 dM S- ^- z~ c: setzt man also z = f((), so 

ttngi dteselbe Form hat , wie die Torliegrade • Ar die )edooh nur ein Anidraek in x und j 
gesucht wild. Da issx^-^y* denelbeii geiriigfe, so iik B = r(s' + 7^ iu «l^eoMiM 

Integral. 

Es ist aus diesem Beispiele schon eraielitUeb, dass diese Mettiode geringen wissensehaft- 
BdMD Werth haL 



Die AofiAsnng in g. 4 ist in der des 6 enthalten« 

m. Wir wollen bier sniii Sdünise noch zeigeo, daes die in §. 4 darge- 
stellte lotegration der liDearen DifferentUügleleliiing in der allgemeinen 
Aaflösang des §. 6 enthalten ist. Die Gleichoog (!) des §. 4 heisst mit 
den Zeichen des §* 6: 

aUo ist in §. 6 



Z — (Xt Zt -h . . -i- Xb-1 z,-i) 
9= " _____ 



SO dass die dortigen (5) sind: 

von denen also die n ersten bloss x^, x„, z enthalten. Werden dem- 
nach diese n ersten, die mit (8) in §.4 zusaniment'allen, für sich integrirt, so 
stimmen die n ersten lutegralgleichangen (6) in §. 6 mit den (9) in §.4 
ebenfalls zusammen , und man hat in den n ersten Gleichongen (7) des §.6 
bloss die Grossen dassxt, .... x^i, « sich durch X« jf, 

^. aasdr&cken lassen« In den n ersten Gleichongen (8) des §.6 kommen 
also nnr die n ersten If vor, und nach den (9) lassen sich die n ersten tdnreh 
jene | und umgekehrt ansdrilcken, so dass in den nH- 1 ersten Gleichungen 
(11) nnr .., 2: vorkommen. Bei der «wischen (11) und (22) endgiltig 
sUttflndenden Elimination kann man also ^, ^. , . . , zwischen den n+ 1 ersten 
(11) nnd der ersten (22) eliminiren, um die Endgleichong tn erhalten. Mit 
den n+1 ersten Gleichnogen (11) verbindet man also 
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d. b. offenbar aoeh 

im^9{it* * . t tm^i) »tt tai n'eiMMi (7). 
Das« diees aof das in §. 4 Gesagte binaosUoft iet ereichtlicb. 




rentialgleiebuog erster Ordnung auf die eines Sjstems gleiobseitiger (ge* 
wöbnticber) Differentialgleiebnngen ^rflekgeflUirt worde. Wir wollen nna 
aber auch die nmgelMbrte Aofgabe näher betrachten, d« ew System gleidi- 
seitiger Diffisrentialgleichangen dadnrch integrirt irird, dass man eine partielle 
Differentialgldcfaiing erster Ordnung aaf löst * 

I. Seyen x,, ... x„, z, Z|, .., z„ Funktionen der Grösse t, <f eine 
Fonktion von t, x^ , . . . , x„, z^ , . . , z„ und man habe das folgende System 
▼on IMfl'erentialgleichnngen so integriren: 



worin also tp eine FanktiQn der Grössen x, ,.. .»x«, z, Z| ^ nebst t sey. 



eine der Integralgleichongen des Systems (1) seyn, so mosSf wenn man (2) 
total nach t differenzirt und die Werthe der Bilferentialqnotienten aas (1) 
einsetzt, eine richtige Gleichang erscheinen, die wenn F keine willk&rliche 
Eonstante, oder doch nor so enthüt dass sie bei der Differenzirong weg- 
fUlt, identisch seyn moss. 

Soll aber ein System von 2n-f-l Gleichungen mit eben so vielen will- 
kürlichen Konstanten das Integralsystera von (1) seyn, so muss, wenn mau 

dieses System total nach t differenzirt, |^ ihre Werthe an« 



* V«i|l«ieb»lu«Bto: 0tft Int|()rchg §. 132. 




(1) 



SoU min irgend eine Oleichong 
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(1) einsetzt, x,, x„, z, z,, .., ?„ mittelst des lotogralsystems durch t 
ansdrfickt und jetzt einsetzt» ein System identischer Gieicbuogen erscheinen. 

WSren bieniaeh 

F|sO, TgssO, FtM-i=0 (Q) 

diese IntegfmlgleichiuigeD, so mflsste 

8F, . 8F, 89. . er, 8».^8F, 8^^ ^ 8». >w 

' • • 8^ 8-li-^ 87 C*^ • • '-87.- V 



81 81« 8% 



8Fr/^8lP , e^N 8F, i<89) f'A_n 

^8i: V8i»"*"*»8^>>~ ~fi;V.8i;"*"*"ö J~" 



(4) 



seyn, wo r= 1, 2, . . . 2n+l, und zwar wenn nwDfflrZi, z. ihre Werthe 
aus (3) setzt, rouss (4) identisch erfüllt seyn. [Oder such wenn man die 
2n+l willkürlichen Koustanten, die in (3) voiiommeo, nittelBt dieser (3) 
ans (4) eliminirt]. 

Betraditen wir nun aber die (3) als Gleiehnngen swisdien X|, .., x»i t» 
so geben sie 

8F, 8F, dx. 8F,d«. 8F,d« /r^ 

at"^8ii ••"^8i:'5r"*"e7 d?'^***"*'e;fad»~"- 

l^d nun die (4) identisch erfIlUt (io dem Sinne dass nöthigenfalls eine 
Ersetzung wie oben vorgenommen werde), so folgen aus (5) und (4), d. h. 
aus (3) die (1), und es ist ganz in Ordnung dass man die abhängigen Ver- 
änderlichen mittelst (3) ersetzt sn denlien hat. (Vergl. Diff. o. Intgirchg 
§. 132, Note.) 

ffiersus folgt, dass ein System von 2n + 1 Gleichungen (3) nnr dann 
als Integralsystem von (1) angesehen werden kann, wenn die der (4) 
identisch genfigen (nöthigenfalls nachdem die abhängigen Veränderlichen 
durch t ausgedrückt, oder die willkürlichen Konstanten eliminirt sind), und 
aber auch dass ein solches System nothwendig das Intepralsystem von (1) 
ist. Es handelt sich also darum, f anktionen F zu finden welche der (4) 
identisch genügen. 

Aafrtellimg des IntAgralijilMu. 
n. Wir wollen in der Fnnktion (p (welche t, x«, x«, s, Sf , .. , z. 

8 z 81 

enthält) an die Stelle von z, , ... z„ setzen — - — und durch 0 den 

Werth bezeichnen , den (p dadurch erhält; alsdann bilden wir die partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung 

zwischen z als abhängiger und . . , x„, t als unabhängigen Veränderlichen. 
Setzt man in 0 zur Abküizuri;> (§■ ^» i) 

Di«D(*r, Oiffki«aU«l- n. inMfnl-RMbnunf. UJ. 4 
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elf 8^ 8^~*'^ ^ 

69 8 

so geht 0 identisch in cp Uber and etwa ist r — dMselbeoiiiö-^yWmaQeh 
die beiderseitige Bedentmig ▼encbiedea ist 

ADgenommea Bim et sey 

ein Wertb, der der Gleichnog (6) identiseh genüge , wo f eine bekannte 
FnntLtion von x«» . . , x„ t mit den n + 1 wtllliArUelien Konstanten 

a, a. , . . , cr„ sey (§.7, III), so wird also wenn man ~- - , ~ aus (8) 

bildet und in (6) eiosettt, letztere Qieichaog identisch erfiUit seyju 

Unter dieser Voranssetznng kann man dann die (6) naeh irgend einer 
darin Torkonmienden GrOsse differenziren nnd wird immerliia eine riebtigo 

8 f 

GHeiehang erhalten. Benfltsen wir dabei die Besefebnnog (7), wo z, = — , 

80 erhält man, wenn man nach z, die (6) differenzirt |.oacbdem die Veränder- 
lichen aas (8) ersetzt sind] : 

8* 8£ etf> 8»f e«!» e»f e'f . 

8 (D 

wobei fssl, 2, n nnd wie bereits getagt, der Form nach sasanmieii- 

flUlt mit ^ . * 

Eben so erhält man dnreh DilTerensimog naeh a,t 

8f . 8# »*f . 8» 8»! 8»f _ 

8i aat^^Stjaxtaar^'** . 8i,8x.8«r 875^"""* 

wo r=0, 1, . . . , n («0 =<v) seyn kann. 

III. Mit diesen Vorbereitungen können wir nun den toigenden Satz be- 
weisen : 

Ist f die in (8) gegebene Faoktion, so stellt das System 

t = f 

von 2n + l Gieichangen, in denen weitere willkarliohe 
Konstanten sind, d^s Integralsystem von (1) dar. 



* Nur «ind in die GrOsten x. , ... Xn eleioh • . . . « J-^ • in elet dad %» 

C Z, 0X| OXa 8lc 

Mm abbiogige Verladerliehe, vie aie du IntegralsjsUm tob (1) gibt. 
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Die (9) als bestehend gedacht (vprmittelst der also Xj, .., x„, z, Zj, 
. . , z„ als Funktionen von t gegeben sind mit den 2n4-l willkürlichen Kon- 
stanten «, «i, .., a„, /?,,.., /?„), so haben wir zu zeigen, dass aus ihnen 
die (1) hervorgehen. Dazu i&t es geoügeod zu zeigen, dass der (4) je ideotisch 
Genüge geschieht. 

Bei den dreierlei Arien Ton Gleichungen iu (9 ) haben wir auch drei Beweise 
ZU fUureii. 

9 t 

1) 7— s Br tat tlB« Xntanali^dHDg foii (!)• 
PS» 

er 

Seteea wir io (4) Fv^l^— St».M wird 4mae GleiolNuig «1 



8xr8k 8xr8Z(8i| 8sr8s.8<» 8zt 8 s 

Biete moss identisch erf&Ut aejn, wenn man die Verinderlicben ans (9) exseis|. 
Wegen der (9) Ter\v'andeli ndi 9 in 0, so wie diese GrOsse in (n) ToikooDit nnd 

ö f 

ist ttberdiess i^s= ^ - ; deBUHMh ist (4.) aii (n) dieselbe Oleiehnng nnd swar sehen, 

wenn man bloss die n ersten nnd die leiste der Gleichungen (9) benutzt. Da (a) 
identiseh erftllt ist, so ist es also aaeh (4|)i und bleibt es« wean man anoh alle 
(abhiagigen) Teiindeiliefafti nach (9) 



8 f 8 f 

S) ^ = 1-^,^ iil sine brtapal^sfamig von 0)* 

ö f 8 f 

Setat man in (4) F,= x-- — ^, ^ , so erhUt man 

0 Ctf c et 

8»f 



8ar 8 



8»t i< 8»f 8*f \ Bg> 

7 •''8«8t'^V8a,8x» ^tat^J 

Inetat man die Verinderliehen ans (9) so geht in 0 Aber, wie diese Grosse 

8 f 8 f 

in (b) Torkoiumt, und es ist Überdies« z — '~ßra' identisch Null, so dass die (4a) 

Q ttf Ott » 

auch heisst: 

8ar8t ''8ir8t'*'V8«r8ii ''8« 8x,y 8s, ' ' * - 

f 8'f _8M_N 8* 8fN 8»_ 

Setzt man in (b) r = 0 , multiplizirt die so erhaltene Gleiohung mit ß, und 
subtrahürt sie sodann ron (b), so erhält man die so eben angegebene Gleichung, die 
hiernach identisch richtig ist. 

3) z =f ist eine Integralgleichung tod (1). 

Setzt man in (4) F,=:f — z, so erhält man 

8f 8fe9 .8f8»> 89» . ^9 VA 

Ft'^äi: 8"i» 8^""^8i;"^**''^""8i;"*'*®' 
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^8f /^8f \ 8<p . . /^8f \ 89) ^ 

'-^rtHiR-Väii:-»- ••^Cai;— )8-^=^ <^> 



EnctsC aaa Ma die Vcfftaderiiefaen iiaoh (9>, 00 g s, idtntweb NvO, 

•IiO^(4|)lD 



wo 



'/i allerdings der Werth ist, wie er aus (6) hervorgeht wenn man z = f geseUl 
hat. Alto in alsdann ist Ja (6) ideatiich erfiUil» also anoh die to eben geCÜndene 
Gleichung, d. h. die (4|). 

Damit ist Dan unsere Behaaptang erwieaea. Hau wird beachten, dass 
die (1) die Form der (6) in §. 6 haben, wenn man not — q> statt q> schreibt 
£beii so beachte man daaft z io den 2u eisten GldchnqgeQ (9) nicht vor- 
kommt. 

Bceonderer Fall da 9 kein i entbilt. 

IV. Jetzt kann daa System (1) in so ferne geftndert werden, als in der 

letzten Gleichung — 9 wegsnbleiben hat. Kennt»aian2n Integralgleichan- 
gen des so erhaltenen Systems, jedoch ohne t, so lumi man die lotste 61ei> 
chong unmittelbar finden. 

Wir wollen nonmehr die (1) snerst onter folgende Form bringen: 

8|» 8»^ 8y 8»^ ^ 8» 

J T~ A r---f-«T^ . 8, ---4-... -hin; 

aXt b Zr gZr ( 3tf C » dl. 0 7^ C Z„ . 

di«"~ 8£ • 8e> ' d«.~ 8^ • 

8>a 8sa 8|m 

WO je r = 1, 2, . . , n— 1 seyn kann, bei ^ jedoch aoch noch = n. 

Soll (2) eine Integralgleichong von (10) seyn, wo F kein t enthalte, so 
mnss identisch seyn: 

8F8». 8F8jp , BF 8» . 8F ^ e^N 

8^» 8i; 8^ 8 1, • • • • ^ 8 s-i 8^:; 8 1 V.*» 8 1, • • • 8 ij 

eF/Bv,^ 8F/^8v^ 8fl»\ ^ ,,,, 

-8^C8i-^^*8X)-;--8i;;(.8-l^.-^*-8Ü = ®' 

wenn man die Verftndeiliehen ans dem btegralsystem von (10) metil 
(Z|, . . , Zb-i, s, S|, . . , z. dnroh x. mit den 2n wUIkttrlichen Konstanten). ^ 

Stelle nan wieder ^ dieselbe Grösse wie in II Tor, d. h. folge aus 9 



* Keimt mtn tlto 2n Fooktioiten F^. . . , Ftn die den (11) identbeh genfigea, 
oOtbigeDfalU aiu Fi=0, F,=0, . . , Fta=0 in der 
itoUm letstei« Gleidungea das Iniegialayaltai tob (10) der. 
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■ • 

wenn man z, , . . , z„ darch ^ ^ ersetzti so bilde man jetzt die par- 
tielle Differeotialgleichuag 

^ + a = 0. (12) 

wo a «ine beliebige Konatante. 

Ist wieder (8) ein Werth welcher (12) identisch genügt, wo f eine be- 
kannte Funktion von Z|, x« (ohne t) oebst den u willkürlichen Konstan- 
ton o, a^, . . , a»_, (neben denen nocb a voxkommt), so genügt den (10) das 
SjBtem 

8f _ 8f \ 

•'^"*' (13) 

II— ®I 11 _ IL 8f _^ 8£ ( ^ ' 

8a4~^»8«' 8«,~''*8a e^üT""^-' 8a' ) 

« = f. 

WO' pit .., ßm^i weitere willkürliche Konstanten sind, so dass dieselben 
(a, ft|t . . t o^i* At « • > a) der Zahl nach 2n sind. 

Der Beweia dieser Behanptung wird ganz wie in III geführt. In (a) tmd (b) fallen jetzt 
je die letzten Glieder wag, ds t ksia t «otbäU» and a diffennsiit Tvnohvindet» und in (b) iit 

r = 0, 1 , . . , n— 1. 

8F 

D&t (Ii)» walshe hier n iMbt£«Ktlfeii kfc» folgt aai (4)» wtoa man io letitMtr r— 

0 Xw 0 t 

Eben so wird das identische Be«;tphen von (4j) erwiesen für r = 1 , . . , n — I und zwar 
mitteilt der (b), ao dau die 2d— 1 ersten Gleichungeo (13) jedeofalla Integralgleicbongeo 
von (10) Bind. BenUtek man die letite (13), m bt die (ll)r 

8zi8Bt 8z.8sb V 8it btmj 

C»^ " V 6^ Ca-^ 8 h = ^ 

«ad ii( Mlbrt ilditli «egn der (18). 

Demnach sind die Oleiebnngen (13) Integralgleichongen 
des Systems 

dxj_8») dzi__/'8»i 8 y\ 

dtt~8^* dt V8^"*"'*8T^' 



dt ""8«.' dt" V.8x.'^*"8«J' 

_ Ö«. . 80 8»» 

"5t - ai: 8i • * • • *■ 8^i • 

Die noch fehlende Gleichnng ergibt deh durch einfoche Qnadratnr. * 
(Vergl. Diff.. o. Intgbrchg §. 140.) 



• Wir BflMen M«r eiaMi MÜmenttadnlne fwbetfw. Die DanMlOBg ia I» H, III 
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Enthalt 9>. alio Mieb ^ kala i . so kann man sie afc«r amb Mfait UaNbnibtB. 81« in 
nlmUeh alidum, Vinn fm ibM vaitan Konataat« : 

üm dic&s zu beweisen bemerken wir , dass wenn (13') eine der lotegralgleidmogwi ron 

[6t 8 f ~1 

^ ~ da ^ eil ' 

8F ar 8«» 8F 8») 8r/^ 

•t'*"8^ 8i:'^*'"*"85: äi;*^«! V.*'n;"*"-"^*"8^;>^ 

- ii; V.8^ J ~ • • V.8i. 8iJ ~ 

Salat aaa F ab« ao iafc alio 

, . 8*f . «*f ^ a» . . r a*f 8'f n _ 



Abar wann auui f flr a in (12) ainiataa, ao ist diaaa GHaUibuig idanliadi arfUlfc; i 
kann da alao anab naab a («la naeb «) Afteadfan. D«nnaab(la #kata a andilU): 

a» a'f 8* 8»f 8# 8»ff 8^ a»f _^ 

aai aaaat'*'-"^8..8r8i;"*"^~"' 8 a^ 8^8^ * * 8 a. f^TZ * 
a» «alchan swai Olaldrasgan ildi dta Bidill^kalt dar Babaivla^g «oCbH «tglbt. 



Fan 4a 9 kaln a, «aU abar I aniball. 

V. Da in den (l) die Grösse i bloss in der letzten Gleichung vor- 
kommt; diese aber, wenn einmal x,, . . . , x„, . . , z„ bestimmt sind, immer 
leicht intogrirt worden kann, so wollen wir dieselbe g&oz weglasseo, also die 
(1) ersetzen durch • 

dk—ei^* ~di^ 8^' 



dx«__8»» dtn 8j» 



Die Integralgleichangen dieses Systems sind die (9), tod denen Jedoch 
die letzte weggelassen wird, f wird wie in II angegeben bestinunL 

Da aber jetzt die (6) z nicht entwickelt, sondern nur in seinen partiellen 
DifferentialqaotienteD enthält, so genügt ihr such f+«r, wenn » efaie be- 
liebige Konstante. Kennt man also eine Fnnhtion f von X|, ...» z., t nnt 
den n wiUkfirlichen Konstanten cr^, . . , o.. welche der (6) identisch genügt, 
so ist f + « eine eben solche Fonktion , wobei yoransgesetzt wird dass keine 



ist aligemeiD, ob g> die ( eotbaite oder nicht. Im Falle IV kann man aber bequemer rer- 
fMmn. «ia hiar angegeben, aar n4aaan dann dfa (1) nmgeaebiiabaii «artai «la (100 Mf^ 
In aUgOBMiBMi FaUa UM iieb alcfat aaaahaaaB , aa anifaalta f kaia c 
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der KoDAUoten «i, . • , a. io f bloM addirt ist Danuu folgt dasi man in (9) 
1^ = 1 setien kann, so dasa das IntegraUyitam von (14) iit: 



df 8f _ 

e7i=Ä d;^"^- 



(15) 



8 f 

4«B ttimkialbafiB Bvviii fHfami, to g MchMi t dien wl« in IIL Dus ^ — = Br 

8 a, 

oioe lotogr&lgleiehang ist, Terlangt nur eine kleine Aeodening. Die (4) ist jettt, da F kein t 
«nthllts 

8F er 8y iZ. 1?. _ i£ 1^ 8F 8y)_ 

»»■^d»i8«i'^ - '^8x,8». 81, 81, •••• 8i.8x.~ 

8 f 

and Also wenn F = ß,: 

8at 

8*f 8«f 8v 8»f 89 ^ 



8«. 6k dotdxi 81, 8a.8x.8i 



84> 8»f 8* 8»f . 8*f 



8z| 8a,8X| 8zB8a,8xn 80, 8t 

woran« dann di« BichUgktift voMlilnador GWdmg «leb eiglb«. (V«i|L DiC- a. Intglrahc 

8. 140, VJ). 



Die GrtM r «alMl weder s «eeh t. 

VI. Wegen der bereits zu V angegebenen Gründe wählen wir bloss das 
System (14), welches durch die (9) integrirt wird, wenn man die letzte weg- 
lässt Es lässt sich jedoch hier eine etwas bequemere Form wählen. Ge- 
nügt nämlich f als Funktion von x, , .., x„ (ohne t) der (12), so genügt 
f-+-at-+-a, wo a eine weitere willkürliche Konstante der (6).* Dabei 
möge f die n — I willkürlichen Konstauitn ct^, .., a„_,, keine jedoch bloss 

8 f 

addirt enthalten; alsdann kann man in III a. = a and wie in Y 
Betcen. 

Hierans ergibt sich, dasa das System 

«""•-• ) (,« 

Iii — —.ii d la _ 8 » 

dt~ 8as dt"" 81. 

integrirt wird dorch 



* Setet man in 9 (Urs: f+at-f-a 10 erhftU man dasselbe wie wenn man bloss f ge- 

. . 8z 8z 

setzt, indem . . . , dieeelben Werthe haben, a and aber Jetzt nicht darin Tor- 
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Olaidigtvldit «iiiMjGniMi btogWMwn FadMii. 



8f 8f 

= A =|l^.^+t=tf.. 



a<9 



worin ...,/?„, a, «i, ... , a„_, die willkürlichen Koastaoten und f für * 
der (12) identisch genügt (jedoch keiu t enthält). 

El ist unmittelbar klar , dau mao auch geradezu uacb IV b&tte rerf ahten könoen ; nur 
UM* IBM in (lOO und (18) J« dfo Itlito Olelehmig v«(g«la«MB. 01« (13') «M dMn dit 
lelit» (16). — UeWgtiif «flrd« sssf+«t+a»iraa «Im iraittn KooiMntot dw Q'**'*—^ 

genügen , wenn die (16) den (14) genflgen, wie deb dl«M gang Umiittelbar «ii^Mi. EbM 10 
genflgt a SS f -(- a 80iDitt«lb«r d« Olttidinng 

<i I 8 9 8 V 

a t Ol, 0 Ca 

Doch eine Bestimmung von z hier ganz überflüssig. 

Die hier betrachtete Form von Differenlialgleiehiiiigen kommt nament- 
lich in der Mechanik vor, und wir woUen nnn an einigen Beispieien die Art 

ihrer Behaadlaog nach den hier Yorgetragenen Lehren erl&atem. 

« 

§10. 

Gleidigewiolit eines fireien biegsamen Fadens. 

I. Wir wollen uns einen durchaus gleichartigen biegsamen and unausdehn- 
baren Faden unter dem Elnlhiss auf ihn wirkender Kräfte im Gleichgewichte denken. 
Sind X , y, z die rechtwinkligen Kuordinafeii eines Punktes desselben, s der von 
einem bcätimmton Tuniitc aus bis zu jenem Tuakuj gerechnete Bogen der Fadeu- 
hmre, sind fern« X» T, Z die nadi den Ax«i gerkiiteteB SeitenkiiAe der im 
Punkte (x»yts} wiriLMunea Kraft, bexofen aof die GewiohtMinbeit; S die Spaoniuip 
in denuelben Fonkte; p dne Gewieht der LAagenebheit des Flftdeae, te ist» * unter 



• Siad z, y, s die KeordinsteB des Punktei in dem die Seilnikville Z. T, Z «Udm, sind 
veiter z + Ax» y + J.y , s + ^s die KoerdiBeteB des nlehsten (unendlich naheiO Auktis, 
vo also ^Ix , y , /^z unendlich klein sind, so ist =V^Jj'-f-i4y* + ^z' die LSoge des 
(unendlich kleinen) FadenstQcks zwischen beiden Punkten, dessen Gewicht p^s ist* %) data 

die aaf da.sselbe wirkenden (Seiten-) Kräfte sind p s X, p ifls Y, p ^s Z. 

Die SeitenltrAtte der in (s, y, s) wirkenden Spannung (die naoh der Tangente gerichtet 
fal)slad 

s^-i. 

da da da 

fldtfila die Seiteidnifke der im folgeadea Punkle «irkendm Spaanui^; 

^^><«'s!)- <\-<-'£)- «f^-<«/0- 

Da mm swiaehen den in beiden Endpunkten des Sttekcbeai Ja und den auf da ssel b e 
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8F 

der VoMNifMtiiiqg m gebe «ne INniklionF tob >• j, s. •to» dMt pZ= 

„ 8F ^ 8F 

Dio IntofaitiM CUddisngea (1) Uefart S, ao wm di» bwden Gleaehuagen 
der Eideiiknrre. Ifit den (1) isl fibrigeiw neeh die Gleidnuf 

zu verbinden. Die Integralgleichungen von (1) mÜMen seolu wiiikürliohe in- 
stanten enthalten. (Di£- u. lotglrchg §. 131). 

Setst man 

« 

•0 hat nuu niao . . 

de"" e»* dt~ «y* dt~ »a* 
Wegen (2) geben die enten drei dieser Oleidnmgen sefi«! 

wo wir das positiye Zeichen wähien miluon, da wir S als positir ansehen. 

IstS nach (4) bestimmt und man stellt die (3) an die Stelle von (1), so ist 
die (2) Ton «eUttl erfiUlt» so daia sie nieht weiter au beaohten ist, Setsi man 
nun aber 

80 werden die (3), mit BerOduiphtigOBg Ton (4), wenn mau ^ als Funktion ron 
7> ^ •> ^1 U ansieht: 



(8) 



^ wirkenden Kräften Gleichgewicht hameht» le lut man (beacbmd dait die bflideB Spanrnnf« 
•atgegengeseUt gerichtet sind): 

pXifs-^j(^S^*)=0, pTili+J^S^^^lo, pZJs+j(s^^)s=ll. 
^ Da aber • v*0 ^* anendUeh kteta, ao gaben diaaa GMafanngan: 

Dies* sind, wenn man die Annahme des Bestehens der Funktion F macht, die Gleichmigen (1). 
Was F aabelaagt, das anab a endialtan kaaa, «obai aber dann bei der DURneniimBg nadi 
s. y , z die GrSsse s ala knnalant anansahan ist, aa bai«t diaae Mktlan bakaanllkb die 
Kriftafaaktion. 



Digitized by Google 



68 



dx dj 8y dt dg> 

dl~¥t^* dl^H^' di~8^* 

dtt 8fl» 8^ 8» 8jP 



und haben genau die Gestalt der (14) in §, 9, V. Man hat also nach der dortigen 
Vorschrift, da <fi tod C (dorl 2.) frei ist, die particllu Diücrcntialgkichung (G) za 
tadM, 4b J«lallMiMft (das darUfe t Iii hkv s kt f ; x, , X]» süid 7, s) 

eine Auflösung dieser Gleichung, wo \p Ton x, y, t, s abhängt mit 
den drei willkürlichen Konstanten a^, a|, fi^, TOD denen keine blou addirt ictt M 
sind die Integralgleichungen von (6) : • 

8i~^' ey~^»' 87-^»' 8^-^" ß«,-''" 8h, ^ 

Von diesen sind die ersten dr»i fttr die «ifeBlUohe ▲nflOrang ftbarflSHig» M 
dftH dM QleidittngMysiem 



die QfOiien x, 7, S all FUiktieiMB wom • nit de» le«!!! wülUilleheii Komtantep 
♦ «II ^» «I» Ä» Ai A 

EaibftU F die QrOtte s Bieht, le fMrilgi aaeh §. 9, TI der (7) die Fom 
^=01 t-h^, wo r bloM X, 7, 1 eathMlt m daM dann die (7) die Form 



annimmt, aus der noit zwei neuen willkfirlichen Konstanten Oi, O] zu ziehen ist. 

Folgt aus (7') ^'=u, wo ß eine Funktion bloss von x, y, z, nebst den weitern 
• Konstanten a,, »2. ron denen keine bloss addirtist* so ist die roliständige Attf lOtong 
der Aufgabe enthalten in den Gleichungen : 

Dabei onui ftr (9) oad (9') die GfOue S pontir amikUeB. 



0= Vti' + ti'-Hi,'. also wegen der drei ersten Qlsichnnge« (8) : 
Da aber C= 4» dw (7) identisch genügt, so ist 

vW^(lDH^'=-(-i!)- 

veraas die leiste flleichong (8) folgt. 
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TtSL (KittMlinit.) 



».» 



GeMtii die wirkiame Kraft «ey Uon das eigene Gewicht, und woj die Aze dar 
a vvtlikat, alao Zs 1, ZsO, TssO. aad mHUa Fapa, ee dau die C?') kt: 

Da die sweite Suite bloss 2 eutbält, so kann man etwa setzen 

alM 

Demnach sind die Integralgleichnngen des Prohlema: 
Da Uenma felgi 

80 liegt der Faden in einer Vertikalebene. Obige Gleichungen sind die der Ketten- 
linie, worüber wir uns hier nicbt weiter verbreiten können. Die sechs Konstanten 
können etwa bestimmt werden, wenn man die Koordinaten der beiden Endpunkte 
(AafhAngepnnkte) und die Llage dei Fadeai keaat, 

Bev^ng ein«! wKU&Mkn PmIeIm WBtai den Etaiaai elaar ZMCnttraft 

II. Seyen x, y die rechtwinkligen Koordinaten zur Zeit t eines Punktes , der 
unter (h m Einfluss einer nach dem nnig-ekehrten Quadrate der Entfernung- wirken- 
den Zentraikraft steht, die in dem Koordinatenantaog wirkt. ALsdaun sind die 
Gleidinngen tdbier Bewegung bekaantUeh (DilT.- tu Intglrchg §. 135, II) 

^^^^ -^l^^tl ,»=5x»-4.»». 

tvo a eiae pMitiTa KaoflanlB. Da 

ai • /'»\ »7 8 /'»^ 

■okalBttBjetetdie (U) in §.9, VI, 



dt""^* dt"**** "dt ~8x Vr^' dx,~^y\tj* 



dt **• dt"*** 



8elgl naa alao die partielle DiflSweatiatglMehQBg 
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an, »o g^ben die (16) in §. 9, VI die Integralgleichung-en (t für z gosetxt), wobei f 
bloss mit einer wiUkürlicheo Konstanten zu bestixumcu ist. Dieüc iutegral- 
gleichungentiiid dnn 

ü-t ii-i: 

e«""**' tf"^* 8«.^^' e«,^'»"''»* 

Setzt man in der partiellen Difierentialgleichuug x — rco^oi^ y = ts*niOt so 
wird tM (DUH- Q. Iniglrclig §. 69, I) 

«nd WWW hMfin 1^ = Ol, M ist 

y « ± I V^2ar-2«,r»-V. 

mithin 

t««k«»±yy^«irf-2a,f»-«,»er. 
-Danubb sliid die btegralgleichungan de« Problemi: 

wo Ol, ^1, ^ die willkürlichen Koostanten sind. {TDiS.- u. lutglrcbg §. 135, II.) 



iten Systems gleicbseitiglff '. 
ftof die Fonnen des |. 8. 

lÜ. S«feii i(, . X. FmiktioBw der Gröite z' = F ebe Fank- 

tioü der Grössen t, x, , .., x„; V eine Funktion der Grössen t,^^, .., x„, x,', 
. . , and man habe das System gleichzeitiger Differentialgleichangeo zu 
integriren: 

d i<8V>i 8V 8P_^ d /'dV^ 8V 8F_ . . 

Man setze nan 

8V 8V 8V 

and bestimme aus diesen Gleichungen x/..., x.^ durch Z|, z., z^, 
z«, t, führe sodann diese Werthc in die Grösse 

V-(l,'7, 4-X/Z,-|-.... + Xn'x») 02) 

ein und heiase W den so erhaltenen Werth der (12): so sollen die GrOesea 
~ und ermittelt werden. Da nur die x' von den s abbAngen, sobatnian 

8 Xi 0 z, " 

offenbar: 
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(13) 



wenn anf der 2wei<#n Seite die zf darcb ihre Werthe enetit ireiden. Da dum 

x~ = Zr, 80 ifit hiernach 

8W e V 

Femer 

8i,~8V 81. 81.' 8«. 

also 



8W_ , du .... 

Wegen (11) ist das System (10) so eisetieo daroh 

dt 8s^ .»»1^ * dl 8x. 8x. • 

an 

Beaehtet man die Gleichuigen (13) ond (14), ferner dass'^ s: 0» so 
liaon man dieses System anch.selireiben (die x' daroh die s aosgedraekt): 

dr*8^' dT-f^ dt -Oh* 

di,__8» dl, l52__A»L 

dt'' 8k,' 8x,* dl 8i,' 

worin y ss — (F + W). Das System (15) ist identisch mit dem (14) in 
§. 9, V. Setit man also k 

für z. , ... z„ ; f ^ , . . , * and erhält z = Z , wo Z eine Funktion von x, , 

. . , x„, t mit den n willkürlichen Konstanten cq, • • » o. ist, so sind dielnte- 
gralgleichoDgen von (10) jetzt: 

mit den 2 n wiUkftrfiohen Konstanten . • , , A > • • • • ^« (wobei aber keine 



* Da&eb«n bettehm Qbrigens noch die Gleichangen: 

8Z ßZ _ 



die Jedooh flbtifBidg sind , 4a die (15') icbon x^, . . . , bMÜiUMa, wodwreli die Aufgabt 
nMIgliU. 
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in 7 bloss addirt seyn darf). Sied Fnnd W frei von t, so hat man (§. 9, VF) 
nachdem io F und W die Si,. . , z„ wie eo eben ereetit sind, die Gleichung 

F4-W — «.=0 ^ (16) 

aofzulösen mit den RonitaQten «it •••> aw~i (keine bloet addirt) and dann 
Bind die Integralgleichongen 

8;sr»= • ö^"*" ' = veii = ' • • * äi; = • ^ 

ABginniiiHe Fem 4tv flMelinaf«D der Bevige^g einei Qyitant 
voa nettritiliii PniklM. 

IV. AngesommeD man habe em Syatam too m matarieUen PHnMan, 
und ujea sor Zeit t die Koordinaten des r** dieser Punkte ^, y,, z»; ferner 
Xv, Tr, Z, die Seiteakrftfte der aaf üin wirkenden iassern Krftfte (nr 
Zelt t); endlleh seyen die 8 m Koordinaten mit einander verbanden donh 
die kGleiehnngen 

f^=0,F,ssO. F»=0. (17) 

bt M« die Masse des Ponktes, so hat man bekanntUcIi * 

worin die l gewisse Koeffiiisnten bedeaten. 

Vermittelst der Gleiobongen (17) ist mas im Stande k der 3m Koordi- 
naten durch die flibrigen 3 m — k = n aossndracken , oder Qberhanpt n neae 
VerSoderliche aozonehmen und alle 3 m doroh diesell>en aoszadrfickea. Diese 
neaen Yeräoderiichen seyen 

tt» t§* * • ' t (i^ 
Setzt man die WerChe aller SmYerinderiiehen» in den ^ aosgedrficlrt, 
in die (17), so werden dieselben identisoh erftillt, so dass man nach jeder 
der OrOssen eine Jede der Gleichungen (17) diifereniiren darf. Dadorch 
erhUt man: 

wo r = 1 , 2 , . . , k , und s = l , 2, . . . , n seyn kann, mithin (20) im System 
von kn Gleichungen darstellt. 



* PoUbod, Meohanik %. 531; Dohjunel» Mechauik II, 38. 
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11m ankipliian ua die OkieknogM (18) nit 

8x, 8y, Pz, 

»{.• dfc' bU' 

ittie r =: 1, 2, . m ond «ddive alle ao whaltfliien 3m Gleichangsn, so er- 
gibt lieh wegen (20): 

Solcher GleichoDgeo vie (21) gibt es o» weil 8= 1, 2, ...» n seyn 

d»rf. 

Settt man eilgemdo 
so Ist 

wonuu sofort folgt: 

Ferner 



(28) 



d.b. 



"~8£»ei/» ^••••^81.81,*" ^ 8t 81. 
-84, UlJ^ — ^8£„ VsöU*" ^8t V8iJ 



•jj^lfj'A. (24) 



Daas io (23) ond (24) y nnd z an die Stelle Ton z treten kdnnen, ist Uar. 



Iliernach ist 
2H 
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Setzt man nun (wo dfts Sommenteichen sich auf die Werthe ^ = 1,2, 
. • . , m erstreckt) 

yZM^[xV-»-y'j»4-«yj= T.» (25) 

SO ist die obige Grösse gleich ^ ~ ^ * 

DeolOMh liaA nun die CHeioIimgen : 



Mis Wilehen nun die n Grössen ^ sa «nniltebi sind. DieM ibd die allge- 
meinsten Gleichongen der Bewegimg, in so ferne sie nichts UeberflfiseigeB 
enthalten. Sie ilOiren von liigrange her: Micaniqae analytiqne, II part, 
aectlV). 

Gibt ee ebe Funktion F der (simmtliehen) GfOüen^, aebit etm noch 

8 F 

t ond den i', so dass Qt ^ ^^^^ (^^)* 

^i<8T>. 8Cr-4-F) _ lfll^_8Cr+F) 

Enthalt F die nicht, welcher Fall eintreten viiid wenn F an- 
Anglich bloss von x^, y^, (nebet etwa noch t) abhieng nnd nicht aocfa 
l9** V ^^^^t wo dann 

^«=e«/ 

nnd F eine Fonktion aller 3 m Koordinaten bt; ao haben die (26') gans die 
Gestalt der (10) nnd ihre Integration kommt anf das in III Gesagte nirflck. 
(VergL Diff.- o. Intghr. $. 140, VI, ond „Anhang*' nater'C). 



* T ist die lebendif^p Kraft des Systems rar Zeit t. Da dirselbe eine bekannte 
Fanktioa von x', y', i' ut, m k&no man sie als bekaonto Funktion der i, auseben. In den 
Q liiid alle ittMiia tand die aas dsn g^nmitigeo Eiavirkiiiigto liMrilinnd«a Kilfte «at* 



••D.h. 

/'..BT .,eT 8TN 
dl« QiesMn i^\,.,,$m dank ti {:•* • • • • ^<> • t» nfttelst der Okiehnngm 

8V"-*»*" * 81?""^' 

und beisst W den dadorob erfaftlteiMB Wsrtb (wo «iw W nw 1^, . . Ia» i^« . • * • ia> t Mit- 

hält) ; setxt ferner tu 

aa dit Slalto tm t. (dia nu to W vodtOBnatn): • • • • • ^ ^ >ed«l mm aina 

0 4, 0 & 
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Enthalten die (17) die t nicht entwickelt, so kommt also in den x, y, s, inttliui 
in x', j\ w! d. h. in T die GrOaee t auob nieht entwickelt Tor und es iet 

— 0^ -f- . . . ^ ^ £b'i n. s. w. 

Seist man dleei in (26), so folgt Mfert dnss T eine homogene Fiktion der 
OrStien |^ tit, eo dMS (Dift- o. Inlglr. Anknug unter 4): 

' eil' *• dlT" V' at'^ "^*' a^v" 

Vergleicht man diess mit (12) w ergibt eieh jene GrOsee = — T, wonuM folgt 
dass W den Werth Ton — T bedeutet, wenn OlM in letsterer QnXtm k***»»tim*' 
durok Ci» Cm ercetet mittelst 



Dann iit 9 = — F -4- T| , wenn Tt der eben gefundene Werth Ton T ist. * 

Svftoklttknuig der in der Yarietfonarechoung rorkomnenden Glpiehnngifonnea aaf die Uer 

behandelte Form. 

V. SeyvD 7i» 7s* ■ * t 7a Funktionell yon t; 7i^ . * .» 7m' deren Differen» 
tialqvotienteB nteh t; F eine Fonktion dieser GrOesen, so kann man die 



Fanktion Z von . . . , £n. t, mit d?n n -«-illknrlichnn Eemtinften f^, .«., weldM AB die 
Stelle von { gesetst, der {ß) identisch genügt, so sind 

die Integralgleichungen des Systems (26'). 

• Jetzt also zieht man £„' aas den (d) und setzt in T ein . wodurch diese Grösse 

SU ^^ wird (F darf die nicht enthalten;. £nth&lt nun f ebenfalls t nicht, so seUt 
man in 

dt 8 f 

flir t. . . , tn: . • . ■ , ~ and tnebt eine Funktion Z mit den weicem Konsteatev Oi. 

...» Oa-i (keine bloss addirt) die der (6) identisch genüge wenn man sie fOr t eüisetst. Dann 
sind die Integralgleichungen der (26'): 

8Z OZ 82 .V 

wo ß„ veUere wOlkefHebe Konstaaten. ■ DIeee OMdmagen iSsm die AnljiEeke. Da- 

neben bestehen allerdings noch die Gleichuageu = ^ii.e.w., d. h. 

die jedoch nicht weiter nothwendig sind. (Vcrgl. ,,ABhaBg*' unter C) 

Dieftf er« DilliteaiiAl««. latefff«l>IUeJi«wif. 10« 5 
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Aufgaben der Variationsrechnung, in denen F</t zur Betrachtung kommt, 

wobei zwischen den y und y' noch die Bedingangsgleichungen 

f. =0 f« = 0, ni<B, (27) 

bestehen, zarückführen auf die Iotegratioa<d«s folgenden Systems Ton Diffs- 
rentialgleiobiingen : 

wo 

* = F f, + A, f, -+-..-»- ^» fm, (29) 

und , . , noch unbestimmte Fonktionen von t sind. * Neben deo (2Ö> 
bestehen natürlich die (27). 

Gesetzt nan man bestimme aas den Oleicliongen 

8** 8* 8* *A /QAX 

e— — ; — — «|t»».«» Ä— -j = «m» »4 =0, , . . , !■ = 0 vaü> 

die Graeeen j,' ...» y.'» A|, i,, . in t, y«, ...» y., S|, md 
setze deren Weithe in 

♦-(«iyt' + siT«'+...H-*iy.O (81) 
ein, so sey V der also erhaltene Werth der GrOase (31 ). Wie in III ibigt, 
wenn man beachtet, dass 4> dadnrch dass man ans (30) ersetzt einfach in 
F übergeht, man also auch sagen luuin V sey der Werth von 

wenn darin yi', . . , y.' aus (30) ersetzt sind: 



* Ist etira F eine Funktion Jon t, y, • . , -y.z * so letxe man alt B«diiigviigs- 

dt AV 

gleichoDgen : 

djf~\ 

and es ist F eine Fanktiou von t, j, y^, . . . » yr-i , , also 

dt 

• = F + A, (r* - y,) + ty.' - yi) + , . . 4- Ä^i (y,-i' - yr-i). 
DMüBSdi dad 4i« (28): 

F , / 8F >v A 



Durch Elimination der k ergibt sich bieraas 
8F 
8 

d.h. 



ey dt V.8jV"*"dt« \»rJ -d%'\.bfO ' 
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Hieimoa folgt, daaa man die (28) enetseo kann dorch: 

dt~dy/ dt~8y, * lÜ~bim* 

welche Gleichungen die Fomi (14) des §.9, V haben, wenn das dortige ^ 
durch ~ W ereeUt wird. 

0iest Biag gwOgio, da nir m» In weitere EinseUieiteo nicht einlaasen 
können. 

Wae die Bestfanmong der wlUkflr liehen Fonktionen anbelangt, die 

frfiher in die Auflösung eingetreten sind, so verweisen wir wegen Belapielen 
auf die Lebrbfioher der analjdschen Oeometrie des Baanu. 




Dritter Abschnitt. 

Die lineare Diflerentialgrleichung zweiter Oidnung zwischen 

drei VerAnderlicheiL 

§. 11. 

btagnlim aittthl ZorflekfUiimig »of diie Qideliiiag wster Ondnog. 

Scy z eiue Funktion der zwei anabhängig Veränderlichen x und y; R, 
S, T, U bekannte Funktionen von x, y, z, ^« and zar Integration vor- 
gelegt die Gleiohnng 

8x* bxby bj* 

Setzen wir zur Abkurzang : 

81 8z 8'k_ 8»« _ ,K 

8i = P. 8y-'J' 87»-/' eTöjr-"' öy»"*' ^ 

fio Ut die Gleichung (1) auch 

Rr-HSs-|-Tt=ü, (i) 

wo also B, S» T, U bekannte Fonktionen von z, 7, z, p, q sind. 
I. Angenommen nnn es gebe eine Gteiebnng 

f(«.y.•.^q)«o * .(8) 

zwischen z, y, z, p, q, aus der die (1) folgen kSnne, so werden wir (2) eine 
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Integralgleichung erster Ordnung (konweg ein erstes Integral) nennen, 
während eine Gleichung swiftchfin z, y, s, aos der (1) folgt, ein Uriotegral 
genannt werden kann. 

Ana (2) folgt dueb Differenzirnng nach z and y: 

Da niiQ die (2) der (1) genOgen soll, so moss, wenn »an ans (3) die 
Werthe von r nnd t zieht und in (1) einsetzt, diese Gleichnog identisch er- 
fttllt aeyn, wenn wir dabei voraassetzen, dass In (2) keine (etwai- 
gen konstanten) Grössen eingetreten sind, die nicht aaeb In (1) 
vorkommen. Man zieht aber ans (3) 

8f 8f 8f 8f 8f 8f 

f 87 . » TTf ' 

8p . 6q 

8 f 8 f 

wobei TorsDsgesetit ist, dass weder ^ noeb^NnUsey. Setst man diese 
Warthe in (1) ein, so erhält mao: 

_8f 8f , „ 8f ef , ^ef 8f . ^ 6f 8f 

»ei8i-*-*»'8i8;i-^^8?8;-*-^«8i8; ^ 

Da nnn die GrOsse s in keinem weitem Gliede ausser in dem zweiten ver- 
kommt, so kann diese Gleichung nur identisch erflUlt seyn wenn zngleicb: 



„8f8f „ 8f8f,_8f8f ^ Öf8f „8f8f ^ 
S-i8i-^^P8i8i-^^878i^^^r.8l-^^8l6l = ^- 



(6) 



Imeson beiden Bedingungsgleicbnngen mnss also jedenfalls f genügen, damit 
(2) als ehie Integralgleichung von (1) kann angesehen werden. 

IL Umgekehrt aber auch, wenn f den (5) identisch genügt, so ist nofh- 
wendig (2) eine Ihtegralgleichnng Ten (1). Um diess zn beweisen, mnlti- 

6 f 8 f 

plizirt man die erste (3) mit R die zweite mit T ^ and addire beide, so 
erhält man : 

„8fef „ t'fc'f ^ff ef ,^ 6fef „8f8f „/^8f^" 

8xdq 6sdq Üydp ^ bi bp 8pÖq vdq/ 



• H-T— ^tasO. 
op oq 



d. h. wegen der zweiten (5) : 

_,8f er „8f 8f „8f er r /8fA* 
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imd folglich wegen der enton (6): 



1^ J^[— ü H- Br -h T t -4- Sij = 0. 

wovue die (1) eofort folgt 

Daum «ilbfc ajah benlli •elioii,.dMi.dle IMegraftioii von (1) auf di» EnnMmig tob 

FQDktionen f der r!rn<:5Pn x, y, z. p, q binatulftaft, welche den (5) identisch genügen. Mb 
•oldM, glMcli Null (odw anch eine b«li«bige KoiuUat«) gMattt, gibt ein IntignU von (1). 

Die Gleichongen (5) lassen sich unter einer bequemem Form darstellen* 
Löst man ncimlich die'GleichongRm' — S m -4- T = 0 auf, so sind die hieraus 
folgenden Wertbe von m offenbar gleich tlen zwei Werthen des QooUenten 
Ü 

-|^, wie sie «u der ersten Glelchimg (5) folgen. Daraus ergibt sich sofort, 
dass man die (5) ersetsen kann durch: 

8 f 8 f 

WO man statt U — natürlich auch Um ^ setzen könnte. Diesen Gieichnnflen 

b q O p 

mnss also f in (2) genügen , und umgekehrt ist (2) eine Integralgleichung 
von (1) wenn f den (A) genügt. 

HL Kennt man aber mehrere Funktionen f|, f,, . . , f., welche jede f&r 
sich den (A) identisch genfigen, so genflgt diesen Gleichungen anch 

wenn eine beliebige Funktion ist 

Denn aas (6) foigt, wenn k eine der Grössen x, y, z, p, q ist: 

8F__ 8jP e f, d<p 8f,. _ ey 8f 

6k~ 8f, bk 8f„ bk ~ 8f8k' 

Da aber die f alle den (A) genüfren, po findet man durch Siiramation der 
Gleichungen , die aus (A) hervorgehen wenn man Hir f setzt /i» . . t f»f nach- 

dem dieselben mit > - • üt multiptisut worden: 

Ö f i ö f B 

8« 6f 

d.h. 

wodurch die Behauptung erwiesen ist. 

Da nun f nothwendig den (A) genügen innss , wenn (2) eine Integral- 
gleichung von (i) seyn soll, diess aber auch hinreicht, so folgt offenbar, dass 
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4 

Untart JNtRwtaMtlgltlfllnnc svtttfr Ofdmuig. 



fO=0 (*) 

das allg«meinBte ond auch einsige Integral von (l) eeyn mms, 
wo also ft. f. den (A) identiaoh genttgen mfiseen. Aas der Katur der 
Sache ergibt sich, dass n höchstens = 2 seyn kaob» da mehr von einander 
unabhängige t'unklionen in (7) eiaeEUiqiination von nicht znkuMen (§«3).* 
Es ist jedoch auch denkbar, dass es gar keine Funktion von x, y, z, p, q 
gibt, welche den (A) identisch genögt. In diesem Falle gestattet eben 
(1) kein erstes Integral. 

Da die (A) im Allgemeinen zwei Werthe von m liefern, so wird es oft- 
mals auch zwei Gleichungen (7) geben , die beide bestehen. Da nämlich das 
Urintegral, das man durch weitere Integration von (7) erhält, noch eine will- 
kürliche Funktion in sich aufnimmt (§.6), somit zwei derselben enthält, so 
kann man das erste Integral als aus dem Uriutegral durch Elimination einer 
der willkürlichen Funktionen entstanden denken, wodurcli sich die beiden 
möglichen Formen, die von einander verschieden seyn werden, von selbst 
erklären. 

Ehe wir die Frage stellen, wie die Funktion f au8(A) bestimmt werden 
kann, müssen wir auf einige besondere Fälle näher eingehen, die das allge- 
meine Verfahren etwas abändern. 



8t7 1^ «sO. aiela eb«r ~ = 0. 

IV. Wir haben bei der obigea Ableitung die Bedingnog beigefügt» daet weder 
8f 8f 

noch Null iejB dAribB. Dieei kmiuDi darauf hiaaDS, dsM die Oleiehong (2) 

lowehl p als auch q enthalte, was jedodi niDhtnnerlAMliohnotliwendigiBt. Eatiiili 
aber (2) die Grösse p nidit, so heiisen die Gleiehungen (3) jetet: 

i t 8 f 8 f ^ 8 f f 8 f ^ 
ans denen die (4) nieht mehr fblgen kOnnen. Man sieht vielmehr 

8f 8f 8f et 




8q 

welche Werthe in (1) eiugesetzt gLÜeu: 

Diese Gleichung enthält r nur in ihrem ersten Glicde, ist aUo nur identisch 

af 

möglich wenn dasselbe wegfällt, wom da |^ nioht 0 ist gehört dass B=0. Dann 
bleibt nooh die Gleiehuag 
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(8) 



V. Jetet hdM«B die (8): 



8f 8f er ^ 8f 8f tf „ 



8f Bf 8f . 8f 



• äf • 



cp 6p 

wodureh die (1) viid; 

vod mir nögliali ist, wenn T= 0. Dftnn bleibt oodi 

m erfUleD, wo f eine Ftoktion Ton x, 7, s, p iel. 

VT. Man sieht hieraus, dass wenn die Grössen R uud T beide von Noll 
verschifdeu bind, die Ausiiahiusfälie nicht eintreten können, so dass wir also 
bloss diese besouderu Koimun der Gleichung (1) näher uQter&uchen müssen. 

I) SeyH=0. aboSs+TtsU. 
Da die erste Gleichung (A) liefert 

80 ist in diesem Falle — =s-^^— , d. h. die beiden Werthe von — sind 0 

in 2b 1 'in 

und 

Daraus folgt dass die beiden Systeme, welche in (A) enthalten sind» 

T 

f&r diesen Fall sn trennen sind. Setit man erstlich B = 0 und ni=-g-; 

2 s 1 
dann Rm = -7- = S» also auch — = 0 , so erhält man : 

8f T 8f ^8f , ^ 8f . „8f - 

8i=s 8i' ^ry^^'ir.^^ei^^' 

Genflgt f dem einen oder andern der beiden Systeme (A')» «o ist (2) 
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eine Integralgleichung von Sg + Tt = U. Om letzte System fällt mit (8) 
zusammen. 

9 SeyTaO» alMBr+StsIT. 

Die erste (A) liefert: 

8±V8'-4KT T S^^ VS' — 4af 



a 



s 

DI« btidto W«rthe von m nnd also JeCit und D, ondflirleCstenitst 



Dividirt man also in (A) darcb m, so erhUt man die beiden Systeme: 

8f 8 8f „8 f „ ö f „8f ^ \ 

von denen das ietsto wieder mit (9) tosammenflUt. 

8) 9]i7B = T = 0. altoSa = ü. 

In diesem Falle treten beide Ausuahmsfälie der Systeme (A') nnd (A"} 
ein, d. h. es ist f zu bestimmen ans einem der beiden Systeme: 



8f ^ „8f „ 8f „ef ^ 
8f ^ -8f . „ 8f „8f ^ 



(A'") 



wie man auch ans (3) folgert, wenn man aus der einen oder andern s zieht. 

Damit sind alle EinzelfUle erschöpft. Da die Syattnie (AO Us (A'") in (A) eotfia^ 
sind, so (genügt es die Reliandlung letzterer QleioluiiigeB WO. erSiteni , um damit geadgfe tm. 
haben, wie liie übrigen zu behäU(.lel(i sind. 

Es mag jedoch nicht überflüssig seyn , ganz unmitteibar sa erweiMQ, dast weon f den 
Systemen (AÖ Ms (A ') genügt, jeweils aas (2) die (1) folgt. 

1) £ntes System (A';. Die (3> bleiben. Man moltipliEire die zweite mit T« so ist 



. 8f ^ 8f ^ 8f ^ 
9j oz op 09 



d. h. wegen (A') : 



— u5-+S.^' + Ttf-^=0, — U4-8t+Ttss0. 

0 q 0 q 0 q 

2) Zveites System (A'). Die (3) sind: 

8f . 8f 8f ^ Öf 6f fcf - 
y- + pr--+-s-- =0, r-4-q^-+-t— = 0. 
öx oz oq ry dz oq 

ICea nraUpliiire die erste mit S, die »weite mit X und addire: 
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8f 8f 6f 8f 8f 



5) £ntM Sy»(em (A")- Die (3) blaiben. Die ente gibl 
d.b.miraCA'0: 

-üJ^+Rr^^-l-S.^=0, -V+Br+8isO. 

8q 8q 8q 

4) Zweit«! System (A"). Die (3) sind: 

8f 8f 8f « 8f 8f 8f ^ 
8^-^P8^-^'8^ = ^' 8^-^'^f^-*-8l''^ 

Mao muluplizire die erste mit Ii, die zweite mit S und addire: 

8f 8f 8f 8f 8f 

dl «y 8i cp öp 

abo 

8p 8p 8p 

6) Entei Syitem (A'")- Die (3): 

Die erste bievon liefert 

Os OS oq 0^ 0^ 

6) Zweites System (A' ')• DI« iweite (3) : 

%j^%%dp *"8j^ '8i^ ap ' dp^ "ep ^ " 

Behmdlmig der Otoidningeo (A). 

VII. Die erste dieser Gleichungen bestimmt ra (als Funktion von x, y, 
p» q), ist also für die Ermittiunf^; von f nur in dieser Reziehung nothwon- 
dig. Die beiden andern, die wir durch Einsetzen des Werthes von m ver- 
vollständigt denken wollen, kommen hier allein in Betracht. Beichten wir 
QUO zuerst die letzte, so kOnnea wir sie aacb schreiben: 

Diese Gleichung hat die Form (3) des §. 4. Wie dort bewiesen gibt es vier 
von einander wesentlich verschiedene Funktionen von x, y, z, p, q, welche 
dieser Gleichung (10) identisch geoügeo. Diese finden sich durch Inte- 
gration des folgenden Systems: 

dx~Rm' dx~ Km ' dx~Bm dx~~^ ^ ' 
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t4 

Sind 

9)=;C, , »f'-=Cj. {t = C,, p— C4 (110 

die lotegralgleichaogen von (Jl), wo die (f, xfj, q keine willkürlichen Kon- 
stanten enthalten, so sind \p, f), p die gesuchten Funktionen. Gemäss 
§. 4 kann dann t im Allgemeinen nur eine Funktion der vier Grüsen p, ip, 
ip, (> seyn. Setzen wir also 

f=F(p.».,^.p). (12) 

80 ¥rird 

8f_eF 8F8» 8Fej^ 8F8£ 
80 dau die uralte Gleiohimg (A) heisst: 

aus welcher Gleichung nun F als Funktion von p, ifj, (/ zu ermitteln ist - 
Gemäs6 §. 4 gibt es höchstens drei solcher Funktionen. 

Falloo z, y, z, q von selbst aus , so geht die Ermittlung wie oben vor 

sich. Im entgofjongesctzten Falle setze man die mit 93, xp, q bezeichnpten 
Funktionen der (»rossen x, y, z, p, q diesen Buchstaben gleich, wodurch man 
drei Gleichungen zwisclien x, y, z, p, q, (f, rjt, q <»rhalt, mittelt welcher man 
drei der Gröt^stn x, y, 7,, q durch die übrigen ausdrücken und in (13) ein- 
setzen kann (wenn möglich) ; die vierte muss von selbst dann wegtalien, oder 

in Wegfall kommen dadurch, dass man eine der Grössen ^* ^ 

Noll setit. Hat man dann eine blosse Gleichong zwischen p» 9» V^* so 
behandelt man dieselbe, wie oben die (10) nach §. 4 nnd findet F, d. h. die- 
JiDigen FonktioBen t, welche des (A) genOgen» 

Aehnlieh wild man die ftbrigen Systeme (A') a.s. w. so behandehi haben. 
Diese Andeotoogen mUssen hier genOgen , da das Yeffkhren selbst an Bei- 
spielen am klarsten hervortritt, zn denen wir nnn ttbergehen wollen. Vorher 
jedoch wollen wir aoeh des unmittelbaren Nachweis fthren, dass ^ s= 9 (f^ ) 
der (1) geafigt, wenn ^, ^ den (A) genügen. 

Vm. Seyen f;, swei FnaklioiMo» traidi» für f fMclit Identiidi den (&) genflges, m 
UhNtiiflb ans 

dniek EHnliurtimi der «UlAiUdMa Fnnkikii p die (1) büdm. 
Die(b) 



dnrdi WegMlisfliHi von p' (%) folgt: 
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/er, 8f, 8f, 8f, >v /8fi 8ft 8fj 8t N 



(c) 



bl «Mn BthuptoBg richtig, lo noM die (e) mit (1) 

* 

8«Miuaiar 



dai Letittni «egen (A), so lik A0 (e): 

(A, -I- p C, -f- r -I- s m) (B, 4- q t\ 4- s I t m) 
= (B,4-^Cj4-i4-tin) (A» -h p C\ H- r -J- * m) , ^ 

4.1k. 

A,B» - A, B, (Ä, C, - A. C,)q -h (B, C, - B, CJp + 8[A, - A» + p(C,- 
-f- u» <i(C, - C,) -h m (B, - B,)J + r [B, - B, + q (Uj - C,)J 

+ t[(A,-A»)« + mp(C,-C,)J = a (c') 
Abtr vfgm (A) iH idwMich 

RmA + TBH-BmpC + TqC + UnisO. (d) 

DaMua folgt 

BmCAj — A,) + T(Bi — B,)-f-Rmp(C, — C,) -i- Tq(C, — C») = 0, 
T FB, — B, H- q (C» - C,)] + a m [ Aj - A, -+- p (C» - C,)] = 0. (e) 

Hiernach ist die (c'): 

A.B»-A,B,+q(A,C»-A4C,>4-p(B4C,-B,Cj4-»[A,-Ag-|-p(C,-C»)j[~-4-lJ 

H-^CA,-A,H-p(C,-C|))H-»«£A.-At+p(0,-C,)]=0; 
vo flbeidiMS vagw dar «otfii (A): ^^-4-1»:-^. 

Die enten drei Glieder dieter Oleichnog sind gleich 

(A, + pC,) (B»-+-qCJ-(A»+pCj (B,4-qC,), 
d. L vegon (d): * 

— ^' "1^ (Bm A.4-BmpCt +Un) -f- ^"t^^ ^ (Bn A,+BnpCs +U111) 



--f-(A.-AO ^p(C.-C|). 



btdle(e'>: 



111(1) Abt 

Wir beneikn Ueti, dm nuui mu der Bedingung es müsse (c) mit (1) zosammenf allen, 
die (A) aamlttelbw lladea kua, lo diM mea die gaase Theorie au^ In nderer Oidnang 
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§. 12. 

L BliifMt rar vorhergehealra lliaoii». 



1) ^1 = wtmt » eiM poiitiftt KonttMile. 

Dw(A): 



•o da» n fcoMtMl. Die (1 1) tiad aan: 



m m 



welche Wer4he in (13) cinzusotcen sind. Dieselbe wird dadurch 

8F eF, a» ^ PF , öF^ ^ 

Aas 

jrH x = v. « — pxH qx = ^ 

« 

kaaa bmmi x aieht durah 9 aad ip (ohaa Ji >• q) fladea, auch itl 



— (ra X -f- — x) 
n 



' (ai'-f-a»)! 



8F 

identiaeh Null. Demnach muss = 0 seyn, also F kein enthalten. Dana 



bleibt noch 



M daas aa iaiegmea aiads 



woraus 



eF 8F . ^8F ^ 
9p Pf 99 



4p Bl * dp * 



■L = o'. 



Die baidea Pamaa Ar F tiad also und ^ , d. h. dea (A) genügea 

m ja 

aad at itlaliQ 

, + -L = r(, + ^^) 



eia antat Jntagral dar rorgalagtaa DiflbiaaUal|^ohaag, wo f aiaa wfllkflrKeha 

I^iaktiaa (defr Orttsse j H x) bedeutet. 

m 



Diese Integralglcicluing' selb'«t wird wieder aaoh §.4 behaadelt. Der dortigaa 
Vorschrift gemäss hat man zu integriren : 
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3-= ■ — , — = i — ; — =10, ;7- = mi(yH Vi 

/* »* »• 
f[iaz+eH sJ8xssP(nsH-«-l x)-*-«*, 
m m 

wo F ebenikUs eine wiUkürli$he Funktion. AUo 

y— aixsset ■— F^-l i)=e'. 



•o dam 

■ — F(y + ^x) = F»(y-mx), 
d. h. 

« = F (y -i- — x) + Fi <y — m x) 



dM Üriatognl mii den swei wiUkQciielieii FnnktioiiMi F oad P, iit. Setat 
]a=±ft, fo «rUUt nulii beiden lUleD: 

tsF(y-hAi)+F, (y— fts), 

wenii die Toifelegte Oleiehimg Tolbtftndig iategrirt Itt. 

6** 8»! , ^ ^ ^ 

2) ^^0y =>|j^, wenn a eue KoDttante. 

B=0. 8 = 1, T«-a, U«P, 
so daes jeist die Gleichungen (aO eintreten» die nnnmebr sind: 



Wir wollen zuerst das erste dieser aweiSjlteaie beliandeln. Die zweite seiner 
Gletehniigen ist 

^8f 8f 8f ^8f ^8f „ 

und verlangt nach §. 4 die Integration Ton: 

iZ=-L iP-o ^-0 

z z 
so daäs X, y — — , p, q für sich jener Gleichung genügen. Ist jr — "^^9* 

also I =F (x, 9, p, tj), wodaroh die erste Gleiohnng wird : 

e»8q 8q"*'*8»ap'^*dp ' 

d. h. 

^8F^8F^ eF^ ■ A 

<*8i"*-8i"^*8i;-*^78^'=®- 

8F 

Da sich z durch qr (ohne v) nicht ausdrücken lässt, so muss g^ = 0 sejn. 
Dann hat man zu iategriren (§. 4): 
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=0, ^-asat ise, p— ftqs:«'. 



AIm genügen x und p — dem ersten System (14) und alao iti 

p — aq = f(x) 

•in •ntH.InUgral. Dwans «fgibt sich nach §. 4: 

•=F(y+Äi)4.Fj(x). ' 

Wir wollen nttn eben ao das c weite Sjiteni (14) iMlniditeii. Wegen der 
Okiobn^g ist f tmi p unabhängig. Die sweite ist 

8 f 

Da aber f kmn p nntliili, eo anaa hier = 0 M^Bt daail p aaeAdl». Ala- 
daaa bat maa m iategriren: 



DnMiaoli sind j-f-ax, q die bddea Foimen Ihr f, wnloha beide« Qleieha^fea dee 
aweitfln ßjntaine (14) genflgna and 

qsf<j + ax) 

iti ein eretee Integral. l>araiM folgt naeb §. 4 danelbe fMaftegrel wie oben. 



die (A): 



woraus 



Rsq% Sss — 2pq, T«p»; q'n^-hSpqm + f'^O. »s= — -2-; 
er p 8f 8f . ,8f ^8f ^8f ^8f 

^'=0, ^'=0. i'=o, 

dx q dx dx dx 

q 

f = F (g;, «, q, p). 

Zur Beetinunnng tob F dieee e~ — ~ ^p eingesetst: 

o"+o|f+H+ P_ "=0, ^-?=0. ^'=0. 1"=-?-. 

»9 et 6q q cp aq aq aq q 

p 

worane q) = e* g=e', pso^q; alio batFdie Formen ^ x, — gegen naaeMBe* 



hauptung drei Formen, die wirklich alle drei den Bedingungsgleichungen 
Allein in diesem Falle hat diu (ilcichung für nt nur einen Werth goliefprt und man 
hat also das Hecht zwischen den drei Formen zwei Gleichungen mit zwei wi Ukar . 
liehen Funktionen aufzustellen, d. h. es genügen der vorgelegten Gleichung: 

f «f(t), yH-5-x«ik«. 
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y + xf(z) = f,(z), 

als ursprüngliches Integral mit zwei willkürlichen Funktionen. Gem&n §, 4 erlUUt 
man cltuselbe auch aus jedur der zwei vurhergehendea Gleichungen. 

^ [-r::-;-0]^'-[(^:)*-(a^')i.4 

(I-h p q -+- q») r + (q» - p») g — (1 -h pq -H p«) t = 0. 
R=l-hpq-*-q', S = q'-p*. T = - (1 + pq + p») ; 
CH-P« + q*)m* - (q* - p») m - (IH- p q + p 0 = 0 . 
„^ q*-p'±V4(l-|-pq + p') (|-Hpq-Hq»)4>(q'-py 

2(1 -l-pq + q') 

-^ q*-p'±V4(l-Hpq-HqyH-i(p»~q') (l-hpq-H^H-(p' -q^ 

2(H-pq+q«) 

_ q'~P*±[2(l +pq-t-q')4-p'-q^ 
2a-i-pq+q*) 

•o daH die bfliden Werihe royi m aiiid: 

1 _ ^ +pq + p* 

• ' 1 p <i 4- q* * 
Benutzen wir den ersten, so und die (A): 

8f /. . . i.8f ,,8f , ,8f ^8f ^8f ^ 

^ _ _ J_±_P_i±_E!_ ^ — 1^3 lS = o — P=0' 

dz H-pq-(-q' ' dx l+pqH-q* ' dx ' dx ' 

nlso f = F (p, 9, ip, woraiu wegen = * 

a»V«p eqy 8<»V8p 8q^^8eV8p 8qy'^8p 

d.h. 

cF (p- f-q) (2-i-2pq + p'4-q^ er p^H-q'-i-2 pq + 2^_ 8F 8F__ 
i> (i-t-pq-+-q*)' * 8v (i+pq + q'>' * ?p 8p ~ 
Da sich hier x nicht durch qf', xp, q, p allein auidräcken lässt, so kann dieser 
Gleichung nur genügt werden, wenn 

8P ^ 

entweder F Ton <p und \p unabhängig und ^ ~ ^ ^ * 

. . 8F 8F ^ 8F, V BF _ 
oder zugleich j^-^ = 0. 0^(P+q)-^=O. 

Der erste Fall flUtri sofort auf F = p + (« = p + q, welche Form den beiden 
Bedingungsgleiehiiogeii genfigt; in «weiten FaUo bat man die erste Oleicbmig ni 
schreiben: 
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8F »?^|j?F^Q8r^^ 



der dann die drei Formen p -h g = fi , q , xp genügen, so dass F=Fj (fi,q,ip) ist. 
Set2t man diess in die zweite Bedingungsgieichung, in der P'f-q = p + ^= /i, so 
erhält man zur Bettimmang tod F| : 

WOfttttt fttr Fl die Fonnen ^, qt-h ft i/^ folgen. Setit nutn tÜr fi^ qi, tp ihre yVerthe, 
so hfti ßXto F die Formen: 



y-+-x-+-(p4-q)» = f(pH-q) 

•io ertlet Inlegi»] iii. 

1 +2pq 

Der zweite Werth von m führt uuf ^ — f (y — x). 

B=p* — a*. S=ap, T = l. ü«Oj (p*~a^m' — 2pm4-l=0, « = p^. 

8' 1 8f / -\8f . 8f . r / - X ,8f «8f ^8f ^ " 
»^=i±^8l'^-^'^8x-^87-^tP^ + '>-^'»i8-.-^°8l-^^6p = ^' 

dx-p+a' dx-^^p+a' dx-"'dx-''* 

•lao 

fsF(#,^«^p); 

d. h, 

(p+a) (P* — O 8* 'e«f/Lp + a p±a"^(p.|-a; (p=-a^)J"^6p p±a8p~^ 

Da X wieder nidil eliminirt werden kann, «o hat man wie im Torigenfieiipiel«: 

. , „ eF 1 8F . 

entweder F Ton <p und \p unabhängig und ^ — ^^=0, 

8F lf*F 18Fr.-. qTPF^ 

oder suffleieh J^- - . «- = 0. ^-H ±2a+ ~;=sO. 
8 p p±a8p p:f.a8f» L p+aJöv» 

Der erste fall liefert 

im nweÜflB lUlo iit F wegen der ersten Qleiclrang eine I^inktioa Ton 

2-X*P-*-9 = M. *i 

da aber , wenn man diess in die zweite Bedingnngsf leidiang IBr F einlBlirt {also 
F=:F| 0<»9, V) Mtit] dieselbe wild: 
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und sich hier +2ap — 2a'-f- q nicht fUirch ft, qn. ersetzen lässi, so muss F, von 
rp unabhängig seyn, woraus dann folgt dass b\ auch von (p unabhängig ist. Dem- 
nach enthält bloss was wir schon wuasten. * In diesem Falle genügt der 
Torgelegten GJbichung al«o 

K^M Aber Moh auf 

hinausläufl, wenn c eine willkürliche Konstante. Man hat also jetzt ein erstes 
Integral, aber oluie willkflrKebe F^niktion. 

Diese« lässi sich nach §. 6 behandeln und führt auf 
6) = 4.b.i«.. 



die (A'") lind Jetefe 
oder 



R = 0, S=l. T = 0, ü = »; 
8f ^ 8f 8f 8f „ 

8f ^ 8f^ 8f^ 8f „ 



Für das erste Sjrstem heisst die zweite Bedingungsgleichung auch : 

da aber wegen der ersten f kein p enthalten darf, so muss das Glied mit p aus* 

8 f 

flülen, i. h. ^ = 0 eejn, also f kein i entkaltmi. Da jettt aaeb das Glied mH a 

8f 

wegfallen, also g- = 0 sejn muss, so enthält f auch kein q; nunmehr heisst die 

dt 

BediagoDgsgleiehang ^ = 0, d. b. f entbllt kein x. üebiigienf genllgt es sehen 

an wiiten, dass f wede r ^ aoeb q entbftlt, non ttbeiiiaapt keine AnflAning au er- 
baltoo, da in §. 11 we seatlieb Toraosgasetat ist, dia dortige Oleiebang (2) ent- 
halte wenigslani eine dieser swet Grossen. — Das awette Sfjrttem flört anf 
DMselba. 



Denmaek ba* die Tnifelagta Gleiebnog kein eratat Integml. (Vergl. ft. Idt L) 



* Dass der zweite Fall hier und im vorbergehendon BeUpiele das Ergeboiss des ersten 
nochmals liefern muss« ist begreiflich, da er Ja den ersten auch in sieb begreift. 

Oieafer* niflii«alua>«.lalSfnl-IUoliBiui(. lU. 9 



Digitized by GcX)gIe 



82 • 



IL Dm PfoU«a 4« adnrliigMdMi Saitia. 

Wir haben b«r«ito in der Note n §. 10, 1 die Gleiohnngen Ar dns Gleiohg«* 

wicht eines biegsamen Fadens, der nicht gezwungen ist auf elnor beatimmten Ober- 
fläche zu bleiben, Aufgestellt. Wir haben denselben dort kurzweg als unausdehn- 
har angenonmuTi, was wir hier nicht thun kOnncn. Allein die Ausdehnungen sind 
für die hier betrachteten Saiten im Zustande des Gleichgewichts so gering, da»s 
inui ain fl^glfeh ▼•rnftdiliMtgaB knaa; «bMUn wiw darEininu diMtr Avadalmily 
nur im verindarten Otwiehto dar Lloganeinlimt bamcikbar. Andera Tarfailt aieh 
die Sadie natArliah im Znstande der Bewegung , der ohnehin in der aibwachselndcn 
Ausdehnung und Zusammenziehung seine Ursache hat. Den TS'-infl^^lfr Mtf dpa 6o> 
wicht der Längeneinheit Warden wir jedoch unbeachtet lassen. 

Bedeuten X, Y, Z, S, p, x, y, z, s fÖr den Zustand des Gloichgewidits dieselben 
Grössen wie in der ang-eführten Note, die also säiiiinlicli als Funktionen von s, er- 
mitt<»lt aus den duftigen Gleichungen, augesehen werden können; so seyen «ur 
Zeit t diese Grössen zu X, Y, Z, S4-T,p, x-f-^.j-f-iy, «-+-^s4-a geworden, 
wn wir una nlao die Bewegung unter dem Einflnaae der Krftfte X, T, Z denken. Die 
OrHaaen T, |« 17» £ a dnd Fnnktienen der beiden nnnhhfag^ VerlDderiiolieB t nnd a, 
wihrendl x« y» n von t nanbUhigig aiad. 

DieGrOaie T, nm welehe die im GleiehgewiehtasnateiMie herradiendeSpminQBg 
S iidi Termebrie , rOhrt roa der Ausdehnung des Elements Js her. Wird abera 
2U8-+-<T, so wird s -+- z/s zu s -J-fr-^- ./s -h /rj, d.h. das Elementes wird um 
a ausgedehnt, wo ^ a die Aenderung von aist^ die erhalten wird wenn bloss s sich 

Ändert («lao i nla kentlmii nogeaelieA wird, adthin -j^ flir uaendlteb kleine J a 

gleich ist). Sey nun Ö die Kraft welche nothwendig ist, die Laugeneinheit der 

Satte um eine ihr gleiehe IJnge anaand^bnea» ao iat die Kraft weldie ^a ua 

/la ea 
Ja ausdehnt^ mithin T = d j-^, d. h. T = d^^* 

iKe Cosinus der Wiakel wi^be die Uebiong von Jt-hJo adt dea Koordi« 
■ad: 

izj-ii 

Jx-^Jt _es"*"es 8i_JÖa Bs'^di 
^■*-8i *+8^ ^-^li 

Daraus ergibt sich flir die Gleiciiuugcn der Bewegung (da x, 7, z von t unabhängig 
•iDd)« 

8z . B{ 



pJs8»{ _ . ^^r/'-^ Ja\ es dsT 



n. a. w., 

88 



wenn das Zeiolien J aicb bloss auf Zunahmen beaieht die ron der AenderuAg dea ■ 

herrühren. 
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8 t 



«f 8t 

8» 

welches nun die drei Gleichungen der Bewegung find* neben dieneii dann nooh dis 

in der Note zu §. lU, I »ufgcführten bestehen. 

Für den besondern Fall den vir hier b ttr a olitaB woUett, mßgßu 2 Kall 
Myn. Aladaaa Uefem die (a) in IG: 

d» ds «t 

worana* 

8 = Vc*-»-c'*+ c"* und 3-, — koDstent. 

da dt 4s 

Der fMaa Uldet alsdann eine gerade Uoie. Ist er die Axe der x, lo itt x = b, 

y = z = 0 , 90 dass also, wenn die hier betrachtete Saite ini anffing-lichen 
Zustande eine Gerade bildete, nuw in (15) • = x« JT = 0. a=ü setsen darC * 
Dadurch werden dieselben: 

8»i 8 8« 8« 8 8 a 

et 



o-^:)*=(-^e!)■-(^D■-'(^D'• 

Macht die Saite mir sehr kleine Schwingungen, so werden die Elemente »ich 
QbM'baupt wenij^ tod der xAxe entfernen, also die Cosious der Winkel mit den bei- 

8v 8t 

den «BdMB Axen tehr klein mjb. Dieit konmt darauf hinaus ^« alt aehr klein 



* Die Weitbe s = x, y = s = 0, S konstant, genagen jedenfalls den (a) io 10, was 
MiillwUeb Iii. . 8to Mien aae dase die Saft* lai BaiiiWMiaaa» etoe-Oeiade Ulde. ivae wlf 
aMk TeraanelBeB, eine TeraaiMlavaff dn ZaUasIgkeU aber eni an den (■) la 
f. 10 Mgl. 

e* 
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anxusehen, so dass man deren Quadrate Ternachiassigeu kann. DaduMh wU 
•ber 



8 { 

und da S konstant, ferner ^-^ selbst klein sejn wird (da J | klein ist im Verhältnisse 

«I 4fx), mu also ^1 . ^ Terniuhlltrifea ibiim» lOfsbmoIHfeQlajdknfM 

1 8f /ß^A* 

[wo svgleioh ^~~öi wird, indom man TorwirftJ; 

8t»-* 8x»* 8t« - 8x»' 8t»- 8«»' 

b*s5 Die «nte dliMr OMdniifeB bostiiiiiiii die LtagenMhwh- 

n, die andcra diu Querschwiagtugen. Da in jeder Uieichung nur eine der 
dni aUriUigig VertadediilMii TOikMUit, so kMm jede dieier Sebwingungsweben 
alle» betteheii, alao jk. B. £ und inmier Noll aeja. Alidaw wird wmm ^ mm der 
Bweiteo beitiauBMi. Am dieter Iblgl iimIi dm fieiifiale 1 : 

f»f(E+l»t)-4-P(x-bt>), (11) 

weoB f und F sweS irillkllrliafae I^mktioneD sind. 

Wir haben nun das Torliegende Problem hier aufgeführt, um d^an zu zeigen, 
ito iraleber Weite dieM wUlkOrUoiwB nuklieaeB lllr einen bertimnien ViU n cr- 



2q dem Ende nebnea wir aa, die Salle ae^ ia ibrea beiden Xadpuaklea fiwt^ 
d. b. lOr zsO vadxsA (woAdie Liage derSaito imRabeflBalaadeiil)esj inaaer 
17= 0; fMraer keaae aiaa im An&nge der Betregoag. d. b. lllr Is 0, dea Werlb 

a« 

von 9 «od den der Oetebwiadigkeit ~ . Alte ba* man 

f = Omrx = Oattdz = i.i f = f>(i) COc t = Os ~ = iUr t = (18) 

we die FliakliiwiiB y (a), ^(») Ibr alle Werihe », rea 0 bit A, gegeben eiad, Ana 
(17)iblgtbinaasb 

BeMiaaa 



Baa ^(a)ebeaflü]aTaazssOblezaAalabekaaali 
Altdaaa iit 

f(l)4.F(t)=,(x).f(z)-F(x) = »(i); f (,) « » <'>'^ ^^»^ , ^<«> . (19) 

Aus (17) folgt, dass man 77 für alle möglichen Werthe ron x (0 bis X) und % 
(0 bis QC) kennen wird , wenn man f (u) von u = 0 bis u = oC, F (u) ron }i=.X bis 
a = — QC kennt, so dass wir also zeigen müMen, wie f(a), F(u) innerhalb dieser 
Orfasaa aa eiarftlebi liad. 
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IfiMels« (19) kMuil im f(ii)» F(a) tw z=0 bia xs:A, biwulil «Im Bnrf(a) 
iarii>Jl, F(ii) Ar Q<0 mktfniMiu Wcftn (18) iH ab«? 

0«sf(|bl)-4-F(-bl), OBf(AH-bl)+F(&->b|). 

wu Mub t Mji d. b. flir j«dM potilire n: 

Oef(q)H-P(-n). f(A-»-a)-hF(A — «)sa (20) 

Di« ento dieaer Gleiohan^n liefert ftlao F (a) filr u < 0 , wenn f (u) (Ur u > 0 
bebaiiiii itl» UmdieMmwballea, tatna vir in dioswwl» A-4-alltarii, «ndw^ 
iMlten 

f(3i + B)+F(— iO = 0. 

d. b. wafen der «ntaDf 

f(2A4-n) = f(n). (21) 
Hier muM a> 0 aejn. * Wir «eUen in die erste (20) 2 A + a slAtt « und or- 

f(SA+ii)s-F(*2;i-tt). 

d. b. we^pen (21) und der «nten (20): 

F(-2A-u) = F(-u), u>0. (22) 

Aus (21) und (22) folgt, dass die beiden Grossen f(a), F(— u) ihre Werthe 
siebt tadem wenn n «n 2 A ranfannt. 

Die (22) gilt übrigens auch für u > — X ; denn für u = y — A ist sie : 

F(-A~T) = F(A-T), 
und wifno dw der ersten (20): 

F(-X-T) = -f(X + T)» 

so dnss also sejn muss : 

-f(ÄH-»)«P(Ä-.y). 
welobe Oleicbnng fiir t > 0 die iweite (20) ist. Deauweb 

F(— 2A-o) = F(-ii), u> — 1. 

Setzt man also — A4- a statt u, wo u > 0 , so hat man: 

F(— n— l)ssF(iL— a), u>a W 

JetatiaAf(v)bekMU« 

fenn>sOUsn»Aans(t»). 

von n = X bis Q = 2 A aos der zweltea OKI)» wenn n ron 0 bis A gelitt 

TOD n — 2Abi8a = 4A aus (21), wenn n von 0 bis 2 ). f^&ht ; 

TOD a = 4 bis Q = 6 iL aas (21), wenn a von bis 4 A geht, n. s. w. 

Aledann ist F(n) bekannt 

' Tenn = 0bisasAaM(19). 

von n = ObUn = — OD mm im ersten (20). 

Setot man In (21) n=z+bt, in (220as=A — x+b(, so iat Ar jede« 
poeithre t 

f(H-bt-4-2A) = f(xH-bt), F(x-bt-2A) = F(x-bt). (8^ 



* Zanftchst braucht bloss A + o>0 sn seyn} will man aber F(— — f(ii) aetien» 
so mau a^O mtb. 
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21 

Doiunach bat ^ dieselben Wertbe wieder, weon bfc um 2A, d. b. t um 

muiimmk Setal w» 2;i-l-btaBbl'v to itl «6f«i|^sl«idr(x-4>b4)^Kx4-bi'). 
F(x — bt)sFU— btO: 

ef(x-f-bt) _ 8f(x-Hbt') 8F(i-bt) _ cF(i— bQ 

8t ~ a»' • et ~ ef • * 

8t 

dMt aneli wieder dietelbea Wettbe erhllt. Ihmiu ibigi ftber, daat die Saite 

21 

je Meh DmfliiM der Zeit wieder io den rorifeD Zuitaad miflokkehrti dieae alio 
die Dauer einer Sehwingaag ist. 

Altb«MBderaFdlMtRMi'w{r9(x)sk«jii^^. i|r(z)sO, «Im eech V(x)=0, «e 

m eine positive gaxixe Zahl ist, und diese ADoahme oar voqx = 0 bis x — i. gelten msg. 
Alid>nn ist ron a = 0 bis u = jl: 

f (2 A + ,0 = I W = 1 k «. =p = t k m . 

f(3 A + a) = f (iL + u) = ik«M» r = Ikn« • . * • 

d. h. «l^emein 

D»BBF(-u) = -f(u)=tki<i|2ifc^, sodaujetit 

. »«(i-hbt)^ . oii»(x— bt) . . m«s nntb4 
f s|kMi» ~ s<+"|lLii»— -iassk#<e— — . 

In ähnlicher Weise Hessen sieb natürlich auch die beiden andern Gleichungen 
(16) behandeln. Die Dauer einer Schwingung ist bei Langenschwingongen 

2A y bei QaenehwiBgiingeii 2 Ay^. (Veigl. PoiaK»B, Meehaaik U, §. 493 
bis 498: Dubamel. Meohaoik $. 169<-191 . 204). 



§. 13. 

BehandloDg einiger btsoadem Formen der linearen Differential^MQtaBng sweiter Ordmu^ 

swisoben drti YerAaderliobea. 

ünraittelbv integriitere DtffmntiAl^eidiinigen. 

L MsBclie partiell« DiffamtialglekliungeD Ummd aioli entweder un- 
mittelbar integriren, oder eiod dnrch leichte ümfofranng nach der Weise 
gewOholieher DiffereDtialgl^dmogeD sn behandeln, wovon wir einige Beispiele 
aafllhren wollen. 
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8z< 

Dureli Intfligiralioa uUk x fblgi: 

8 

8 

wenn (p (y) eine wülkfirliohe Funktkui tob jr iat Dwwm «fgibi tieh wieder »U 

UrintegTftl 

9 Cy)> (y) ^i« boidsn wfllkfirUoheii Fuoktioiieii tiad. 

8*s 

DMf MU ^s=T, wenn T bleis j «nthiltb eben te folgt 

«= yYeyH-y»(x) + »(x), 

iat eniehtUch 
8'e 

2) s — ^ = & t wenn a eine Konstante. 
Dan» frfgtnnAfllitidnfdbLiAegiatioii naohy: - * 

ii = ay4-f>(x; 
und dann dnreh Integratiea nach x: 

d. h. da 

eben eine willUlilidie FtankÜon Ton x iat: 

iasexyH-V(x)-»-<'(y)- 

Allgemein folgt aoB g|-^=f(x,7): 



i=yex yf<x.y)ey-t-«»(x)4-v(y). 



3) s-^H-Ps^-*-Q = 0, wenn P und Q Funktionen Ton x und y sind, 
ox" Oy ' 

8 s 8p 
Setzt man = P. so heisst die Gleichung ^^4- i'p Q = 0 und liefert so- 
fort (Die- n. Iniglr. 92, 1)i 

woraw 

s= yi-'»*C»(y)-yQe^*'"8x]8x4-*(y). 
Das« ^eh |^ P + Q = 0 eben so behandeln lässt, ist begreiflich. 
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4) Q^Yy ~^ ^ b7 ~''^^^* ^ ^ FünktiooMi Ton x and j aind. 
SetduM |^=»P> MittiritdirglH-PpH-QssO, ilao 

Dieta .B^üpiale mögen hier genügen. 

Inlagnifoii der GMehuag 

wenn K, S, . . . , U blosse Funktioneo Ton x und y sümI. 

n. Dieie Gleichoog lAMt sich immer zuerst nmformeo. FQhrt man 
Dämlich für x und y zwei neac unabhängig Veräoderliche u uod t ein, so 
wird (1) £0: (DiflL- u. lotglrcbg §.69, 1); 

r 8o8t /^euBv 8Teu^ 2t-"^^1 



'«r«ö'T „ 8»» „b'r „bv «8t-| „ „ 



Gesetzt nun, man küuoe den Zusammeuhaog zwischen u, y, x, y so 

wählen, dass 

80 verwandelt sich (2) in 

. 8»« .8« 8i 

worin f. iy, ,h, r Funktionen von u und v sind, die sich nach (2) leicht er- 
geben. Unter der Form (1') ist die (1) leichter za behandeln. 

Die (20 verlaogen dast o, ▼ Werthe von w seyen, gezogen aus 

KM)'-:-: :-;-<^)*=''- a^==^±^S^i7- 

Um aber w hieraus za bestimnen , hat maa nach §. 4 die Dilforential- 
gieichuogen: 

dz 2B * dz . 
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«wbB, 8»..., VmrFnaiklloMB vwsni; 

za integriren. Die letzte liefert w=c, so dass w gleich ist deijenigen FunktioD 
voo X nod j, welche durch Integration der ersten Gleichung erhalten. 

Darans ergibt eieh die Yondirift: 

„Seyen f(x,y) = c, f, (x, y) = c, die beiden IntegralgleichungeD von 

(ix~ 2R • dx^ 2R 

wo f und t', keine willkQrlichen Konstanten enthalten, so setze man a=f(Xty)» 
V = f| (x,y), damit (1) in übergehe.** 

IHesa Yorsehilft ist nicht anwendbar wenn S*— 4RT = 0, da dann 
die beiden Fanktionea f and losammeDfUlen. Whr werden alsdann die 

Oleiehimg integriren, und wenn f (x, y) s e ihr Intsgral ist, setsen 

u = f(x.y), T=:y. 

Alsdaon ist 



Der KoeflSzient von io (2) wird jetzt, weil 



Oj DZ DI Oy 



Da aber o = f (x, y), während 

8f 8f 8__ 8u_81 ^ — 81 

ex'*'8y2R"" • 8x~8x' 8y~"ey* 

so ist der fragliche KoeiBzient: 

indem 4 RT — S' jetit Nnll ist Demnach nuniAt die (2) die Form : 
an. 

Allardittgi rind b«id«fl«f Yonehriften niebt anwendbar» wenn R=0, d. b. das Glied 

8*1 

nicht Torkommt. In diesem Falle tausche man aber in (1) nnr die Bachitaben x and j, 

und man hat den rorigen Fall. Sind R und T ss^eidi HoU, lO hat (1) Mhoii di« Fona (1') 
nnd man braucht keine Umformang. 

Hieraus folgt,- dass (1) immer znr&ckkOmmt aof eine der zwei Formen: 

8*« «8« ..8« « „ 8»x 8x 8 z „ 

doren üstegiation es sieh nnn haodebi soll 
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00 »•«*tai,g|i|5;-HPn+Q^^B»-ü. 

BteA«« 4w C8) DMh d«r M«lliod« I« f. 11. 

IIL Nach §.11 ist die erste Gleicbong (3) onter DicgeDigen einsa- 
reihen, Ar welehe (A'") nuuuigebeiid Ift Die dortigen Syitenie Inieaen 
jetct: 



8f 


0, 


8f 


er 




8-x-^ 




8f 


0. 


8f 


8 f 






i-q 

cz 



-4-(0-Pp-Qt-B«)|^=0; 

(U-Pp-Qq-Bx)^=0. 

0 p 



Soll f mittelst des ersten Systems (4) ermittelt werden, so darf f keio 
p enthalten, .so da&s p iu der zweiten WQgfaUei^ aiusB. Dadurch aeiiaUt dieas 
Syfttem iu die folgenden GleichungeD: 

Der aweiteii genügen (§. 4) die Formen z,y,q+Pzss^, ao data fssF(x,7,^) 
iat» wodoreh die letite wird: 



d.h. 



ex ^0- + [.-+U-Q^4-PQ.-E.1jj = 0l 



Da a hier wegfiülen soll, ao mnaa 



g| + PQ-B = 0 (6> 



seyn. Alsdann ist die Gleichung 
welcher genügt wird, wenn man integrirt: 



worans 



9S6'-/««'[C-H yüe/«»«8x], y = e. 
Mithin endlich geoögen dem eraten System (4) die beiden Formen 

y. (q + P«)e/«»» yUe/»»«8i, 
voiaasgesetit die (6) sey erflIUt. Dann iat 

q-^Pz=r=e-/«»«[f»(y)-+- yüe/«"8xj 

ein erstes Integral der ersten (3). Diese Gleichung lässt sich nun wie eine 
gewöhnliche Differentialgleichung zwischen a nnd y behandeln« Man erli&lt,* 
wenn e'^*"" ^ ( (DiSL u. Intglr. §. 92): 
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ab Urutegral, unter Yorauaetmng von (6). 

UnterMcbt mao das zweite System (4)« so erhaii mau ebeu &o, wezm 

,.M»« = ^(y)-+-yiT*>U)-»-f JjbyW'^^x (8) 
onter der Annahme, es beetelie die Oteiclionff 

Also nur wenn (6) oder (6') identisch bestehen, ist die erste (ileichaog (3) 
nach der Methode des §.11 iategrirbar. 

IV. 0ie sweite Gleiohnng (3) gehört unter dat STStem (A"). AU- 

8 f 

dann aber, da S=0, heisst das ertte .y- =■ 0, was anpassend ist. Ninunt 

0 q • 

mao aber die dortige Untersuchung unmittelbar auf, so ist die (3): 

r := ü — (Pp-hQq-^ R7.), 

also, wenn mao die (4) in §.11 beachtet, muss 

8f 8f 8f ,„ „ ^ „ ,8f ^ 
äi P T, - 7 ^ ^ - ^ 87 = 

seyiv Soll hier s ans&lleo, so mnsa 

bt 8f 8f df 

seyn, was nichts Anderes ist als das sweite System (A"). Da f Itein q ent- 
hatten soll so mnss 

Q = 0 (9) 

seyn. Alsdann aher ist die sweite (3): 

nnd lAsst sich wie eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung 
swischeo z und x behandeln, wobei y als konstant angesehen wird. (Diff.- 
a. Tntglr. §. 107.) Die sonst eintretenden beiden willkürlichen Ronstanten 
sind nunmehr willkürliche Funktionen von y. — Dass man aber. auch die 
Untersuchaog nach §. 1 i weiter führen kann, ist begreiflich. , 

y. SchliessKeh bemerken wir dass wenn man eine Funktion 9 von x 
nnd 7 kennt, welche der GIMcbnng (1) Identisoh gentigt, die Annahme 
s = 9 + ^ auf die Gleichung 

B't 8*t h*t 8 t 8 t 

fAhrt, doreh deren Integration dann auch (1) integiirt ist' 
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B = x«. 8=2iy.T = yS P=Q = M = D=0; V"«» — 4BT = 0; 
8x* 8x6y By» e»* 



8 



wird für 1^ = ^ zu 

O T 



» !!■ - 1; Üi - ± L£ ^ i. ?i - o 

y -«^ c'« T— 1 8x ^ 



IVO iiadl dar Integratira xy , t = n> MtMB (Dm Bedingung (6) wif» 
liier efftllt.) 

e»t e»z fi»t e 1 ,8« . 
8ii-^»8r87^'e?-^^»i^'ä;+««=^- 

wcoa a, b, . . . • f KomtaalM, Nadk der EingftBgi dieaes f. tegebeoen Temiirift 

8-r«-^-8-i-^^»^ 



8ele»neBiBd«eiiliasstf"<-^"ft> lo «fad dem 

8 ' f 8 ^ 8 f 

+ (o 4- n) ^- -h 0? + ip) — -i- (m n -H Ä mH- ^ n 4- y) t = a 

8eM Bun alM n=--«. ^ss— m, MvirdArsse-tt-i-arit «e eiMe (12) 



Digitized by Google 



98 

= (tß-y)t (13) 



FOr = 7 irt diaM Gleidiiiiig lofört integiirbar. (VMgL §. 14» I). 

Ist in der zweiten Gfpichung (12) ,9 = 0, so ist «ie tod der Form der Gleichnng (B^ 
iBtegrirbar. Im entgeg«og«i«ut«n Falle führt di« SabiKtation s = e"" " ' ( Mf 

^,-»-(2»H-«)|^H-^|^H-(»»+«»+^B-|-y){=0, 

2m + a = 0, m'-i-am -4- iJn-*-y = 0, 

naDbatCreigl. f. U.n) 

Die Gleicbangen (13) ond (14), in lo ferne ihre zweiten Gliederotofal «IgftlUaBt aind oielit 
«Mb d«B frfllmii MalluMlMi int«griibM. Dieu rn^bt lidi Uinfrai mm II gsu BiwirfiittlhTi 

Gelingt es niobt, die voi^legte DifferentiAlgleichaDg naeh der seither 
ans einander gesetzten Methode sn hrtegriren, so mnss nuui versncfaen, das - 
oraprün gliche Integral unmittelbar sn erhalten. Dasa bo» • # 
üeat man sieh vetsohiedener 11 ethodeni die wir nm erOrtera wollen. 



§. 14. 

InUgntion dmeh b«rtiaa(e Intogtala. * 
L Angenommen der Gleiehang (§ 13, II) 

8*1 8s 8s 

in der Q, R, S bekannte Funktionen von x ond y sind» könne man genügen 
durch 



wo ^ eine Funktioo von x, y, u ist, a uud ß aber bloss von x abhängen. 
D.i aus (2) folgt (Diff.- u. Intglr. §.8ö) 



8 
8 



8 

6 



8^^ /•^_8^ 1 ei_^r8J -] 8a 



8^ 
8y 

WO das Aollängen des Zeigen ß bedeutet, jnan solle in der eiogeklammerten 
Grosse n^ß setsen o. s. w., so erhftlt man aus (1): 
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B4 DI.Glücb«ig^ = .. 

Ist Dan ^ eiD Werth der für z gesetzt der (I) identisch 
genügt, and entbAlt denelbe «ine willktbrlidie GrOsse (Konstante) n, so 
wird, wenn man diäten in (2) wShlt, die (S) cn 

Dieser Oleichong wird genOgt 
.wenn «r nnd ß iLonstant; 

|^.+ Q£J^=0, und a konstant; 
wenn ß konstant, und Tf^ + Q^^ =0; 

wo/u freilich gehört, dass a oder ß nor als Fooktinoeo von x sich ergeben. 
y(u) bleibt ganz willkürlich. 

Hätte man a nnd ß «U Funktionen von y behaadeltt *o wire in dieann 

Bedingongen •f'Blf an die Stelle von ^ ^, + Q$ getreten. 

Ab Beispiel wolleo wir die in §. 12, Nr. 6 behaudeite Gleichung 
* 8*» 

nirr' • . <*> 

wählen. Dieser Gleichung genügt 



* Mas findet dieMS so: SttaS 

s s A -h I y + A, z > 7* 4- • . . + A. z« y" -I- . . • 

so moM 

A, -I- 2' A, X y -h + n»A«x»-» y-' .. = A xy A, x»y*4- ....-+- A«x» j» -H 
soyot wontos 

A — A A — ^» A A Aa—l 

Ag — A « — ^j- » Ag^j||(.*.( A« — ^ j » . . « f 



alioAkS: :. adHia 



AWt (Diff. a. laiibehg 43. n) 



(2 



1 _ 2 /*• 2»" 
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Di« Olelebaag = «• 05 

Da aber die Qleicbung (4) »ich nicht &nderi wenn man j = u, x = r-ha oder 

jrssu •4>|3, z=T setit, iodein sie in beiden FftUen licli in = s venwidelti 
■o genfifen der (4) Msh 4S» Fernen 

oder endlich, da gleichseitig y = s -^^t z=T-l-a wieder dieselbe Form Iienror- 
liringt, ee genügt auoh 

J ^co» £2 «M Yia - a) (y-^J 8 ^, 
WO a and ^ beliebige Konstanten. W&hlt man also oben 



81 

M iti r:: -h Qe Noll, wenn «s«, m dnM 

der (4) genQgk, Eben lo genügt ihr MMb 

mitbin allgemuiuer 



- y^8a y^«M[2nii9 Vx(o~7)]F(a}89, 



(8) 



worin f(u), F(u) beliebige Funktionen, a und b aber Konstanten sind. iat leioht 
enieblUdi, dnia auui nneb aebreiben knnn: 



also 



SA /•*,, . 2'mi'» 2««n»,iV . Sf'nn",t'y' 

« 

-nj.^^ 1.2 ^ 1.2.3.4 



Die KeaalMMe^ kann flglieh weggtlaiMB wMden. 
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96 Dl«Qleiduuig^=g^. 

• =yjf W • « J^M\2»in9 V^(x — u) 0» — y)J 8 ^ 

wo o, j3, a, b beliebig« Konsteaten tind. Poiaeon' hAt aoeh die Fonnel gegebeo: 

.+y^Ff.)8n y**rafpfAi,V<7-ii)(«-«)ja», 

welche wenn z = aund j = ß {üx Z'den (konstanten) Werth A lieferi. (VergL 
S.20, 3). 

II. Unteraacht man eben so, ob der Gleichung 



darch 



e»s „8« ^8i ^ ^ 



a 

kfiline Genüge gelebtet werden, wenn a and ^ nur y enthilten, eo ergibt aicb, 
dnss ^ der (7) genügen nius, und 

a and ß beide konstant, 

oder a konstant, ß als Fnnktion von y ans (Q$)^ = 0 bestimmt. 
Ali Beispiel behandeln wir die Difierentialgleiohung 

8^'=el- 

Dieser genügt I = e und da diese GrOsse Null ist flirj = ±QC, 

ftraer die Gleiehimg sidk nicht iodert» wenn n»a x — utBttx seiet, so h«t nun 

1= /_^e r *»(e)ao. 

Setzt man a = x-h 2aKjt so erh&it man 

■ =y^e^a«^(H.2«Vy)ea, (10) 
Uebrigens genügt auch 

(Vergl. §. 20. 1). 

Wir woU«a «eitere Beispiele oidit sofOgen, da die Seliwierigkeit, eine AoflOsang sa 
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finden, dieie Methode in den meisten FJlIIen nicht anwendbar macht. Wir bemerken nnr 
noch, das« die Gleiobangen (1^) and (14) des %. 13 sa den hier behandelten geboren. Die 
CHltehongen 

8K»y **' 8x* *8y 
»r 

btraeh t fn. (Vergleiche §. 20.) 



fWwaodalB Mb, wras ima In d«r mtm ~ für y, in dar nrtllan ny fBr y Miitt in H» oten 



§. lö. 

IntegntloB dnrdi Avtadmog «faior Anfiteoag von d«r Foini, «ia« Flrodi^kli. 



Die hier zu betrachtende Methode wird sich am besten an Beispielen 
klar machen laaaea, m denen wir sofort fibergehen. 



wenn a, «, ß Konstanten sind. Wir wollen untersuchen ob dieser Gleichung durch 
das Produkt ^17, worin £ bloss x, 17 bloss y enthält, genügt werden kann. Als- 
dann mnss 

By* Voi' X bx X y 7 87" f v8 x' x 01 x- y 

seyn. Nun hängt in dieser Gleichung die erste Seite bloss von y, die zweite bloss 
▼on X ab. Es ist also nur möglich dieser Gleichung zu gmil^en, wvun jede Seite 
einer Konstanten m gleich ist die aber sonst willkürlich bleibt, öetzt mau also 

l V8x»"^ X üx x-V"a'' V by*^"' 

soirt 

wenn A, B, C, D Konstanten, 
ist. ♦ 

Demnacii fanflgt der Torgnlegtea Gteiobiuig 

{Ae'>'»-I-B.-'^»)X 



• VerRl. Diff- u. Intglr. §§. 108; 113 (m s= 1)| III, ÜL 
0i*a{6r. UUr«rM«ial- «. ijMfTal-ft««Jiaaag. UL 
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•98 GieicbDDg - = »älT«"*' V ei"^?*' 

Seist man ^ , 

■0 iat 

A'B" = A' B' 

also 

B"=A'|. = |,B% 
10 diM man mmIi ftr obig« CMm« aotsoa kuo: 

-H x^^ ' - i « ky^( A '•yV^«-t-B'«-3'V-)eP*«««*<iiP'»'-«»8.. 

wo A', B', k Konstanten sind. Welchen Werth man auch m beilege, diese Gr.isse 
genügt der (1). Da aber (I) die lineare Ferra hat, so genügt auch die Summe aller 
solcher VVerthe von z ebenfalls der (I), wobei dann A'. B'. k als funktiuueu Ton m 
betrachtet werden können. So ergibt sich 

xVm . 

4.xM-4«ik / (AeyV«4-Be-J^>^*)e • «e«; (2) 

worin dM Swnaoasoifllion doh mT alk ndf Kdmi Wortlie roa m ontreck*, «nd je 
A.B. k Moh mit m Andflfa kOniion. Walokee diese Werthe seyen, muss aus 
»obenbedingungon. die mit der Gleichung (1) verknüpft sind, ermittelt werden, 
wie wir an Beispielen sehen werden. FOr die Anwendungen ist die Form (2) meint 
dat gofohloMenen Yorzuziehea. 



8«_ 81«. 
8y~*8x'"'"x 8 

Dtaaalbo Aaaaha» wi« ao eben IlUirt auf 



8y = *8P"^T8-i-^i^'' 



— 1 ri 



Darani 



»=2e"'rCx »• / e V* ,m2'*-'»8« 



wo sich das Suninienzeichen abermals auf alle möglichen VV erthe ?od m beaieht. 
Man kann diesem Intsigral aaeh noch eine andere Form geben. 
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Di. ei.id«t^[<i-.«) ll\ ^ -i^ -H.ipH- i).«a 

Dft DUdiah (IXff.. «u btiJIr. f . M. 1) 

l>»dareh wird (4) ra: 

^_JL Ar ---i /•^-«^-i (»«»V•y+x«»*•)-7- 



99 



SC» V»8f(2yVA7H-z«M»}, 



velcber Werth der Gleichaog (3) geuOgt. Dab«i iit flbrigens ^ maBn<ibw»»n, wenn beide 
bettfannC« Integnde sallMig fju mUih (Oift^ «. lolglr. 1. 11 1. U). 

iPBOB D dne potitHre gvis« Zahl. 

■ 

Wo dieM Glei^nng Mftrttt iat j »m Winkel md ^ I ; z soll so betttmint 
wMden dMt wenn jvm2n ittninuBt» s sieh nidit indeitt Ibner eell flir xg=± 1 
tdie GrOtte j ant dem Werthe tob m wegflüien , wibrend s nie nnendlidi werden 
dnrf. (Vergl. Laplnie, lUenniqiie eileete, Li?. Uli Lan^, Le^ona sur rElaatidt^, 
pag. 203.) 

Seist man wieder b = l?» to hat man 
•o dau alto 

Aus der ersten folgt bei positiTem k; 

7» 
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100 I>i.GWtA««J^[(l-x»)^ + 5CT^^^ 

wel^e GrBM0 ab«r nielit doowlbm Werth erhill wenn y «m 2ir widist, to du» 

Dmwm Iblgt muMImi (Dift- n. Inlglr. f. lOS) 

f 8 A «et 1 7 4- B jfo A f. 

Die BettlmimtBif Ton | getobielit moh DUT.- vad Intgr. »Aaliany* MAer A. 
D» abrigem s (d, kj;) ekh niehi indem teil wem jr nm 2«r wielut« fo rnnei A 
eine gnnse Zshl aejn. 

▼eigleielii men die n^ n. 0. anter VI gefebenen Femeln, die wir jelsfc wegen 

x'^ 1 nnwenden mdnen, m dnrf A nidtt negntir MTn. Daoinneli bei nmn Ar | 

die beiden Fomen: 

_ .x. (p-^) (g— X— 2)..(n^A— ar^D (n^-JlH-l) (o-hA-h8)...(ii-H-l>«f— 1) 

1/ 1.2.. ..Sr ^ 

(1— x*)'^i[H-F,x»4-r4X*-h ], 

F.r =: (- 2.3 (2r4-l) * 

Da n — A eine g^nzo Zahl, so ist die erste Formel anwendbar wenn n — A 
g^PFRd und positiv, die «weite wenn n — X ungerad positir, in welchen Fällen beide 
Reihen endlich sind. Wäre n — X negativ, so wftren beide Reihen unendlich, fiir 
x' = 1 aber divergent, * mithin nicht zu verwenden. Man kann somit in unserem 
fWle aneh die Fenn in FT n. n. O. 



(n-A)CB^A-l)...(n— at-M) 
Air=V a.4...ar(«n— l)(an-3)..,(Än— ar+l)' 



die A<;^n voraussetzt. 
Demnaek endiiok 



' • lÄn— Aa= — n + X=k, »Ist 

, , g(g-H2)..(g + ar~2)(k-t-l)(kH-3)..(kH-2t-l) 

^' i.a....ar ' 

•tio bat aaan Ar s*s 1 die B«ihe 

1 + B, + Ei + ♦ 

«•Mn tH^jand bt inde« 

Bs>^-i _ (pH-2r) (k + 2r-M) 
Ei» (8rH-l)a!r-»-?) 
d»9>l*k>aa. Blee loiebe Bette Ist aber netbwd%difeig*at. 
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1_A Z S A A 



WO C;t» ^a' wUlkfirliche, mit X sieh Ändernde Konstenten sind. Unter dieser Form 
wild dat btegral in den angeführten WeilEen benfitst. 

IV. Es lassen sieh auf die hier betrachteten GleiohuDgen manche andere redu« 
xiren. So wird 

b'z . . c 8« f 8a g 



;H-n 



<-b^H j--|-2iias0 



87* 8x8y 8x* X 8x x 87 
iarn=x • f und dnnn z = u» J'^b^''"^^ "^^^ Eotm (1) Ternndelni 

während ftir a = 0 man durch z ==■ x ' i*> C sofort jene Form erh&lt. 
SetstmMi in 

8x8y xH-y8x^x + y 8y^(x-l-y)* " 
3t +7= u, X — J = ^> SO erhält man die Form (8), während 



(11) 



8x 8y ax + Ay 8x mx+nj 8y (mx+ny) 
flrmxsn, njsy nnf (9) snrflekkpunnt. 
Für 

u=ix • 2:^^ — '-J, r=s^x tH 2-^^ 

wird 

8y«^ * 8P 
die Fonn der (9) erhalten (§. 13, H). 

Um nun aber an einem Beispiel deutlicher aos einander setzen zü 
können, wie zu verfahren ist wenn mau auf die Form (2) gelangt, wollen 
wir eio einfaches Problem aus der Wärraelehre näher betrachten, wobei auf 
„Differential- lod Integralrechnung §. 75, VII Terwieaen werden mag. 

« 

§. 16. 

Kfkaltong elnei dftnnen prismiÜsslMn Stabse. 



I. Wird ein dünner prismatischer durchaus homogener Stab in einen Raum von 
der nnrerftnderlielien Temperatur 0 gebracht, so ist die Ten^erator t des Qaer^ 
sehnüta, dasten £ntliminng rem ersten Qnenehnitt z ist» «nr 2eit t gegeben dnreh 
die Gleiehang 

rt="8V'-^''' 

wo a, fl zwei positire Konstanten sind, deren Bedoutnnpr a. a. O. unter VTT nachge- 
sehon werden kann. Strahlen die beiden £udflächen deren Abstand = A sej Wärme 
aus, so muss (a. a. 0. XI): 
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scyn, wa.s auch immer t se^, wo j^)* A ^beDfalU positive Konstantea sind. £odlioh 
muss für t = 0 

•agn, wo f(s) g«g«btM Mktioa iH, «Im Airtk^wilgrt ( 

stimmtw IMmmi Btdingnngiii luit bob ▼ su gvaQgwi. 

Seist mao in (1) r = £ r , wo | blott x, x bloaa t enIhAlt, M hBt 
also wenn k eine beliebige Konstante, mithin aooh ak-^j} eine solche: 

•0 dSM der »llgMDAine Werth Ton ▼ hiemadi iei 

T = e-<iti.Ce«kt('ex\/k_(-C'e-f V^k], (4) 

wo C und C sich mit k ändern, und E die Summe flir alle möglichen Wertho von k 
bedeutet. Dieser Werth muss nun den BeUiuguagcn (2) genügen. Da die Werthe 
der QrlkMe k von eimader vaafaliingig sej u wefdea, ao muu jede» einieliie Glied 
der Beüie (4) den (2) genOgea. Beaeiehaet man eiDstwdlea die QrOeae 

knnweg dnreh 

dondi f , ao nmaa alao aaob (2) 



d. h. 



^ = y.i£arx=0.y = -,,4ffirx = X (5) 



seyn. Setet auui den Werth roa | ein, «o heisaen dieae 01ei«linagea : 

V k e^ ^ ^ « C V k e- * 7. (e^ ^ * -h C e- * ^ = a 
Die eilte dieaar Qleklnitgen.üeftrI 

wodareh die cweite wird 

(/k+ri^(Vk+r»)a*>^k+(7,-/k)(Vk-y«)e~*^*'t=0. (7) 

Dieae Gleieliung (7) lielbvt aaa die aaUssigen Werthe too k, welche in 
(4) la Terwendea aiad. Dabei ial na beaehtea daaa die ecate Gleieliang (6) id«B- 
tiaeh erAUl iat, weaa man C* aua (6) eiaaetot, waa aaek imiaer k eeya mm^ 
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«ihrend die zweito (5) es nur für die aus (7) folgenden Werthe ron k uft. Mit 
Andern Worten: die (6) ersetzt die erste (5), die (7) die zweite (5). 

II. Seyen k„, k„ zwei aus (7) folgende von einander verschiedene Werthe von 
k, und t»t Werthe tou |, wenn fUr k die Werthe k«, eingeaetti werden. 

Dft iMMT ;= k ao iai 

8 



Aber filrz=Oirt 
aUo 

(Qr oben to 
nitkia wieder 



6 In ^ 8 Im ^ 

4 8 In ^ 8 



M dMt Mis okigw OleSobong Iblgt * 



f: 



1.1.8 z = 0. (8) 

8*1 

HL Da I eine^edle Vtankth» ?on x »eyn mius, so folgt aus ^ k { unmittelbar dass 

k nur reell seyo darf. Es wird sieb also bloss dämm bändeln, ob k positiv oder negativ ist. 
In •mein Falle «Ire k = b', im zweiteD =— b*. Betst man aber Vk = h, se wird die (7): 

(h + yo) (b H- yi ) ^ = (b - yo) 0» - n ) «- ' 



* Yergleiohe btoiiet dia iilguini Tbaorem im Anbaog** vnler %. 

** El Uatia flbiige&s unmittelbar zeigen, dass k nicht der Form f-^gi sejn kann, 
dann dann wlie andi Vk=pH- qi. wo weder p nodi q Nnll afad. Aber man findet Melilft 

dass wenn p -J- q i für \/ k der (7) genügt, dann aoch p— q i Genüge leistet. Für V k = p-4-q l 
nimmt i die Form P-+-Qi an; für /k — p — qi aber P— Qi. Da (p-^qi)' und (p — qi)* 
verscbiedea sind wenn weder p noch q I^all, so würde aus (8) folgen 

/*(p+Qi)(P-Qi)ai=ö, 

d.k. 



was offenbar anmögiicb ist. Demnach ist /k=^p f-qi unzulässig, wenn weder p noch q 
Nnll. Dodi ist ein solcher Beweis überflüssig, da wie im Texte angegeben k unmöglich 
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Für V' k = — b eiUUt man di«Mlbe Oleichoag , »o cUu es genügt ü pouUT zu O' 
DiiMi fo%k. dft (h 4-7«) (li-hy«) aM NnU: 

jkA— (h — y«) 0»— y«) 

(h-f-yo)(hH-y,)* 

Da die erste Seite ponttr, so mus« es auch die zweite sejrn, d. b. es mass (h — 7<i)X 
(h — 7t)>0M]ni. WM^BVtile8«ltobtlriflt,Mtel4itMlNal firh» — -4-Qet 
liast man h von 0 bU oo fehen , so i«t diese zweite Seit« zuerst positir, wird dann sa Ol* 
nefrati» (wenn h zwischen und y^), ■»■ieiier 0 and Moibt dann positiv. Ueber 1 kaan aber 
der Werth <U«aer S«ite nie seyn, d» immer (Ii -|- yj {h -h yj Xb — y«) (b — y,). Nun ist 
dit «nto Mto Immt > 1, «octw MÜni folgt, dtu flr kiiil yiwiliilii h obige Gieicbong 

IV. Bleibt MMnit nur Bo«b ks — h', d. h. VlL = hi, wo es genQgt h positiv 
ga nolmMii. 

Die (7) wird hiedurch 

(bi-i-yJ(bi + 7JeAüi = (hi_y,)(hi-yj6-Ai»S 

mt wvlobar Glmoliiiiig sofort orsiohtlieh ist, diM ihr — h eben ao wohl fonOfk 

irür V k^ = ^i wird die Bedingungagleichuug tur |: 



Die (5) sind dann 

hC' = )'o, — h»inhA-f-hC'co*hA = — (fo» b A -f- C Wn b A), 
woToa die erste C bestimmt^ die zweite die (7') ist. Demnach ist , 

|sM«hx+3^jM»bi odoff t=hM«hx-(-7b<A»hs. 

welch leUteroi eben «o genügt. 
Y. Htemaieh irt endlaehs 

vso-|i*SCo-«k^*|liMtbz + |b««»hs]* (^0 
wo dtt ITZoidioii tieh Aof dio pooiUron Wvnoln Ton (70 beoiohi. 

Dio Wnraol h:=0 genagt der (70. In dloMH Ml* iit aber ksO, so dftss 

i = k ^ zu |— i = 0 wird. Diese Gleichung liefert ^ = a x -J- b. Wegen der (5) 



sejrn. Hieraus folgt durch Elimination von a: 

b[yo-Hy»H-yoy»^J = 0. 
Dioao Qleiohung jst f&r b=sO erfüllt, wo dann auch a = 0 sojn noss; ist abor 

nH-yiH-yoytA=o. (») 

so bleibt b beliebig. Da f«, X positiT, so wird (9) ow «rfttOi seja wenn 
f^ = y^=,Oi alsdann ist wegen a = b immorhin a = 0. 

Danas folgt dasi wann aioht ^0, man f&r li= 0 oolbwaadig |ssO 
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h»be, also die Wurzel h = 0 in (4') nicht zu berfloksichtig«!! ist; dass dagegen für 
y •=/! = 0 der Wurzel h = 0 der Werth i=b eaUpreche, «o du« das beti«ffeode 
Glwd b (4'): Ce-^». 

VL Um C selbst zu bestimmen, setzen wir wenn nicht asj^^sQ: 
» = [C,e-«V»(h, CO* h,x + yo«nh,x) + ... ' 
H- C« e- « V « (h. «w h, X -I- 70 «■» h n X ) + ...] = e— £C| t- « M « ^ + . 

woli|, ... b./... di0 pomüTca ww Null renehiedaneB WoimIb der (T') tfaid. 
Wegen (8) muM »Im 

•«TB. Damis toigi wenn nao (8) boMhlet: 



. . O»n«o*h,x + yo««b„x) / f(a; (bB«o#h«u4-y,ni»b.u)8tt 
T=er-#»ae-«V» ^ _.. (10) 

Für 70 = 71 = 0 ist 

T = Ce-ß«+Cie-«Vih, co*h,x-i-... + C„o--aii.»»||,,^|,,x4.'...., 
f (x)= C + b, Wh, X -J- .... -I- C,b.««Ji,m+ 



Nu in 



y 0 



0 2 
wenn bai> ü ; fUr bs = 0 ist diese Grösse =: X, Demoftch: 



end elM 



Die (7') kt Obiigeiii Jairt: 



Alto endliflh wana 2 rieh anf n= 1, S, . . . , od beiieht 



Dasi für t = 0 die «weile Bettes f(x) in, kaBD lean emnillelber beveieee. (DiA- e. 

IiKglr. §. 145. IV). 

ViI..Pie<701ieisitMMh 
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106 lMi«MllMiti»BvH»aft-4*TlB0» mm 

Fflr gnMMhiita]aoaah«ia^Xä = 0»1i = ^ wo m bdisbig gans (abttr 
grott). El hat alio (7') ttnendlich tiaIo Wnrseln, di«^ wenn sie gr^y •ind, onlien 

Vielfl&che von ^ sind. 

Da dio Grössen e*-" ^o'* itunh nbnalanen wann hu wiolwt, m g&aAgtm in (10) 
in der Kegel einige enie Oliednr. 

Für f (x) konstant s: T irt 

^* f(«^^«MiiBtt-i-7,«Hibaa)da = « ^am h« A + ^ — ^^^j . 

Ist dabei = /| = 0 , so wird 

/ f(i)^— >8bst / cot-^dnasO, 

so dass in diesem Falle v^Te'^^ (VergU Poisson , th^orie mathemaüciue de la 
Cbnleor, pag. 265.) 

§. n. 

o 8*1 ^8»s ^ 
iutegjauoü von H ^ 4- b H- T = 0 . 

6 X dz 

weoa R, S, T bloss f iinklioneB vm |^ and ^ sind. Die Bedingangsgleiobung^i (▲) des 
1. 11 geben ■ ab Uom FonkHon von p nnd elie-weidsn die deitlgw (11) 

T Rmp+Tq 

i< m Km 

geben. Daraos folgt, da^s in ( 13) die GrflMtn i» y* t niebt alle «egfUlenkAanen, le diM die 

(13) in »wei Gleichungen zerfallt: 

8P 8F ^ 
8p 8^ 

Die eiete heisst euch: 

övL^epVRmy 8q VRniJJ 

An» der zweiten ergibt sich für F; «r, «/'. ft, wo ß eine aas p und pC— q) «aRammenge- 
setste Form i»t, so das« F = F^ (9>, ^,fi), was nun in die erste einzusetzen i&t, vodorch sie 
aber, wenn p nnd q (d. h. p nnd 9) nlebl beide dnreh n anegedrAekt werden 



d.h. 
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8F. 8F* 

k«BB«a,MlbilMftlltlB -j^aO, ^==0, 41i.|ili»iMmdto«latlf«P«fni.tfittei 

(A) gwiOgi. D«nil tet aan iber dM «ngtnflte« tnto Intagrml ntebt. Wir haben diese 
Thatsaobe in de« Briipiel Nr. S dei f . IS «iwbeiMa wImb. (Ib bw w id m FUlni ktamt 
allMdimt ein ttww «adivM EfS«balM mm ToimInIii.] 

Wir 8tell«D OBS slao die Frage, ob wir nicht in den FlUen dM Ürinte- 
gral anmittelbar ans der vorgelegten Qleiehmig 

Br+8aH-Tt»0 (I) 

erbahen kOnoeo, wenn das frühere Verfahren nicht 2imi Ziele führt. 

I. Wir wollen, da in (1) die unabhängig Veränderlichen x und y nicht 
anmitteibar vorkommen, einmal p ood q als solche aiisehen. Al**^»^"" ist 
(Diff.- a. Intglr. §. 69) 

8 t_8j5 8j bz8y_ 8^x 8y 
8 p~8x 8p 8 y e^p " P 8'p a p • 
8z 8z8x 8287 8x 8y 



bq bx 8q ■ Öy 8q ^ ö q 



Femer ist 



also da 



8p~e X öp'^'äy 8p' 8q~~8x 8q~*~ey 8q ' 
ep'~8xd( "ÖyÖj»' 8q~8x eq"^öV bq* 

8p 8q~" • 8% 8p~ • 



•0 geben diese Oleic^ptgefr; . 

• «p^ Jl_ 8y 8p_*___ J_ iBit 8j_ _ J_8y 8q__ 1^ 8x 

k 8q* 8j""*" - k 8q' 8x~*^ k 8p* 87"" k 8p* 

8p8q 818p' 

Demnach wird die (i) an: 



womit zu Yerbinden ist 



8i_Py 

£nts Fonn det ▲nflOcn^g.- 



n. üm nnn snr eigentlicben Integralgleiebnng an gelangen, wollen wir 
ans (3) nnd (30 weitere Gleichungen bilden. Zu dem Ende diifereniire 
man die (3) nach p und q, so erhUt man: 

- » 8»! 8«x 8E8t 8S8» 8T8x_ 



8p 8q 8p 8q 8p* 8p 8q 8p 8q 8p 8p 
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welche Gleioluiaigeii w^geo (30 eofort geben: 

»»• «pa^"^ »q»'*"ep89 dpsp 6p8p • 

8p« apaq"^ 84»"^8q 8q 8q8p 8q8p 



Ist hier 



8p * 8q ^ ' 



80 sind (4) DiiforeotielgleicboQgeii «weiter Ordnoog flkr x und y von der 
früher betriditeteii Fonii. Kennt man x ond y als Fonktionen von p nnd q, 
80 geben die (2) nach §• 1 s eben eo. Da z ond y den (3) genügen mfieeen» 
so werden swiscben den durch Integfation von (4) erhaltenen vier willkür- 
lichen Funktionen Bedioguogsgleichnngen bestehen, so dass dieselben nicht 
Ton einander nnabhiagig sind. • 

« 

BebpM. 

Als JBeifpiei behandeln wir die Gleichung 

(l4.qtj,-2pqiH-(l-l-p»)i«0. (8) 
iraUfae dra BedbgnngMi (40 gmtfgt (B^l-I-V« T=l+p*). 0ie (4) iiod 

balwn also dieselbe Fonn, so dass die Integralion der einen genfigi. 



Die erste Qleiohiuig (6) lissl sieh nach 18, H behandeln (p und q an die 
Sftdie jum x ond y» x aa die tob a gMeiit)! Daraaob ist an iategriran 

«oiaaa softvt frlgt 

mühin (DiA- a. Intglr. §. 100. II. 4) 
Deamaeh isl in §, 13, II m setaen 
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(») 



[wo R=l-f-p', S = 2pq. T=:l-+-q», P = 2p, Q = 2q, wie die «ttto (6), 
giioliea mit ft. 13, U, (1) gibt], so r»rwaiid«k sioli die (2) dM i. 13 in 

y ergibt sich von derselben Form aus der zweiten (6). Doch kann BUUi luuh (3) 
'und (3') uniuittt lbar benützen. Diese Gleichungen sind jetzt : 

?y ^ 8 y ^ ^_ 2pq /8x bu 8x e t\ _ H-^ /Öx c u i? x ti v>v 
8u Öq'^b T 8q~ l+q» Veä 8q'^8T bqj ~ 1-hq» V8n Öp"^8 T QpJ * 

Bu rp"^rT 8p~8u 8q~^8 T 8q* 

Denselben genügt man durch . ' 

8y_ J 8^1 8y__J_8x 
8n~~ u Öu' Bt"" ▼ dv* 

wie sich aus den Beziehungen: 

if— ?J? l'^— 2pq 1-f-p* \ /^ — 2pq 1-i-p' >^ 

ep-"8q* 8p-"8q' *-"\^T+77ITf V* *""'^l+q» i+q'V 

sofort ergibt. Demnaoh 

an"" tt • »V f ' • 

woraus 



Die (eigentlich gesuchte) CirOsse z ist nun noch aus den (2) zu ermitteln. £s 
i«tab«r 



El Mgi Uma« 

, , „„_ q + ipVlH-p' + q» ■ q-ipVH-|>'+q' 



l_u,»- P' + P*-q* + p»q'-2pqi VlH-p» + q' fl±JlYl±P*±£\* 

10 daii 

(q4-up)^=-(l-4-u»), (q4-vp)'^-(l -hy^. 

Mehr aber lüsst sich nicht schliessen , &o dass die Wahl der Zeichen anf den swaiten 
Seiten der Gleichungen (a) eine willkOrUebd blieb. Einmal entschieden , mnis 
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110 IHffaiiii<wimt-*'8t'4'Tt=0, wmm 

f^^Fi du'^fy ri-p» r*-^-^* ^"^^ 

Ab«r 



t = iJVl-hu*9'(jk)~-i Jyr^r^ rp-iw)y, (7") 

SUninirl man mn (7), (7')» (7") u nod t, to erhält man dfo IntagnüglMdMiiif 
TMi(5). Mm kMUi dM EifalmiisjfldodiMoh aadin IknaA. 8^ 



1 8«(«i) 1 8V^ 
wo ^ iHUklrliiha MktiraMi tiad» M M 

KUmioirl man abo « «nd /f aaa 

to «rlilli Mtt dio IiItgfalgioidniBg von (S). 

mn dioBIchllikettamBiltelbariiadiwdM. whMimn (IMflU o. la^ipr. §.68); 

vmr» 



* W«gio dtr YoTMichM kaim 2w«lflil hifiMiMo. Ba UbbIs ««kl amh 

* 



p:e<ietKt -werden; aber udMr moM in pa + q* pT4-q dtoOrfliMi voa TtriTihinilitntin Z a inh aa 
•eyn; also w&re dum 



IN«M kMHBt Jadoch tan EadatgtliBlia aaf 
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Üdil «M» p, q, r. 1. 1 rad «klk, mn 

SoU ftko «Im (6) iMbtig aeyn , so nmM 

M wuto eb richtig ut. Ute tnlahft Ufitu Mcbr daat tum taitlMdiMwwMto in (8) 



III. Mao setze 
SO Ist 

8t dx . Py 8t 81 8x 8y 8t 

d. h. wegeo (2): 

UlmDB folgt 

?Jf— IZ— ^IL Sy__8't • 

wodmob die (S) wM 

8*t 8*t 8*t 
flq* 8p 8q - dp*. 

Kano mM (11) integrireo, so «riiftlt iDan Ci^l* Fuoktioii von p iiod q, 
woraof dann die Elimination von p und q swioobiB (6) ond (10) die g e weh te 
Ibtegralgleichnng liefert 

Es in alMVMli von imaiwie, dUi latat* BchatfpMif "mnlllalbar se «rwiiMD. Wir 
rtaUtB ato m dem Ende onter fotgand« Fem: Seyen R', S\ T daa waa aot R, S, T wird, 
Venn man p waA p daiah m and ß aiMlats a^ famar CaiaaFoakiUa foa a nad 0» v^ktMi dM 
Olaidkumf 

* 8»t 8»t 6*t 

gaalgl, ao üaliMt die Ftimiwattim wxa,ß 



dia latagnlgMabing «m (1). 
Aea(l<r)fti%l: 



Digitized by Goö^Ie 



1^2 

8t 8/? er 8a 8t 85 

— t=e-4-x -l-v ' ---=«, 

dx ex ^fcx 8a8x e/?8x • 

«y »r '^^e j Sa •y"' 8/? 8y"**'' 

8»B_ea 8*z _8« 8^ 8»z_ej? 

Die beiden enteo Oleicbungen (lU ) geben a ood 0 Als Fonktioiiea von z aiui y. 
ihnen folgt durch Differeuining nach x and j: 

8»t Bam 8't 8/? Q_8'g 8a 8»t 8<y 
* *~da« 8x*^8a 8^ a«* e«« 8y"^d« 8^? 8 y • 

aaa/rax'^a^'a«* •«8^8y"*'8<t»8y* 

*8ji~8^«* *8x**8y°*""8«8/J' 8y~Ö^*' 
J^_c^ 8«__8« 8jf 
k~8y8» 878K' 

D» ab« (llO tUMM, 10 IM abo 

8a bä dß 

d. h< ' 

8's 8's 8*1 

«wdto(l)irt.. 

Man kann daraus aaeh noch folgaaden Sati liebeii : 
Kann man 

iotegriren, vaim nnr « imd^eiiiUUt» ao geben die (10') aooh die Integral- 
gleiehong von 

^ iP ^ ^ 8 X ^ y + ^ 87» - ^ LeT» 8? ~ VölTö^ J J ' < * *^ 
welchen Sato man ao wie oben erweiat 



B«Baarinpig«n ab«r dia GMdwn^gaa 

Die Gleichung (5) bt die dar knimmea Oberflächen, in denen die beiden HsnpC- 
krümmungshalbnip^spr pleich , aber von entgegengesetiter Richtang sind. Die Form der 
Oleiehnngen (S) iit allerdings die imaginire» in besondem Fallen «ird jedoch ein reelles 
Baarital hawaihla «nchaiaan. Nafamaii vir «twa 

«(a)s:-i-a0t(Bia-t-a>. V(^>==-^aM(ai^-hnOt 
an n 

alia 

(a) = — i#tn (m a + n) , = — iiwi(ni/9 -I- n'). 

V 1 + (a)* = «0« (ma 4-n). Vn- V'0»)»ac— aotCaiiJ + aOi 

•oin 
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Diflbrentialgleicbongen zweiter Ordnong, nicht linearer Form. IIS 



-hfi, y = — ftw|^^(«H.^)-H-^J«o*j^-g-(a-/?)-»--^J. 

— - — «« j_ y (« + + — 2~J — ''^ "ä" J • 



x = a 

2i 



voraos 



wtldM QWobaim dar <5> fsnflgt 



Vierter Abschmtt. 

Differeiitialgleiehimgen swisehmi drei Terftnderliclieii zweiter 
Ordnung und nicht linearer Porm, oder höherer Ordnung. 

§. 18. 

Zorftckfahraog auf tin« DiffertnttaJfMclMUig «nttr Ordmiac. 

L Bollalten wir die in §. Ii gebnachten BeaetchnaDgea bei, so bandelt 
es sieb am die Differentialgldcbong 

F(x,y,z,p,4,r,*.t) = 0. (1) 

Gesetzt non es sey 

f(x«7.s,p.q)=0 (2) 

eine Integralgleicboog von (1), so wird, wenn man r und t sns den Glei- 

chuDgen zieht die man durch Differenzirang von (2) erhält [die (3) des 
§•11] on4 in (1) einsetst, eine identiscb richtige Gleichung erhalten werden 
müssen, woraus, wenn s niebt von selbst wegfallt, mehrere filedingungs- 
gleicbnngen für f erhalten werden. Ans (2) lässt sich dann (1) folgern. 
Denn aus der Verbindung der Gleichungen (3) des §. 1 1 mit der so eben er- 
haltenen identisch richtigen Gleichung, die ja ohne weitere Bedingong bestebt, 
ergibt sich sofort die (1). * 



* Ein Beispiel mag die Sache erklären. Der Olciehang r t — ■'«sO genügt etwa 
p + q— c = 0. so dasB f=p + q — oilk Abar vau r imd i in rt— «':=0 «iogatatsl 
wurdan* ao liatte man identiscb: 

frailichnor, wennf=pH-q — e. Aus den (ü) des §.11, welche mit dieser identischen 
flIaldMiiig bertahao, fo^ sbar 

8f^ Bf^ 8f df^ tf_ 8f 

wodueh «Ufa Qteiohoqg in t% ss t* flbaijg^t. 

Dlaaffar, nuMnaMel- laiegnl'aeakaaat. ID. 8 
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IT. Kennt man nun anch zwei Fnnktionen f«, f,, welche beide ftlr sieli 
den fraglichen Bedingungsgleichangen genQgen,. so läset sich doch nicht er- 
weisen, dass auch (p (^i.f^) denselben BedingnngsgleichuDgen sofort genüge, 
wie diess in §. 11 der Fall war, we die dortigen (A) auf die lineare Form 
gebracht werden konnten. Nur wenn diess der Fall ist, kann man den Be- 
weis \vie dort führcMi. Dagegen ist klar« dasa ein allgemeines erstes 
Integral immerbin die Form 

f,=-v(f.) (3) 
haben müsse, wenn f, , f, gewisse Funktionon von x, y, z, p, q spyn wprden. 
Alsdann muss aber die Gli-ichung, welche man durch Elimination von aus 
(3) erhält, mit (1) identisch seyn. DiiTeronzirt man die (3) nach x und y 
und eliminirt y'(f|), so ergibt sich [§. 11, VIl, (c)]: 

V8y 8p 8y 8py Üy 8q 8y eq öp 8x ep bxj 

Gleichungen dieser Form allein lidnnen allgemeine erste 
Integrale der Form (3) haben, nnd wenn man ft.f, so bestimmen kann, 
dass (4) mit (1) identisch ist, so ist die Sache sofort erledigt. 

Nur dann, wenn die anfänglich berührtiu Bedingungsgleichungen die 
lineare Form annchinen, kann man nach der Methode des §. 11 verfahren. 
Im andern Falle kann man wohl einzebe Qleichnngen (2) , nicht aber die 
allgemeine Fom (3) dadurch erhalten, 

Beispiele. 

Setzt man die Wcrthc aus (4) in §. 11 ein, so ergibt sich: 

/t)f öf\/8f 8f\ /8f 8f>k8f /er 8f\Öf ,8f 8f ^ 

U-^PrzJ by-^VzJ-^^e-x^Pbijep-^^e-y-^Wei-^* öpö^^-®' 

welche Gleiclnmg^ nur dann identi.scb erfüllt ist wenn 

f^t 8f>v/c'f ef\ ,8f 8f 8f /^8f 8f\ bfz-ef 8f\ ^ 

Ux^Pr.j Uy-^W = -'^ 8|p8^' öpUx^P8-^j-^Ö^C8-y-^'»eij=**' 

6f 8 f 

Diera beiden Gleiehungen kommen, weong^ nnd — niobt Nnll sind, aof die 
fblgenden swei surfiok; 

ef ^ df if ^ 8f ^ 8f , 8f - 
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« 

wclelie di« liaeM» Form IwImii. Die ento dmsellMn itl 

8f^_8f , Pf ^8f 8f 

und Ut ermilt durch die vier FofMi: jr, « — px, p, to dMi f aUIWÜmi 

Ton j, p, <p, \p anüusehen ist, wenn ^sz^px, ^ = q + »x. Seist mu ftleo 
f= F(y,p, m wird die zweite 

6F 8F 8F 8F 8F 
8y 89) 8p 

8 F 

die nmiehtt ^ = 0 Terlangt, «o dMS nur die Fonaeii if', p— »7 flir genOgea. 



Also genauen beiden Bedingongtgleidiugen: q + ax, p — aj nnd ^gen der 
Unenren Fenn irt 

q + a X = f (p — a y) 
mit der willkürlichen Funktion f das allgemeine erste Integral Yon (6). 
Nach §. 6 ergibt lieh aiu (6) daet die £UminaCiea.Toa tswiaehea 
■■♦-•xy-t«-y['f(r-2aT)8T-F(t) = 0, x-l^f(t-2ay) -H^f(ö4-F'tt) = 0 
das allgemeine Driategral Ton (6) iet. * 



* WeadsiBiuidleFenDiladw9.6 tn, wlHUman: 

dz dz 

— = -r(p-.ay). -i = _ax-i-f(p-ay)-pf(p-ay). ^ = -». 

-^-^^^f» 

p=ii-»y; {i = «»({i)t ^ = 

nssr*». «+»«TH-|iW-^f(*i-aay)-y^f(M-2aT)8T:;st«), 

«■^SS'W-^fÖ«-2ay)=t» 

*» = »'(0t «+»xy — P«— y^f(*i— 2aT)8Ts^(i)— tl», 

s + azy— MX— y^'fdi — gAT) 8y = F(^), 
twiMheo wetolMn QUidinngin ß n dfadaiiea irt. 
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116 (rt— •■)(BT— S*)— rB— 2sS — (T+1«0l 



Der Fall a = 0 ist hierbei auHgoschlosscn , doch gilt (6) AititalUl nooli. NMh 
§.6 BeUpiel 4 ist hiernach das allgemeine Urintegral von 

dai Srgebnit« der £liiiiioatton ron ^^xwiaehen 

t = tx + yF(ÖH-fO. i-hyF'(Ö4-f tt)«a 
Die Ftonktionen f und F in beiden Formen aind gnns willkflrlieh. 

8'M 

2) Sey M eine Funktion der iwei Grasten p. q nilein und Rs^p^. 
b^M 8*lf 

S - , T = * Torgelegto DilBnentialgleiehnng nber; 

(rt^OOlT — S^ — rR — 2tS — CT-(-lsO.« (8) 

8f, 8f, efi er, 

Seist man in (4) nicht 5^ jj^ ~ 5^ ^ ~" Torau«, so stimmt (Ji) mit (4) xu- 
tnmmen, wenn 

81 8p 81 8p * 8s 8p 8s 8q 

8y 8p 8y8p"" V8x 8y 8x8y^' 

H 8f, _8f: LIi = _Tr^' 

8q 8x 8q 8x V.8s 8y 8z 8y^' 

8y 8q 8y8q'^8p8z 8p 8x V8x 8y b% bjj* 

H H_ej, K^^- g.x/'S^ 8^_8^ H\ 

8q Öp 8q 6p ^ ^VwÖx 8y bx bjj' 
Den e^|ftett rier Oleiohnngen wird man genfigen, wenn 

Da ferner B» S, T kein x und 7 enthalten, so wollen wir TefMohenf ob wenn otwn 

®i=i ^-^'-1 !J&=o ^-^»-0 

8y^' öx"^' 8x ey-"* 
den Übrigen Qleiohungen genflgi werden kann* Alsdann keissen sie 

8p 8p»* 8q 8q»' 8q~^8p 8p8q* 

8p 8q 8p 8p* 8q» \»pQ<J' 



8q 

Da die ersten drei liefern: 



•»"•'""FT' 8?' 



wodurch auch die vierte erfüllt ist, so ist nach II 



* Vergleicht: Monge, Application de TAnalye i la Geometrie. Ausgabe von 1849, 
pag . 108. 
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I>IIRHMiilUI^bldiiiiig«i IriOitnr Ordonng. 117 
8M ,r 811' 



(9) 



8M BM^ 
dat allgwiieiiM «nto Integi»! ron (8). 

Differ«DUalgleicbuDgeD höherer Ordaaog. 

L Ist die Glefcbiiog 

e-z 8"« 8"! 8" 2 ^ 

sor Ihtegration vorgelegt, wo Koneanten eiod^ so eetm man 

■=f(f -i-mx), 

WO f eine beliebige Funktion. Alsdann wird die (1) za 

ara"-|-a, m"-' + ajm— »4-....-+-a„ = 0. (2) 

Folgen hieraus die n (verschiedenen) Werthe in^, . . , m„, so ist 

x = fj(y-+-Tnjx)-f-f,(y-t-iii,i)H-.... + f„(y4-ni„x) (3) 

das allgemeine Integral von (1) mit nwillliurUchen Fonlitionen. 

Sind r der Wnrzeln von (2) einander gleich, Jede =s eo ist statt der 
r ersten Glieder in (3) zn setzen 

<i (y + »i ») + « 'i (y «Dl x) H- . . . H- X*-* f, (7 H- l). 

n. £s sey zur lategration vorgologt die Gleichung 

wobei noch als besondere Bedingungen beigenigt sey, dass z keine Glieder 
enthalten darf die mit x oder y unbegränzt wachsen, und dass für x 0 sey 

z=:f(y), P(y), WO f(y), F(y) gegebene Faoktionen von y sind« 

Mau setze (§. 15) z = wo ^ bloss t bloss y enthalte , so wird die 
(4) zu 

so dass also 



ist * Hieraus 



|sCt«0«hx + C,fi»]ix, {asEi« *'-l-E|« *'+^«Myy -f-Etjjwyy— » 

• Wir« y 1^ poritlT, alao h\ m wlw£sC6^«H-Ce-^% «Me «Im all x aab«- 
grlastwadiSM Ubum, wai f*g«o dfe Voianissknag in. 
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118 i»iv«tfi»f« -p-».a»g-j=a. 

wo aber £| , Nnll seyn müssen, wenn z keine mit (positivem oder nega- 
tivem) y onbegr&Dzt wachsenden Glieder enthalten soU. Setit man hssaa*, 
so ist 

Daraus folgt dass allgemein ^ 

ist, wo S sich auf alle znlftssigen Werthe von a bezieht und C|, Ct>-£tf ^ 
als Funktionen Ton a anzasehen sind« Man sieht leicht, daia man ancli 
setzen kann 

iss2CMfaa*x«M(a7-:-|») + ZC«A»aa*z«M(«y — fOf . 

WO 0, C\ ß als Fnnktionen von a anzusehen sind. 

8 t 

Da nun für x = 0 noch z — f (y)i 3^ ^ ^Cy) ^^yn moss, so hat man 

Für « ist hiernach keine besondere Bedingung gegeben, so dasi man 
dasselbe von — oD bis + QO nehmen mnss. Dadnrch werden diese .beiden 
Gleichungen » wenn man C und G' mit dem (unendlich Idein^n) Faktor Ja 
versehen denkt, zu 

Da aber bekanntlich -(Di£- n. Intgirchg §. 149, I): 

» Cr)« ^;;^^^«»»« (f — |i) » (H) 8« 8 n , 
SO ist hiemach ß—«ft und zu schreiben Ar 

C «o# « (y — m) : 2^ / a (y — fi) f (;») 8 
1 /*■♦■• 

ood folglich 

» = ^y «Maa*z8a / 0M«(y — «i)f di) 8|i 
■^2^7-« ^-^.e«y_co,«(y-M)F(M)8M. <6) 

welche Formel allen ▼(«geschriebenen Bedingungen genOgt. 

Di« llnasr« DiArwtialgleielinig diittor Ordamg. 

III. Seyen Ii, S, T, U, V Funktionen von x, y, z, p, q, r, s, t aod 
vorgelegt 

*87^«8lM)^-*-^«r8?^^8? = ^' ^ 
WO wir setzen wollen: 
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Die Ua«Ar* Difi«reatia4gleiehaog dritter Ordnaog, 119 

• 8»! 8»« 8^_. 

SP"*" 8x»8y""*»' Bxbj*"^* 8y«"~** 

SO dMB (7) ist» 

Gssetst nun, f sey sine FtmlLtion tod z, y, p» q, r» s, t so dsss 

f=0 (8) 

als Integralgleichuug von (7^ augeseheD werden küuiie, so mu$s weDD 
mau aus 

8f Bf 8f 8f 8f^ 8f^ 8f, 

n-^r.p^8V^iü'^»^^'"^r.^'^rc^'=^' 



8f 8f 8f 8f 8f, 8f, 8f^ ^ 



(8-) 



■ 

die Wertbe (etwa) von ^ nnd f zieht and in (7) einsetzt» die alsdann ent- 
stehende Gleicbong identisch erAUt seyp. Diess Terlangt dass 

_/8f_^ 8f^ 8f^ 8f>i8f^__i^8f ^ dt^ 8f ^ 8f\8f^„8fe f ^, 

^ n Tt ^ ^ n Ft ^ W - ^ r* Tt ^ ^ 8; 8^ ^ 8i Ff - 1 

voraasgesetzt, dass weder ^ oocb |^ ^iuü seyea. 
Setzt man 

' 8r"~"*8i' 8t~°Öi' 

SO werden die beiden letzten Gleicbongen (9) za 

Bn— 8Bin4>CiD*sO, Ba*~TmB+Um=0, 
welche durch gegenseitige fUimination auf 

(BU — ST) «*+ (BT+ S*)ia* — 2B Sm + B* =0, 

_ Um» } (10) 

Sm— B 

führen, m and n ans (10) bestimmt, sind die (9): 

*8f &f 8f 8f Sf 

Bnr — HÜBir — l-(Bnp + Um9)— -h(BnrH-Dma)r- + (Btt» + ömt)^ 
ox oy OB dp 

-Miiiiv|-^ = 0. (Ü»') 

OB 

8f 8f 8f er 

rr='"8;' Fi^"?;- 

Kennt man zwei Funktionen f, , f^, welche den genügen, so ist 

- V ^f.) (11) 

ein allgemeines (zweites^ integral von (7). 

Der BctTpis dicker Brlinuptung ist wie in §. II, VIII KU führen. .Aus (il) ef;|^bt iidi 
nSmlicb, iodem mao nach x und y differeozirt and lodaiui 9' (f|} eliminiit: 
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120 Die lioeare Differeatialgldcbaug dritter Ordnung. 

(.ei P el ^ ' äi; • Fi ^» Ö7 ^ äi ^ älj ^ 

er,_^ Bj,_^ H_r.^ ej,^ 8^^ 

V8y 8i 8p f'q 6r 8s 8ty 
Diese Gleichung miui mit (7) suMmmenf&Ueo, wenn (11) wirklich lutegralgleichaog s»jü solL 
Au <dO folgt aber 

„ /8f Pf 8f 8fN ^/'8f 8f 8f 8fN _ef 
Setttnanfttso 

8f 8 f 8f 8f „ 8f 
8yczop8^ 8» 
>0 ist die obige 6leiohun|r auch 

d. b. weg«n der sv«i letstao (d*): 

, mV m U „ 

, mV mU,, 

oder 

(K, — Ki)[iiiB V — m n Rf, — (n RH- m» D)f, — (n»a+ m ü)lt — »B Utl =0, 
d. h. wtgm dtr (10) nad w«tt aielit K, = : ^ 

««.(V-Bl, -St, -n, -UD=:0. Rt, +T£» + üi= V. 

di«(7). 

Die Behandlung der (9') ist aus §. 1 1 klar, so dass wir weiter NichU 
darflber sagen wollen. Im Allgcnu inen gibt es drei Werthe von m und 
eben »0 viele zugehörige von n; das .-.llgempine Urintpgral, wenn es in ge- 
scbloMeoer Fonn sich finden lisst, wird auch drei willkürliche Fimktioneu 
in sich schliessen. — £8 scheint nns oicht von Wichtigkeit, diesen Gegen- 
sUnd hier weiter za Yerfolgeo» indem die eingehende Behandlung in §. Ii 
als aosführliehes Muster auch f&r diesen Fall dienen kann. 
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« Im^gralion niltMil B«llwB. 121 

§.20. 
lotagntioB mitUlit ReQieii. 

In den Beispielen des §. 15, so wie in §. 16 ist diese Art von Inte- 
gration bereits angewendet wordeo. Man kaonjedoch auch vom Tayior'schen 
SaftM Oebnuieh mftchen, wie wir dieas f&r dte DüFerentialgleichuDgen der 
sweiteB Ordnung mit drei Verftoderiicheo Mdonten woUen. 

£s ist allgemein 

»=•»-^(.6;^ — HepA "TT"*- <^> 

...... die Wertbe von z, . . . for z:=:h bedeuten. Ans der 

gegebenen partiellen Dlffereotialgleiclrnng lässt sich aber ~~\ finden , und 
dana ergeben sicli durch DifiSBreozining Setzt man Ar z den 

Werth h, so wird z so wie ^ zu blosser Funktion von y, die aber wiUkür- 

oz • * 

lieh bleibt 

bt also für z = h : 



so ist für denselben Werth: 



80 dass ganz durch 7, 9>(7)> ^(j) aozgedr&ckt ist 

Was nun ^ betrifit, so wird man in seinem Werjthe . ^. l , „ ^ ' , 

öz öxbyoxöy 

finden, ausser den DifferentialquotieDten niederer Ordnung. Allein 



8; 



SO dass die Differenzirung vong^p, wie es bereits fär z = h gefunden 
wurde, nach y, diese Grösse liefert; eben so ist 

Ix8y*"'8y V^8x8y>/~* 



8: 



6*« 8*z 
wenn x = b. In ~ kommen ausser den niederem Ordnungen vor g^ry^» 

welche Grossen gleich shd ^ (^) . Q^) , also gefimden 
werden, n. s. w. * 



8»+«i 

* Der Werth tou für x = h wird gefnndea , wem» man den (bereits ge- 
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122 Irt.g»tto«««||«a|^, + b|^. 

Man kann hieraos auf die Möglichkeit des UrintegraU über- 
baiipt, so wie nach daraaf schliessen, dass dasselbe im Allgemeinen zwei 

willkürliche Funktiooeo aufnehmeo wird. Dazu gehört freilich, dase |^ in 
der gegebenen Gleichnng vorkomme. 

Eben so bitte man eine Reibe, nach y — k geordnet, wlUen können 

würde ähnliche Resultate erhalten liabei 
vorgelegten Difierentialgleicbang vorkommen. 



6* t 

und würde ähnliche Resultate erhalten haben. Dabei soll dann ^ in der 



Baiiplflle. 

Ton welcher Gleicbuog in II des 14 ein besonderer Fsll bebaaddt worden. 

Setsea wir b=0, ferner s=^(]r) für x=:0, so istdaao, wenn =y,(y); 

^ = a*,(y)4-bv^,(y); = »gTäp-»- *La (j) + b ^ (y)l 

+bCa*k<y)H-b*,(y)]=aV*<r)+2ab*,(y)-»-b»*.(y)., 

a" ^. (y) 4- Ya*-«b „_i (y) + a--« b» <»,„-8(y^ 

s=*(y)+ Y [»♦,(y)H-kv^(y)J+.... 

bx, . . az , ^ a'x* , . . . a"~'x"~' . . , _ 



Aber es ist 



B" z 

fmäwum) Weidi ton — für x=sh noch m mal nach 7 diflereoiirt; odsr ia aadsrir Ftan: 

r^rr iHrdfars = bgstan4sB, «SttBnaB|»(nrze=b)aocbmiBtliiMb7dlfl^ DIeisr 
0 y" 

Sets isl «sgMi 4«r UasUiliii^sii vob y «id s gsfta sinsadsr Iskbl stesoishen. bl 



9! =' f (x, y), 80 gestaltst sieh die Reefanang ganz gleich , trenn nao bilden will, ob 
anftogUch, oder ent am Ende z=b seUt. .Damit ist aber die Bebauptiuig schon enrieseo. 
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« V « I» (y) + Y (y) -^^ ^2 n • • 

irt. (Difll- tt. lD%lr. §. 86, II.) DftMns: 

• = ' l ♦ (y H- 2 j (y 4- 2 /I V^) 

d. h. 

«=yJ^y^Je~'**»(bx + J + 2f«Vax)6,i, (3) 
wi« Mcih dorab EiiimIbmi Ja (2) «iidi UUki oMbwaifMi Mwt. * 



solch« DAcbirAgUcbo Unteraacbimg der lücbtigkeit ist immer oOthig, wenn die 
angewandeleB MtAodm aiebt gegen all« ßowUrfl» Mtm dnd. DI«« Lctitefd i«k «bar hl«r 

dtr FaOt da der Taylorsche Satz sofort als unendliche Reihe behandelt wordtn» vu tan All* 
gerot'inen nicht zul<l.s.si(r ist (Diff - a. Tntglr. ^, &8ff.), Ana (3) «b«r folgi» v«ni man d«ii 
überfläscigea konstanten Faktor Mreglässt: 



AlBoaoU 
d.h. 



MgpB. Aber (Diff- b. Intglr. |. 89) 

y b"*** 8 ß =s«— M*y* j," 8 ^ + J[2i$9- '•'yi»" 8|iJ 8n 



di« Bidulilnil d«r votildi«nd«B Gltidnuig hcrrmgahL Nor M dM 

dm e"^ ^'(bx+7H-2/iV7x) I^nll s*7 fftr|i = ±ao, wu «hb«r d«r PaU IM. mna 
•odBehiil. 
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2) Da die Gleichung 



▼Mrmuidelt, to ist ftr (4) : 

DicM OleiflkuDg «ntiiilt wader ^ noch ^ , kiOB «Im Hieb der oInmi TOfge- 

•obriebenen Weise nicht kurzweg behandelt irarden. Wir wollen demnach nur die 
Form der (I) wählen, d. b. eetaeii 

z=Po + Pt(x-h)-f-P,(x-h)»+ (T) 

Führt man diesen Werth in (6) ein, so moss (wenn die P als Funktionen ron j be- 

traclitot werden): ' 

ej -+-2 87C«-b)H-3y^^(x-h)»-h. =a[P, + P.(.-lOH-P,(«-h)»+...l 
■ejn. Danuu Iblgt 

ePj _ _8P, _ 8P, _ 

j^ = aP„2^ = »P» n — = »P,_,..., 

•0 daM To gans wOlkirlicli bleibt. Setst man alto 

P#==AH-y^f(y)8y, 

wo A, k Konstanten, f eine beliebige Funktion, so kaon man setzen: 

P.«~ P.-i8y-l--|^A.. 
n ^ k 2.3. .a 

wo A( . A,, . . . weitere (beliebige) Komtaatm. Fahrt nu» den Werth ron P«, . . . 
oaoh einander ein, so ergibt lidi: 



P. = ay^/^ f(y)ey»-l-aA(y-k) + aA», 



P - ** f/Vf\( ^ft . . Afy-k)' . Ajy-k) . ^ , 
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Saisinuui 

jy ...f(3r)öy=#r(jr). 
» erhilt map MM (7) muim«!»: 

, == (y) 4- A (y) b) H- ±1 (y) (x - h) » 4- *^ (y) (1 - b> ^ 



» . , »■ »• 



+ A + -j- A. b) + A. (i - h) • + j-j-j A, (i - h) . 

+ för-k)[A(.-h) + j^A.(.-b)' + j^A.(x-W + I _ 



Setzt man nun ' 
flo itt die Torstehende Gleichung, wenn abennaU 

, = a>,(y)-Hy4>,(y)(x-h)H-j^*,(y) (x-h)'-f- 

H..t.*.'-=-^^-i^..^^. , 

in weldber Gleiobiiiig die swaite 2«U«< dar «weiten Saita nach §.14 glaieh 

ist. Was die andern TbeUe anbelangt, so machen wir von dem Satze: 

■ ■ '« « = Ka-'c-D /^' - ■>-' 'WO- 

0«liniioh,-der llir ii=2, S, . . . aqgaweiidel Ar die enle Zeile liefert: 



* Der Beweis dieses Satxes kann in folgender Fonn geführt Verden. Nach Diff.* o. 
Intglr. §. 86, 1 Ist 
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tO dMS 



<y) H-f (y) (« - k) + ^2 ^ - • • " 

(§. 14. Note): 

^y^(T - «y^» f (Ii) e»= (« - i)y^(T - o)^*f « e «. 

— u)»-'f(tt)ÖQ = (n— eTy^(v — ii)»-«f(a)8u-+-C, C koD»UntD*ch 

«OBU, «»dittnteSdunallirtmrTSft, dM laltgral nch ▼ •!■ MtanlM •nsw 
kl, 10 diM 

y^(»-ayi-if(tt)8« = (B-l)y^rv y^(f-n)^f(«)8«. (ft) 

Dieser Sau gilt auch nodi für n = 2» wo er heiut: 

y]'(»-«)f<o)8m«=:y]'8T y^f(o)8«, 

vte sieb diesa aas dem Obigen sofort ergibt. 

yV(u)8u=yjf(T)8T. 
•odua ^ 

Sottt naa mo la 4«d «IlgwiMtam 8»tM (a) 8, so hat nun: 

(T-o)»f(u)8«=:ay8» y^<T-«)fö08«. 

d. b. also 



y(»-tt)»f(B)8u=2 yyy fWöT'. 



Setzt man dann 0=4, so ergibt sich: 
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P«ill«ll« DUbnnttaJ^deliiiiigMi mit nafar «Ii dnl y«lad«iildiaa. 1 27 

n J 9 



Ii 



-^^fl^^J^ co»l2#M»«» Va(y-u) (h — x)jf(a)89 
welche» die Formel (6) des §. U ist 



Fttnfter Absclmiti 

Difforentialgleiehiiiigen nut inöhr als drei 
YexfliiderlioheiL 

§.21. 

Zurückführang der linearen Form zweiter Ordnung anf die erste. 

L Sey Y eiae Fooktion der drei imabbäiigig Verjüidertichen z, y, z und 
mao setze 

so handelt es sich hier um lutegration von 

8't 8*v 8*v 8'v 8'v 8't 

WO K, S,.., P bekannte FunktioDen von x, y, z, v, p, q, r sind. 

Wie in §. 11 steUen wir uns abermals die Frage, ob eioe Gleichoog 

f=0, CS) 
worin f nur t, x, y, z» p, q, r enthalte, als Integralgleichnog von (1) aage- 
sehen werden Unne. Ans (2) folgt: 

8f 8_f 8f 8»T 8f es 8f _ 
Öx"^ » T^'*' 8p e x»"*" 8 q dK 8y 8r Ba 8 » " • 

LI Lf 8f 8*T 8£8*v 8f 8*T _ 
8y"^e»**"^8p 8x 8y'^öq 8y^'^8r 8y ei~ • 

8f 8f er e»y er 8N e f 8*t_ 

8E"*"eT''*"öp 8jr8i"*"eq8y a«"*"8r ei*"" 
8 f 8 f 8 f 

Sind nun ^» x-. h~ von Null verschieden (d. h. enthält f die 
op 0 q 0 r ^ 

drei Grössen p, q, r),» so ziehe man hieraos |p* fpt setse die 
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128 Mudhuif ^ llMiMa Vora. 

Werthe in (1), so muss letztere Qleichttiig identisch erflilltteyn, namentlich 
u • ;r~^ • Mlbst aoafallen« 0ieu ftthrt tat folgende 

Bedingucgsgleichongen : 

Die letzten drei Gleichungen können nicht ohne weitere Bedingung neben 
einander bestehen. Setzt man 

er 8f 8f 8f 

so beissen sie: 

&ai*~Sm4-T = 0, Rn' — ün-t- W = 0 , Tn' — Vinn-h Wm* = 0, (C) 

von denen die zwei enten schon m und n bestimmen , so dass die dritte von 
selbst erfQllt seyn muss. Diese Qleichuogen liefern: 

S + Vg' — «BT U±VD*— 4BW tt ' V+VV»— *TW 

SB • " = iB • » = ^«T • 

SO dass also 

üf Vu'-4R"W V±VV*— 4TW 

seyn mnss. Betrachtet man die Warzeigrössen als doppelwerthig, so ist 
diese Gleichong auch : 

STCD+ZÜ^^^iBWaBOi + Vö*— 4BT><F-hVV*--4TW), 

woraos 

BV» + TU*-I-S'W — 8VÜ — 4KTW = 0. • (3) 



* Diese Gleicbaog erhalt man leichter in folgender Art. Ks ist identisch aas (cO 
Tss->Bm* + 8iii, Ws= — Bo»4-ÜB, 
■0 das dfs diMe GMeiolittDg SMh lik: 

— Bm*a*+SiDii'— Tinn~ Bb'b'-I- Um'asO* 
oder «enn naamil aa difidbt: 

•»SBaia-H SU— Y + Umssa 

Die Gleichungen 

Bb'— 8b+TssO, BB'~UnH-V=0. — ÄBaiB+Sa— V-l-Um=0 
MMtssn H» frahwB M. Seteft bub ia letetera die Wertbe tob a aad a« so ot^U aleh: 
-(ü-»-VO»-*BW) (8+V8» -4B"^-l-8 (g-hVU»'-4BV)— «BY 

-f-U(S^-VS«— 4BT)=a, 

U8-2BYaVa*-4BWV8'— 4BT, 
Ü*S'— 4B8UYH-4B*Y<sU*S*— 4BWS*— «BÜ*TH-16B*WT. 
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welcher Gleichang nothwendig R, W genügen mQssen. Bann wird f m 
folgendem System bestimmt: 

Rin*— Sni4-T=0. Ra*— Ün+Wc=0t 
8f 8f ef 8f „ 8f „ 8f „ 8f « 8f 
oq op or op oz oy fli dp 

Bf 

•4-(RnBp-f>TBq + WBr)^ ^0» 

0 T 

dessen Behandiang aus §. 11 klar ist. [Die Werthe m und n mOssen jeden* 

fallÄ der Tn' — Vmn 4- Wra' 0 geniigen.] 

II. Kennt man drei Funktionen , , 4 > v^lche den (4) genOgeo, 
io iet 

U~9{U'U) (5) 

ein Integral von (1), wenn y eine willkürliche Funktion ist. 

Will man den nnmittelbaren Beweis der Riclitigkoit fiihren . so geiehieht diess wie in 
%. 1 1, VIII Uder %. 18, Ul. Aiu (5) siebt man au dem Ende, wenn mM nfteh x, y. t diiiifea- 
sirt, drat Gkkbamra, dl« vir «oter der Pom 

= a f/* ^ an ^« • ^ - 6^ ^ ^* H ^* H ^ 

darstellen wollen. Hieraot folgt doroh Elimination ron -J; 

oi| a^ 

(^<A,B,-A»B,)-hC,(A,Bk-^AtB,|+€V(A,B,~A.B«)sra. (d) 
SeMmsa 

8f 8f_^8f 8f 8r_, 8f 

M itt wgea (4): 

KT LW P ^ ^ ^ flf 
^ = l- Bi - E - R ^ " ^« t " ^* 1 8 p • 

B = [KH-|,H-i«^-^DiJ^p. C = CL + «» + i»«,+»f,]^^ 

wraaiUBdie6DiibieiilislqwillMten^. ... ^ dweh I, , . . . |« bMtidiMt. 

Setzt mau diese Werthe in (d) ein, so verwandelt eich diese Oleidmng in 

in «slehtr QMcbaag in Allgemeiaea aar dar leiate Paklor Nall itt. Wegen der (c') iit 
abo dlaTd): 

d. h. die (1), womit unsere Hebaaptang erwiesen ist. 

Wir übergehen die Untersuchung der Ausnahnierälle, da sie nach An- 
leitung des §.11 nicht schwer, uns jedoch keine besondere Wichtigkeit zu 
haben s^cheint. Wir verfolgen überhaupt diese Untersuchung nicht weiter, "'^fi' 
.Hondem wollen an einigen besondem Fällen weitere lotegratioosmetboden t-'- ^ 

kennen lernen. 

Dieoger. OiAreattal- ■. UM|rral-Rechaaat> HI. 0 
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Glaiebgewiehi d«r Winne in dofn nditiriikligeii P«aUelepip«d. 



§.22. 

QMdigewiebl An Wtno% in efawm r«drtwfnklIgeB Pualleirpiped. 

I. Wir wollen uns ein senkrechtes durchaus gleichartiges Farailelepiped, dessen 
(jrundfläche ein Rechteck sey, mit allen seinen Seitenflächen ausser der Grundtiache 
in einem Räume denken, des«en Temperatur wie die der Seitenflächen gleich ü sey, 
wJUkraod di* OrnadllAebe ebenOUb wf nnrcrAnderlicher Temperatur erhaltan imde, 
dfai tidi jcdooh von Punkt sn Punkt diM«r Flioh» todeni kniio. Wir neboiMi na, 
der Beharrungszustand sejr bereits eingetreten, d. h. in jedem Punkte des 
Parallelepipeds bleibe die Tenpemtur immer dieaelbe, und «olleii ditM nunmulir 
an bestimmen suchen. 

Durch den Mittelpunkt des Parallelepipeds legen wir rechtwinklige Axen, 
parallel den Seitcnkauten, und sey die Ebene der x y [)arf\Ilel mit der Grundfläche. 
Sind 2 a, 2 b die Längen der Kanten dieser letstern, 2 c die Länge der senkrechten 
iüuit«, SU muss also wenn r die Temperatur in denjenigen Punkte bexeichnet. 
duMMi Koenttnnten x, x aiwl, Mjn (DUt- u. lulglr. |. 75, VOI): 

wibvend Ar ' 

» = + a, y = + b, E = — c. T = 0 s«jm mnss , i ^ 
für z = c aber t = f (x, y) , j 

wo f (x,y) eine gegebene Funktion bedeutet, welche die Temperatur in den Punkten 
der GrundflAcke ansdrttokt, deren Werthe aber nur innerlialb der Gränaen z = ± a, 
y = + b gegeben au aeyn bnuMlnn. 

Um der (1) zu genagou, setaea wir (§. 15) ? = It; ^, wo | bleaa x, tj bloss j, 
C biMi a entkalke, und finden 

I 8?^f Sy»^ t da» 
«eleber Oleidinng genOgt wird, wenn 

wea. ^ 7 drei Keaalaaten aind, die nuttelat der GleiobungaH- (tauaammen- 
käagen. 2ugleiek wollen wir a, |^ / ao einriehten, dass itfC schon den fünf ersten 
Bedingungen (2) genflgt. Hietmob alae mnaa | Null aeyn Ar x = ±n, 9 Null fBr 
y— ±b, i Null mr a= — e. 

1 8»t 

Aua y = ^ poaitfrea «; 

£«Ce'^«H-C'e-*^«. 
Soll diese Null aeyn Ar x=s + n, ao iat 

Ce»^« + Ce-*^« = 0. Ce— ^«-l-CV^«=0, 



C» = C'», C =s + Cj 

also entweder 

Va _ 1^«=:0 oder e' > « e" ' ^ q. 
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Dann ist 
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Dm «Ttto Utiwfc bloM a = 0, das ander« ut (für ein potttires a) unmOgUoh. Dem- 
BMh wird a mgillr ■flHen. fl rt Ma wir — a^ ao iai 

AladMB iai 

CeMaaH-C'nnaasO, Cc«ta« — C'jMaasO. 

Daraus 

C«Ma«s:0, C jl»a«ssa 

2n + l 

Zum erfteo gehört entweder C = 0 oder a = —g^ fr, aum x weiten C = 0 oder 
ftss ^» wo n «ine gaaae Zahl iat. DeouiMll iat 

|sC#e*-~ "^-^ «1 eder C***»^^ . 
2a a 

• =s(L €«i— r — «y oder C, *m — 
D b 

Da ftr s= — e anoh ^=0, ao iat 

C,e"y*H-C,'e^* = 0. C,'= — C,e**y*, 
so dass endlich eine der folgenden vier Formen hat: 



wo man für C C, Cj gesetzt hat Ce"^ Alle diese vier Formen, in denen m und n 
beliebige g^an/e Zahlen sind, genügen der (I). Wogen der linearen Form dieser 
Gleichung genügt die 5umme all dieser Formen ebenänils der (1). k ür z = c muss 
dann dieao Sunmo t (x,y) »eyn, wornsoh die C »la Fonlttioiion Ton n ond n 
Biittalal dar FoorioraolMD Sitae emrittolt werden kttnnen. 

n. Wir wollen lana in dioao Allgemeinhoit niolit einlniaon, aondom nla boaondom 
Fall annehmen oa aoy f j) ao boaoli»ffoB, daaa aotn Worth vnYorftndort 

9» 
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132 Gleidigevicht der WJürme in einem reehtwinliligcn Parallelepiped. 

bleibt, wenn man (eioieln) — x, — y an die Stell« rou x, j seist. D«s- 
sslbe wird dMn sieher Meh lllr r im AllfensinMi st s tt U d e a, se dsM Ten de« ol' 
Snnoien nur die eiste su bebaltsii ist. uHliiQ 

T = 22 C eot^r^ « X CO* « y Le y - e- <-^'> 71 

Se 2D 

SQ setsen ist. Desaiiseh MMh (Ar s s c) 
worras Biittelst der FowiMrseheo Sltse* 
se d«ss endlieh 

ist, wo 



1 //2n-|-_l \ ' ^ /2m-|-r\ » 



Ikt f (z. y) koDbtant, gleich so gilt die Formel (3> immerbio, ds tob den 
Tier Snmnen die drei letetera Nim HefuB Ar xasO, y =0, was OBsdasiit <it. 
iiteber 



r^'^ 2n-+-l 2m-+-l 



iGabr . 2n 

■,$tn 



1 . 2m-l-l 
-«eil» — = — n. 



{Zn-k-i) (2m-hl)jl* 2 2 



• Wir haben diesen Sata in der Ditf.- u. Intglr. nicht gerade in dieser Form erwiesen; 
deA ilMt er »leb Mebt feigem. Naeb der letstsn FefOMl tai f. 148, III fat 

f(«.y)=^ 2 i; / jM / f^'#^•')•w^^^^«(*i-«)«iv--ä^p(»-y)••'• 
MnB aber bleibt f (x^y) oaacetedsit, vsna msa ^x, — y sa dit Stelle reo s, y Q« eleMln) 
letsts dsmnaeb ist seeb 

1 «D k 2 n 4- 1 , X 2m -f-1 , . 

f (x, y) = ~ £ S / e^/* / *)eo« — 2^ ff 04 + x) e<« (» - y) 

1 se «e • /»+ b 2n-4-l 2m-f-l 

Die ▲ddkion dieser vier Gleichungen liefert sofort: 

V 1 ^ S 2n-l-l 2m-+-l ^ 

f(i.y) = — z »co,.-^Ä,e«t-— —iryX 

ab 0 n 2a <6D 
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IQf«^«»»« 2 m- 1 2in+l . 2n + l . 2ni4-l 



,7 (€+•)_ e-y<'-^" 1 



etcy_e-««y (2nH- 1) (2m-+- 1) * 

WiT verweisen den Leser Jiior auf Lam ^1 : Le^ons sur les fonctioni inTenes des trans- 
ceodaniet et les surfaces isothermes (Paru 1857) , wo von S. 211 an dergleichen Probleme 
bdbandell liiid. b BMlahuif Mf dto Tbeorlft 4«r AosMiiing d«r WeltkOrper» in der dto 
Q|«Mnnig (1) ebenfalb ufiritt, v«nr«iseBvir eben so auf diarti«MUlc«ad«i Wtik«, ouiM*- 
Ueb LapUo«: IMMnlfw ettesl«, lim III» ehiy. II o. i. w. 

§. 23. 

Integration der tileichung 

io der eioe positive Koostaote ist, aod wobei Yoiaosgesetst ist dass fllr 
t = 0: 

t=f(i,y.f).|^ = F<i.y.t). (9 

I. Der Gleichung (1) genügt als einzelner Werth 

(C CO* © t -I- C tin ^t)eosa(x - l)€o$ft(y—ii) eosy(t — t) , (3) 

WO a, ßy y, ^, t], ^ Konstanten sind und 0' — a' («' 4- /i' 4- y'), was man 
wie in §.22 findet. Betrachtet man C und C als Funktionen von «, ßy y, ^, 
ij, ^, so wird also der (1) die Summe all der Werthe (3) gentigen, wenn man 
für a, /?, y, ^, jy, ^ alle möglicheu Werthe setzL Sind weiter keine Be- 
diDguogen aU (2) gegeben , so muss 

f(x,y, ^Vcosaix — i) cos {y — t})cosyiz — l) . 

seyn» woraus G und C* sich (nach Biflf.- u. Intglrchg §. 160) finden and 
allgemein 



cosy{i--i)0aQß%ycibii'6t. <4) 

Offenbar kaun man diese auch schreiben: 
' J ' fyi^' «0«« (x-ö «o*/? (y- ?) co# y 8 a 8 8 7 8 1 8 T 8 1 



■ ^ — oe 

coa y (z — 0 Ö « 8 ,9 8 7 8 i 8 f 8 1. (4'> 

SO dass es sich am Ermittlung eiucs Integrals 



Digitized by Goo^e 



■ — « 

liandelt B^tmcliteii wir nftn suaiebst das Integral 



3^, fff ^i^S««(x-|)«M^<y-f)*«y(i-Oe« 8if 8y. 

«e 

das mao aueb solnrribeii- kam 

— — oe 

— — — ae 

indem die weiter ingetretenen Glieder Null sind, so setse man in demselben 
also 9 s ar, so wihl (6) sn 



n 



8 



(vcrgl. Diff.- u. Intgirchg §.83» II). Naefa einem ?on Poisson gefondeoen 
Salle ist aber 

- f 

WO 

welchen Satz wir Diff.- o. Intgircbg §. 173, III, (I) erwiesen haben. Dem- 
nach ist die obige Grösse 

""T 

Daraas folgt dass das Integral (6) Bich auf 
»•«V. JJJ ^ 

mrflcksiebt Setct man hier J = n-a, = j + ^— 2 + so ist 
dasselbe 
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Setzt man endlich noch 
■0 wird datMibe 

r «I« r) 8 r 



1 



2 /»SIT 

F(»4- rcM/i CO«», y + r «in/t coxv . » -+- f «n») Ö/i. 



Al>er 60 ist 



8 

[Diff.- u. Intgirchg §. 149, Formeln (q)J, so dasß endlich (5) gleich ist; 
I i" /IT 

ond mithin 

psz^J^'^t^ J* FLz+ftt«o«#i«MV» 7-»'fti««i»M«M*'» B-hatJtÄrJ««*»©» 



s 



~ 1 



Wir werden von dieser Formel später Anwendung maeheD (§.27). 

Eiae andere Ableitung dieser von Poisiton gefiiodeneu Formel hat Ltonvillt tal 
«Joaraal da K»tfi4nMiqaes pures et appliqu6eB* (1856) gegobw , muf dl« wir hi«r gtltgtnt- 
lleh hinwtiira wollen. 



IL IMeGlekhung 



nimmt för y = -^y', z = ^^"^"^ 
Eben so wird die Gleielrang 

8P~^8T«'*"*8r«^^8r»^'^8r8;^^8^Ti^'8y8i 
auf die Foim (10) gebracht, wenn 



Digitized by C^oogle 



186 BtvigMf VinM in 6lMB «bI 

X = a, x' 4- b, y' -J- Ci z', X = a, x' -f- b, y' H- c, t', e = a, x' b, y' -J- 9, »' 

MUt, uod ^ 60 Stimmt, dAU die KoeffisioDteo von , 

8V 8'9> 8'» 
8x' 8y" 8x' 8x" 8y' 8e' 

Null werden. Da man dadarch nur drei Gleichungen erhält, so kann 
sechs dar RoeiBzienCen wülk&riich w&hlen, oder noch andere Bedingungeo 
einföhven. 

§.24. 

B«w«f(aog der Wkfin« fn «Aaeoi «nbegilotlflii honoganm Kdipcr. 

Ist V die Temperatur zur Zeit t in demjenigen Punkte, desMn Koordi« 
n«ten z, y, z sind, so hat mau (Diff.- u. Intgirchg §. 75, Ylll) 

wo a* eine positive Konstante ist Ist der Körper onbegrinzt gedacht, so 
hat V aosaer dieser Bedingnog nor noch der an genf^en» dass fftr t = 0 

▼ = f(x,y.f) (2) 
ist, wo also f die Anfaogsteniperatur ausdrückt. 
Gans wie in §, 23 ergibt sich 



«M7<s-Ofaf.t>ai8f8t8a8^8y. (8) 
Betrachtet man noch hier das Integral 



JJJ e- + +)")»'» CM«(l — öco#|J(y — ^jeo^yCi— Ö8a0i*8y, 



das man abermals schreiben kann 



- -■ — m 

SO Wird dasselbe ftkr 

20 

t 

/* /'* ^ " 

t' 

d. b. wegen des Satses (7) in §. 23 au 
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t 

Aber 



60 d.iSä eodlicb 

Durch tbeilweis« Integratioii: 

(Diif.. 0. Intglrcbg §. 86, IV), so (Um 
iSetzt man 

ao lind dio GrftOMn voo «, ^, y andi — oo und + QO, and man erhält: 

■ aa 



ah AoflOaniig voo (1) und (2). 

Man vergleiehe hiemit §. 14, U. 



Sechster Abseimitt 
Aufltoung einiger Probleme der Hydrodynamik. 

§. 26. 

L Wir wollen die Bewegungen untersuchen, welche die einzelnen Theile 
derllaaaa einer (elasti&chen oder troptbarenj Flüssigkeit aonebmen können, 
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WMin auf dieselben bebuiote KiifU eipwirkea und dabei voranagtwtit wird, 

dass die Theile eine zosaramenbängende Masse während der gaocen Bewe- 
giiDg bilden, «ch also nicht von einander nnd auch nicht voo den festen 
Winden tieanen, gegen die sich diese Theilchr^n etwa stützen. 

Seyen nan x, y, z die (rechtwinkligen) Koordinaten des festen Paoktee 
M des von der Flüssigkeit erfüllten Raumes , so wird durch denselben znr 
Zeit t ein Flüssigkeitstheilchen R gehon, dessen nach den drei Axen zerlegte 
Geschwindigkeiten u, v, w seyn mögen. Diese Grössen sind Funktionen von 
X, y, z, t, da u, V, w für denselben Punkt mit der Zeit, tiod für dieselbe 
Zeit mit der Lage des Punktes M sich ändern werden. 

Betrachten wir aber den Flüssigkeitspunkt R, der zur Zeit t in M 
(x, y, z) ist, in seinen frühern Lagen, so wird er im Anfange der Zeit (t— 0) 
in einem (Raum-) Punkte A gewesen seyn, dessen Koordinaten a, b, c seyn 
sollen; von da aus ist er dnrch eine Reihe Zwischenpuiikte gegangen, die 
auf einer in A beginnenden und in M endigenden Kurve liegen. In so ferne 
werden die Koordinaten x, y, z abhängen von a, b, c, t, da der Endpunkt 
der Karre ata andeier sejn wird, wenn t sidi Ändert, oder wenn A aina 
andere Lage hat, d. h. für einen andern FIflssigkeitspunkt. 

Kennt man u, v, w alaFonkttonen von z, y, z, t, so ist man dadurch im 
Stande, Ar Jede Zeit die Ges^windigkelt eines doroh einen bestimmten 
Ranmpnnkt (x, y, z) gehenden Flfissigkeitspnnkts aasngeben; kennt man 
n, v,.w ala Fonktiooen von a, b, e, t, so kann man dadorch die Geschwmdig- 
keit ermittaln, welche ein von dem Punkte (a, b, e) im Anfange der Zeit 
ansgehender FIQssigkeitsponkt am Ende der Zeit t besitzt Ist jedoch der 
erste Fall erledigt, so Usst sich der zweite leicht aben&lls erledigen» Kennt 
man nämlich u, v, w als Funktionen von x, y, s, t, SO beachte man, dasi 
X, y, z als Koordinaten des Endpunkts der besehriebenen Kurve von a, b, c, t 
abhängen, wobei a, b, c natürlich uiabhängig von der Zeit sind. Daraus 

folgt, dass . f . . (wobei also x, y, z als Funktionen von a, b, c, t 

betrachtet werden) gleich den Werthen voo u, v, w sind, so dass 

6x 8f 8s ... 

8t="'- ei*^''* ai*^- 
Setzt man hier Arn, v, w ihre (als bekannt vorausgesetzten) Warthe 
in z, y, z, t ein, so erhält man drei gleichzeitige Differratialgleichnngen 
enter Ordnung zwischen z, y, z, t, deren Integration drei willkArliehe Kon- 
stanten einfuhrt. Diese letztem sind durch die Bedingung zu bestimmen, 
dass Ar t = 0 sey z s= a, y = b, z = c. Dadurch findet sich z, y, z in a, 
b, c, t, also auch o, v, w durch a, b, c, t. 

AviiMstting dsr OiwJg M b hmg iis» 

n. In dem Raamponkt M, der von dem FlflasigkeitatheHehen R znr 
Zeit t erreiohi wird, wobei dann die (1) gelten, woUen vir ein oneodlieh 
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Uflloos raelitwinkUgos Paralklepiped errichtet denken, dessen -mfi den Azsn 
parallele Kanten Jz, Jy, Jz seyen (vergl. Dift- v. Intglrehg §.75, VIII). 
Denken wir nns femer dnrek M eine (beliebige) Ebene gelegt» so weiden die 
FlOssigkeitstheilchen aof beiden Seiten dieser Ebene (senkrecht anf dieselbe) 
gegen einander drücken; aof die FlScheneinheit beäogen, seyp dieser Dmck.* 
Weiter sey q das Gewicht der Kubikeinheit von Flüssigkeit, die genau in 
demselben Zustande ist, wie das FIQssigkeitstheilchen R zur Zeit t (in M); 
X, Y, Z seyen die Seitenkräfte der in M wirkenden nnd auf die Gewichts- 
einheit belogenen Kräfte. 

Hiecöaeh ist das Gewicht des mit Piassigkeit erfUlten (onendlich 
kleinen) Paralleiepipeds gleich ^ Jx Jj Jx; die anf dasselbe wirkenden 
Kräfte: 

wosn noch die dnrch den Drock entstehenden Kräfte kommen. 

Auf die zur Axe der x senkrechte SeitenHäche des Paralleiepipeds, die 
durcii M geht, wirkt (senkrecht) der Druck p z/y Jz, auf die entgegengesetzte 

Seitenfläche aber (p + ^-^^ix) Jy ^s, da nnr x sich um Jx ändert. Da 

letztere Kraft gegen die Richtung der positiren z geht, ersteiB'aber nach 

dieser wirkt, so ist — ^dxJyJzäh durch den Druck entstehende Sei- 

tenkraft, welche g IxJyJzX zuzufügen ist. Aehnlichcs gilt von den 
andern Seitenflächen (wobei p als Funktion von x, y, z, t anzusehen ist). Da 

endlich die bewegende Kraft nach der Btchtnng der z ist g 
hat man wenn man JxJjJx sofort weglässt: 

7d?-^*~8l' 7d^"* äy* Id^-^^-n- ^ 

Aber wir betrachten n als Funktion von x, y, z, t, so dass 

da f'u 8u8x Puciy ?a?z 

dt~8t"^öxÖt'^8ybl"^8»et' 

wobei gemeint ist, es sey n eigentlieb Funktion von a, b, c, t; aber a, b, o 

seyen, wie oben angegeben, mit x, y, z, t durch drei Gleichungen verbunden, ' 
mittelst welcher a, b, c dnrch die letstem vier Grössen gefunden werden, 
ond also dann anoh n als Funktion von z, y, i, t orseheinL Die Grössen 

8t ' et ' 8l geoan dieselben, wie in (1), so dass 



D. b. wenn anf die Flächeneinheit hin der Druck übeiall gioaa düBtlbe wlie wie in 
M, so wäre p der Gesammtdmek auf diese FlAcheoeiDbeit. 

Wiidaaag«sihMBabFiinktknvoBa,k,o,ft,wistMMrllch —etvaigsasAaderM, 
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do 80 80 8n 8b 



D«M man Aehnliches ftr ^ • ^ erh&lt, Ut klar. Dadurch wwdaa die (2) : 

X8p _ 8« 8« 8a du 
Q 8x~* 8t 8« 8jr 8»* 



j _ _ 8» 8t 8? 8t 
e c y ~«'~8t""*ffi"*^8y^*8 » • 

9 8i •* 8t "8« 8y ^8i* 

Diese Gleichungen reichen aber nicht aus, um p, u, v, w als Funktionen von 
X, y, z, t zu bestimmen, da dazu noch eine vierte Gleichung uothwendig ist. 

III. Um diese zu finden, wollen wir das mehr erwähnte Parallelepiped 
uns fest denken und während der unendlich kleinen Zeit Jt Flüssigkeit durch- 
fliessen lassen, wobei wir p, u, v, w während dieser Zeit als unveränderlich 
ansehen. Durch die auf der Axe der x senkrecht stehende und durch M 
gehende SeiteoÜäche des Parallelepipeds hu b^t in der Zeit J t das Gewicht 

aUo durch die eutgegeostehende 

0 z 

80 dass w^oa dieser xwei SettenflAchen daa Gewicht der FllUaigkeit im 
Innern am 

0 z 

vermehrt ist Aehnliches findet für die andern Seitenflächen statt, und es 
wird also in der Zeit Jt das Gewicht der Flüssigkeit im Innern sich 
mehren um 

L 8» cy 8» J 

Da dasselbe sich aber um ^JxJy^zJt mehrt, so mass hiernach 

et 

8t^ 8z ^ 8y ^ 8« ^' 
seyn, welches die gesuchte vierte Gleichung ist 

Diese Gieichaog ist oon in folgender Weise m gebrauchen: 

1) wenn die Flflssigkml dniehans gleichartig (homogen) nnd nnzn- 
sammendrfickbar ist 



8 Q 

als — weoD u ala Funktion von z , y, z . t betrachtet wird. Er^res heuil fftc i%m Ittstem 

0 1 

d o 

Fall — . (Vti|L hier die Beii wrimg im Tonrwt.) 
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Aiadana »t ^ noTerioderlicb, folglich einfach 



8a 8 t 8w - 

Nonmehr lind (3) und (6) die vier gesocbteo OleichnDgen. 

2} wenn die Flüssigkeit nicht gleichartig, aber ODzasammendrück- 
bar ist. 

Jetzt i«t ^ nicht mehr konstant, doch bleibt q zu aller Zeit f&r den- 
adben FIflasigkeitipiulkt daaaelbe, so dass ^ = 0, d. h. 

8p 8p 8p 8p « . ^ 

Dadorch wird die (4) xa (5), ao dasa jetzt (3), (5), (6) gelten am p, o» 
V, w an bestimmen. 

3) wenn die Flflasi^ceit homogen, elastisch ond flbetal] von der- 
selben Temperator iaL 

. Jetzt ist ^ proportional p, so da^s 

p = k p , k eise Konstante. (7) 

Die (3), (4), (7) sind jetzt die nöthigeo Gleichongen. 



rV. Die seitherigen Betrachtuugea bezogen sich nur auf das Innere der 
beugten FIQssigkeit. Ist dieselbe aber begrftntt so woDen wir annehmen, 
dass die Flllssigkeitatheilcben, die sieb anf der freien Ober- 
fläche oder an den Winden befinden, immer dort bleiben, sieh 
also nur längs derselben hinbewegen. Ist F(x,7,s»t)s0 die Gleichung 
einer solchen Wand, die t enthalten kann wenn sie selbst beweglich ist, so 
müssen dieselben Tbeilchen, die einmal anf dieser Fläche lagen, immer 
darauf bleiben; genügen also die x, y, z, welche in den frQhem Gleichnngen 
gefunden worden, dnmal dieser Gleidiong, so müssen sie ihr immer genQgen, 
d. h. wenn man z, y, s ala Funktionen tob t (nebst a, b, c) betrachtet, so maaa 
dF 

j^=^0 seyn, ♦ oder wegen (1) : 



* 9tj*u s» y. t dW KowdinstM «Iiim Pinikltf d«r Wand« In d«B nir Zdt t das 

FIQuigkeitstheilchpD sich befindet» dMMD Anfangskoordinaten a, b, c waren. Setzt man die 
fiüber gefundenen Werthe ron z, y, t aoBgedrückt darch t, a, b , c in F ein, so mau dieae 
GrSue eine blosse FankUon Tona.b.c, ohne t , werden. Dann allerdings genügen die 
Kooidinsleti dflt FHlMlgkeltolh«lleh«it, da* aafliai^ a, e sa soUben hatu, sn Jadar Zalfe 
der FUehengleichong . indem diese Ja immer oOTaffliidait Mdbi. Ofaaa dsa Wagtenao foa t 
ist dia fraglieha Badiaguqg siebt amgadiflekt. 
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8P^ 8P^ aP^ 8F ^ 

«eleher Gleichnng also die ThflUelieii oitarworfiui aind, welehe mit der Wand 
in BerOliniog steheo. 

Auf die freie OberÜäcbe wirkt iu der Kegel eiu bekannter i>ruck, 
80 dass 

p — P=sO 

alt Gkieiung dieier Oberfliche aogeeeheo werden kaoa, wo p die ans (3) 
bekaaote Fanktion Ton z, y, c, t itt. Statt der (8) liat nao also jetit 



' Aaitn Form dar Gnaidgleidraiigtii. 

V. Will man x, y, z, p geradezu aU Fonktioneu von a, b, e, t haben, so 
gelten die (1), eo dteea in (2) 

dt^8t*' dt~Bf* <lt"^8t«' 

in so ferne eben jetzt x, y, z Funktionen von a, b, c, t sind. Ferner ist 

8»~8x 8s"'"87 8**^8s 8a* 

u. 8. w., wodurch man erhält: 

f ii=(.-.^)i-:-r(.-i;j)ii-(«-^)^- K> 

jr.-K*^ 8^"^l«^"8F>8^- 
Wae die Gleiclinng (4) anbelangt, so ist sie anch 

wo, wenn g als Funktion von a, b, c, t angesehen wird, ~ und ~ dasselbe 
sind (da a, b, c kein t enthalten). Ferner 

8o_6aÖx ÜuÖy 8utir 
Va.~fz 8^a"*"ey ää'^ö'» ö'a* "* ** 

aus welchen neun Gieichongen folgt 

8a__ 8u ^ 8u 8u 
bx'~~^ 8a~*~^ 8b~^ 8c* 

ev__a'tiv j9'8T y'8T 
8y /ii a ft 9h fi b c* 

8w o^öw y " 8w 

8i"|i 8a"*~ /i öb"*" M 80* 
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"~8edb 8eab* ^ 8a8e 808a*' 8b8ft 8a8b' 

. öx8y_8»8F 5» iX _ |» Ii ?2 _ !i 

"'""abe« a^ab'^-aoaa 8»8c* **8a8b 8bBa* 

Daraus folgt, da " =^ ^ = ^» 



/8u 8t 8w>i 8»x 8» 



8»x e»x . , 8»y , 8»y 



8t '8c 8t 8a öt bb öt 



. 8»y „ 8-1 8*« , e*E 

-4-y +a' H ' 1- v" — 

.weloln OrOase, wm aum leidit findet, gleich ^ ^ ist 

Demnach ist die Gieicbuog (4j jetzt (Alles aU Funktion von a, b, c, t 

augesehenj: 



Die (6) ist also bkwe 



— -sO, d. h. eiue FuuküuD tou a, b, 0, obpe t. 
9% 

Dm aenil jts kein t enthält, an kat sie für jedes t deneelbea Werth, 
wie Är t=0, wo z = s, y^b, i = c, aleo «=1, ^ = y = 0, ^=1, 

mithiu /t = 1 ist. Daraus folgt dass die (5) jetzt heisst: 

8x /8y ez 8y t? 8 x y^e y 8 r 8 y ? 8xXby8z_fcytjz\_ 

8 a Vc b e c e by b V8 c ci a b a c cy 8 c Vö a ö b 8 b 8 »y "~ ^* ' 

Was (7) anbelangt 80 ist die (4"j: 

sO, d. b. fip=PiinktloB von a, b, e ohne t. 

0 1 

Für t = 0 ist = 1 , und wenn dann q = P, su ist also jetzt 
8x /^8 y 8z _ 8 y bi\ 8x /8^y 8 x_ 8y 8jN 8 x y 8 z 8 y 6 F 
8av8bec bc8by'^ebV8c8a 8a8cy"^ccV8a8b~fcb8ay^y'^" 

Für den Fall, den wir oben als den ersten bezeichnet, gelten jetst 
(3') und (6'); tiir den obigen dritten aber (3'), (7'), (7). 

VI. Man kann flbrigens noch bemerken dasa man anch findet: 

8a 8, ~*»8a^^8b^*»8ü' 8z äl""^ 8i^^ 8b^** 8^ * 

eu8T.,,8r^8z 8s 
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Fall eioer Krlftefnnktion. 



wo 



8y 8f^ 
8b 8c 

8y 8t 
8c 8a 
8y eT 
ea Tb 



_ 8 y _ /'bj. 8 w 8 K 8w>v 
8c öb V8c fib aJi 8cy' 



ey 8t 
8 c öb 
8y 8t 
'8a 8e 

8y 8jr 
8b 8c 



8^z 8_ 
8c £b 

/^8 I 8w 
V8a 8 c 
fij 8w 



e X 8w 

hh 

8x 8 
8c "ea. 

8 t BwN 



8b 8a 8a %hj' 



_8x 8 w _ 8 « Bw_ 
8 c ö b 
8z 8w 



8b ec 
8 z 8 w 



8c 8a 



Mk,' 



/8x 8a 
8a 8c Vea 8c 

_ e « 8w _Bj 8w _/'8x 8n _ 
~8a8b 8b8a V8b8a 



8z 8a 8x bu 



_ /^8y eT 
V8c Öb 

_ 8jB _ 8 X 8u _ fbj Qr. _ 
~ 8 c 8a 8a 8c V8a 8c 



e b 8c 

8jB 

8e 8 a 
8x 8_u 
8a 8b 



8c ^b 

8 X 8u 
8 a 8 c 

8x 8^ 
8b ea 



_8x 8a r 
8b ea V 



__/^8x 8a^_8x e^uN 
V8c 8b eb Wc7* 

). 

8x 8^X 
8a 8by' 

By 8^T >v 
öb 8c7' 

) 



8x 8ti 
8 c 8 b 

ex e^ 

ea 8c 

ex 8u 

8b 8a 



ex ea 

8c ¥a 

8x 8a 

8 

ey eT 
eb 

e y 8 T 

8ö e 



8y 8^ ey 

eb eT 8 a Tb 



§. 26. 
Fall einer Kriftefaaktion. 

L Gesetzt es gebe eine FoDklion Y von x, y, z, die vielleicht aoch t 
enthält, 80 dass 



so heissen die (3): 

(f 8x 

P 8y 



X ?J? = 
H 8z 

während die (3*) lauten : 

(f da, ^ 8a 



x = 


ÖV 
"8x' 


Y = 


^ z 


ÖV 
~ 8z • 


8 V 


eu 


8u 


eu 


8u 


«67- 


8t 


° fix 


"^87 


— w . 

8z 


tv 


8t 


8t 

"e-x 


8t 


8t 


«8y- 


8 t 


T- 

8y 


-'8"7' 




8 w 


8w 

"ex 


8w 


8w 


«8z- 


"eT 


-'8, 


— w - , 
8z 



8o 


8t 8y 


8w 


8z 


8t 8a 


8t 8a 


8t 


8 a- 


8u ex 


8 T 8 y 


ew 


ez 


i) t 8 b 


8t ^b~ 


et 


fib* 


8u 8x 


8t 8y 


ew 


e z 



m 



(►öb *Öb "'"i fi»ai. a^' I V / 

g Bp bV 
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Aas den (13) lägst sich ein wichtiges Resultat ziehen. Differenzirt 
man die erste nach b, die zweite nach a und subtrahirt, so erbUt man * 

ebeo ao 

^ /^dn 8j _ 8u 8x^ ^ r&r 8y _ 8^ 8^\ ^ 8w 8«_8w8s\_ 
ÖtVe'cea 8a 8 c^'^et Vbc 8a 8a 8 cy~^8t V8 c 8a b^ej"^^' 

'c /^8Qei_8u8x>v e /'dvby drdr\ ^/'ew8«_8w8xN_ 
bt \Jbc 8 b ~ 6 b 8 cj ^ Ö t V8c eb^8bbcy~^8t Vöo 8b ~ 8b foj 

Danuift folgt sofort dass die drei Sommen 

8n8x_8a8x 8^8y_8^8y 8w 8 g 8w 8«_y. 

'*"8b8» 8a8b öbßa 8a8b'*"8bea 8a 8b""^' 

^ 8u 8x 8o 8«_8t 8y 8T8y 8w8a 8y8z_ 

8u8x 8u6x 6v6y öYÖy c v c z owijz 
'*'8c8b~eb8c'^8c8b~8bec'*~oc tib~bb 8^ • 

unabhängig von t sind. Da mau überdiesb leicht findet, dass (§.25, VI} 

8s bj~ n 8a"^ ^ eb"*"^ 8c* \ 

bx 8z ~ m 8a fi 8b 8c' ^ * ' 

8a _ 8t _Kj 8i K, fei ^ 
8y üx~^äa ;48b n de' 

Da Kl, Kj, K, koDstaiit in Bezug auf t sind, so folgt aus (10'), dasB 
wenn zu irgend einer bestimmten Zeit die ersten Seiten dieser drei Glei- 
chungen ^ull sind, dann nothwendig =K, =^.4 =0 seyn muss. Da 



io ist jetst 



» Eiiil 

8 rdu8x\ 8 /^8u8xA 8'a 8x Ö'a 8x 



/^eu8x-\_ 8 /^8u8x>k_ 
\bt b 8 a V8t 8 by ~ ) 



ebVbtbay 8aV8t8by 8b8t8a 8a8tÖb 

8a 8*z 



Ater 



8 i^8u8x 8a8x\_ 8*o 8x 8*0 8x 8q 8'x 
8tV8b8a 8a 8b^'^8b 8t »a 8a 8t 8b'^8b 8a 8 



8a8t 8a8b8t' 

8x__ 8*x _8a 8»x _8n 8n 8*x 8a 8^«__q 

8t 8a 8t~8a* 8bSt~8b°° 8baa8t ea8'b8t~" ' 



Ui*a^»t, DifftrMtial» ■. UMfrki-RMliiiaBg. lU. |0 
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aber K^» K,, K, fiir alle t dieselben Werthe haben, so sind jeUt diese drei 
Grössen immer ^'ull, d. h. man hat alsdann immer * 

8t 8w _ 8w 8o ^ 8a 8t ^ 

8i 9j dz OB 8j dx ^ ' 

INe GUiehongeii (14) drttckra abtr nach §. 2 aas, dasi es eise Fiktion 
9 von z» y» s gebe (die atieb I enihalteo wird)» so dose 

b9 8») 85p . 

Hau aeliUeMt ana dem Obigen also den folgenden SaU: Sind im An* 
fange der Zeit (ttberbanpt in irgend einem bestimmten Zeitmomente) n, 
w die partiollen Differentlalquotienten einer bestimmten Funk- 
tion q> von X, y, z (and etwa noch t), eo ist diese immer der Fall, 
natfiriich anter der Grnndvoranssetsnng des Bestehens 
einer Kr&ftefanktion. 

Fbm dtr OnadgliMniiflBii milar disMn TamncCsvigm. 

II. Bestehen die GleichuDgeii (1 1) und (15), so sind die ( 

— 8*» 1 V 8*v 8» 8*y 8y 8*y 
y 8x *^8x"^8x 8t~*"8 X 8^r»'*"8y 8y 8x"^8« 8z Öx~ ] 
j^8p_ 8V b*9 8^ _8V 8<p 8»«p 8y 8*y _ ( 
V 8^ '87 """87 8t~*'8x 8"x öy'^Ö y 8y'^e z 8y 8 ?. ~ 'j 

8V^ e_^<p ^ 8y 8'» ^ _^Ö^e'v;_^ ) 

(8z ^6* öxbt 8x0x81 oyöye« bxe»*"" 

hsndelt es sieh also am eine gleichartige, onzasammendrflckbare Flfissigkeit, 
so sind die ersten Seiten der Gleichnngen (16) die partiellen Differential* 
qootienten nach X| y, s von 

so dass also diese Grösse kein x, y, z enthalten darf. Dieselbe ist mithin 
eine blosse Funktion von t, etwa =.'^ifj(i), so dass 

Ifan kann aber gaai wohl (t) = 0 setcen. Denn sehrobt man hier 



* NaMtUub wenn dis (14) Ar taO «rflim ifaid, lo sflMm nunfllslber ds« K,. K,. 

K, für t — 0 Null sind, also ininifr Noll bleiben rnii!;sen. Natürlich gOtdlÜI 
deo Raamponkteo» in denen die FlOMii^eittpunkte ueb befinden. 
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*(t)8t 

•teti 10 blfibio n, w aiu (15) dieMlbeo wie vorbh, wihrtiid |~ ni 

~ -f- i^(t) wird, die eben geoaDnte Gleichung sich also in 

V— :-:-«[a-^)Hr;)"-(i!)>» . 

virwandelt. Bio (5) wirdJeCit: 

8** d*9 8'* 

welche Gleichuug g> als Funktion von x, y, z (nebst t) liefern muss. Bei der 
Form der Gleichung (18) ist klar, dass man zu dem gefundenen (p immer 
noch eine beliebige FonktioD yod t beifftgeo kaon, wm auf das oben Gesagte 
binanskommt Dann geben die (15) u, v, w, wibieod die (17) p Uefett 

Ist aber ( = kp, 

bandelt es sich also nm eine bomogene, elastlsebe FIflssigkeit, so fblgt aoa 
den (16) gaoi wie so eben: 

' t'<»>-.-i-:-»[(^D'-Gi)'-a-i)><'- <"•> 

wihrend die (4) ist 

8f(p) 8» bl(p) 8» 8/^ blif) b'v 8'y 

8t ex ex 8y 8y 8z bz Öx» öy' öi» * 

d. b. wenn man ^(p) aas (19) sieht: 

k V8K»"^8y»"*"ea?y"^*V8l"*"di 8ji"^8y«y"^8»8iy 81» 
V8s8z8t'*'8y8y8t'^8i8s 8^^ V8s 8y 8x dy'^'St 8 t 8s8s 

8»8# 8S» \ /-e^^i'e^^i^ei^V«'» ron\ 

'*'8y8s8y8j V8i7 8x« V8y^ 8y«'"V8i/ 8««~"* 

ans welcher Gleichung (f als Funktion von y, s, t su eimittefai ist. (19) 
und (16) geben dann p, u, w. ^ 



• HStt« man in (19) ^ (t) anf dar tw»it«D Seite etatt 0 geeahriebea, m wOide in (20) 
Boch «SS Glied mtntm. Diese klne wieder dsranf Unsas, in C») d« # aoeb efaM 

vt 



ftekllea vea t sorafttgea. liaakiaBalMiegeoi IiS9aw(20)aleltektfoa teaz.y, 

bestimmt, lo iit dieser QrBcse noch eine (willkürliche) Fuaktren tod t n 
la (18) Tenreadet werden kaon. Auf a, t, w hat dieie keinen Einflois. 

10* 
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Fia«, <U di« (16) lUafiafUii. 

III. HAogen im Anfang« der Zeit die Werthe u, t, w nicht ron z, y, z (a, b, c) ab , sind 
aJsü fQr alle FiaRsigkeiupankt« dtottlbMi, ao «ind ueh im Aot^ßgib di« ntümmtialgmuiaatM 

p, Ii aianidlflbNvll,aftUadtoMs«BKt,Kf,l^ 

0 a ob 0 c 

Nun. w dtM dto (l5>aUttflad<B. DtoM iit B. dw FaD, «aan dl« FMaiigMl ms imm 
Zonänd« dar Bah« in dm dar B«««faBf Abtigalrt» 

8u 8a 

8lBd di« CMtoMB o. ▼» V iannr m U«io diM aun a ^ ' * * * * 
kann« lo geben di« (8): 

»t""'8« ♦ 8i* et°**ay f 8t' 8»"*»i 98s' 
IH »n In d«tt Md«B ««HtobvlndM«!«« Ptflen di« «w«il«ii 8«ll«a ni«« pvlM 



K R 

qnotienteu uach x, v. z [toh gV — — p oder gV — t-'(p)I lind, so sind es auch die ersten 

P * 

Seiten, so dass man setzen kann 

6^_8^ 8T_8»r» öw_8i»| 

87~e7' 8t~8y * 8t ~öi * 

ao dass di« (16) richtig sind. 



Fall ««iir klaiaar B«««gimg«B «lai« Elawiilanc laaMNr Krifk«. 
nr. In diesem Fdle hat man, wie eo elMO geieigt (da V=s 0) 

8x 8xÖt' 9 8y 8y8t' «8x üzät* 

Fer ^koMUal 

ergibt sich hieraus und (18) 

8jy 
8: 



i'v . . c'*._. gp__ 8^ .^Ö*» /MV 

i?-*"8?"*"87»-*** 7 ä»' öi' '--ö7' ''-8i- ^ 



FOr^^kp 
aber folgt ans den (21) und (20): 

k C8P-*-8?-^87>j-8r* = *^' k '<P> = -8T' 

■ = ^. T = ^ w = ^-^ (28) 
ax* 8f • 8x- ^ ' 

Dabei ist freilich zu bemerlLen, dass man der in (22) und (23) mittelst 
der ersten Gleichung bestimmten FonlLtion 9 noeh eine (vorläufig willkür- 
liche) Funktion von t beifügen muss, um sie in der zweiten Gleichung ver- 
wenden zu können. Für die weitern Gleichungen ist diess nicht nöthig. 
[Diese Funktion muss dann aus den Qr&nzbedingungen ermittelt werdenj. 
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Yndlflkftiisf lMlld«lBMi 

V. Ist im Gleichgewichtszustände einer elastischen Flüssigkeit der 
Druck, das Gewicht der Kubikeinheit, welche Grössen zur Zeit t im Zu- 
■Unde der Bewegung p und q sind, ao bat man 

Po Po 

vorausgesetzt, es bleibe der Temperaturzustaud völlig ungeändert. 
SeUt mm 

80 ist 8 das was man den Koeffizienten der Verdichtung (oder Ver- 
dÜLOoung) ueuot. Aue (24) folgt dass dann auch 

io dMS in (21): 

KPb 8«_ 8V gpo 8g_ 8V gPo 

(lH-a)«w &s 8x8t* ««(iH-t) 87 878t' «^(lH-i> 8t 8s8fc* 

woraus 

Po 8« 

folgen wird. Da & klein ist, so hat man nahezu ^(l+s) = 8, so dass 



wobei allerdioga wegen 9 dieaelbe Bemerkung zo machen iat wie bei (23). * 



g Po ö t 



VI. Anders aber verhält sich die Saclie, wenn man auf die Wärme- 
änderun^en Rücksicht nimmt. Folgen sich Verdichtung und Verdünnung so 
rasch, dass die bei der Verdichtung des Gases frei werdende Wärme sich 
nicht vertbeilen kann , so hat sie Einfluss auf die innern Zustände ond muss 
bearftokaiehtigt «erden. Ist ft die Temperatur dea Gaaea im Gleichgewichta» 
anatande, B die Anaahl Grade um welche die Temperatur aich erhöht wenn 
die Yerdkhtong a eintritt, d. h. aleo wenn daa Gewioht derKnbikeinheit von 



* B«nüti( man einlMb die 10 iai 
d.h.w«g«i 1(1 

9» 99 8( 

w«1eli0 GMdmnf tob (S80 vMA Tns^wleii kt, ind«m ^ / (po) koasleiit, aleo gus «oU in 

9* 

der 9> zazofügendeo FimktioD enthalten sein kann. 
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9 ta ^ (1 H- s) wild» oder wenn du YoIdbim 1 zu = 1 — i wird: so iat 

bekasotKeb, w«do m der Ansdehnuugskoefltieiit des Gm«§, 

p ^ Poa + ») [i-*-«(/«H-e)j 

wo sich aof die Temperatur 0 bezieht Daraus folgt, wenn man die 
kleinen Giffesen a\ a» Teniaehlässigt : 

p = Po(H-g)lH-a(Ai-f-e)] (I —ttß) = pJ\+»-hae). 

Die Grösse aG lässt sich aber in folgender Weise berechnen. Soll 
Gas um 8 verdichtet werden, ohne dass der Druck geändert wird, so rauss 
man ihm Wärme entziehen. Ist r seine Anfangstemperatur und muss man 
dem Gase e Grade Wärme entziehen, so wird das Volumeo 1 so 1 — 
ond da es auch l^s werden loU, sa ist s=««. Ist e die spesifisehe Winne 
des Gases bei aoTerftadertem Droeke, so ist ee die Wärmemenge, welclie der 

Gewichtseinheit zu entziehen ist; dieselbe ist also — ' . Gibt man der Ge- 

m 

Wichtseinheit dagegen diese Wärmemenge /u, so wird das Volomen 1 in 
1 + s werden, ond die Temperatur von r auf t + e steigen. 

Man drtteke dieses Gas nun snsammen, bis das Volomen l+s wieder i 

geworden ist, so ist die Temperatur um 8 gestiegen, also r-he-hö ge- 
worden, während natürlich der Druck grösser wurde. Lässt man den Druok 
abnehmen, ohne dass das Volumen geändert wird, so füllt die Temperatur, 
und wenn diess so lange fortdauert, bis die Temperatur wieder r geworden 
ist, so ist das Gas auf dem anfänglichen Standpunkte. Da die Temperatur 
um € f- <9 gesunken ist, so wurde der Gewichtseinheit die Wärmemenge 
c'(e + 6>j entzogen, wenn c' die speziüsche 'Wärme bei unveränderlichem 
Volumen ist. 

Betrachten wir das Geschehene nochmals, so theilte man. der Gewichts- 

eiaheit die Wimemenge e«^«=2~-^ mit, am ihre Temperator von r anf 

rH-e, ihr Volamen v anf v(lH-8) zu bringen, wälirend der anfsieansgsObIa 
Drocli p nnmändert blieb. Nadiher drflekte man diese Gasmenge wieder 
anf das Volomen ▼ msammen, liew sie aber sieb erludten, ohne v ^n Indem, 
bis ihre Temperatur wieder auf t snrflckgesonlten wor, wobei der Dmck aof 
p znrftckgieng. Dabei verlor sie die Wärmemenge c' (e + B). Da sie aber . 
wieder auf dem nrspr&ngliehen Stande ist, so moss also sein 

Demnach ist 

0 

Man sieht dass die frühern Formeln hieraus erhalten werden, wenn 
G =s c' gesetzt wird. JeUt werden die (21) und (4) : 
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cgpo 8/(1-4-0 _ 8*» cgp« 8f(l -Hl) _ 8*f> 

cgpo 8<(l4-t) __ 8«» 
o'(« 8 s 8 z 8t' 

.., »[<'-^->rJ/[»-^<-f] . '[<'-^'>rJ „ 

8»"*' ei »7 ei 



worang wenn = a':. 



60 dass wenn man die letztere (jrrösse als sehr klein v^roacblässigt, zogleich 

Iii -f- s) = s s.etzt, ist 

,r8V^8V^8'v-| 1 8^ 8v 8«) 8«) ^ 

■8T» = * L8-7»"^8?-^8r'J'*=~V^e-^' " = 8x' ' = 8-7' '=rz- <^ 

Diese Gleichongen £iQ Verbindung mit (26)j treten an die Stelle der 
(23). Mao MA, daw ai« TölKg naammeostiiniDeti, veno mir -|- dureb a' 

d. h. durch — ersetzt wird. Setzt man also hier c = c', so hat man — 
wie sehen bemerkt — den frühem FaU. 

§.27. 

Bewegong in einem nnbegrlUiEten homogenen Gate. 

L Auidelt es sich um die Bewegung einer elaitischen nach allen Seiten «abe- 

grftnzien und durchaus homogenen Flflasigkeit, für welche die Voraussetznngen 
gelten» die zu (27) [oder auch (23)] gefuhrt haben,* so gelten diese Gleichungen 
kurzweg, mit denen dann noch die Anfangszustände zu rerbindcn sind. Da es ge- 
nügt (f> fUi diesen Zustand zu kennen, so wollen wir annehmen es sei fUr t = 0 : 

Naeb §« 28 ist nnn 

-T 

1 d r^n 

ijj^ ^.t J J fUH-ateetficM», y-4-at«iii|i«M9, s+at«fof]«0t9ev. 



Keine iQiMra Kzifte, lAr kMne CMnriMtfkdtM. 
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B«wtgB^g tat «iam wbigrlnitMi boHMgfMS Qu9, 



IL Angenommen es sei anfänglich das Gas nur in einem Räume erregt worden» 
dar inaerihalb ein« nil dmm B«llMMiMr t nm des KoofdinateBufong beidiriebeMii 
Kng»! Abdsna IhUmb f , F nw Warthe iuolmw x, j, i Keetdrartea rom 

Puakten ionerliAlb dieeer Kogel aind» d.lL inadbiBe x*H-7*+s*<r'. Jenaeite 

dieaer Pankle aiad C F Noll. la (29) w«rdea alao die GfSsaen unter den lalegnil- 
aeislien Nnll aain, wmm 

Wir wollen una nun um den Punkt, dessen Koordinaten x, y, z sind, eine 
Kugel mit dem Halbmesser at beschrieben denken und eben so um den Koordinaten* 
naftag eine mil den Hnllmieaaer r. Die Gleiehungen beider ainds 

(X - x)* -H (Y — y)« 4- (Z - i) • = a« t», X«-#- T»-4- Z«= r* 

während die Entfernung ihrer Mittelpunkto = V^x' -h y " -4- ist. Beide Kugeln 
treffen einander nicht, wenn diese Entfernung grosser ist als die Summe der Ualb« 
meaaer, oder kleiner nia die Dübrena, d. h. wenn 

Vx'-l-y'-4-z' >a t-+- r oder Yx^+y--h z - <at — r. 

Es liisst sich diess jedoch auch iiiidcrs ausdrücken. Gibt es nämlich auf der 
Kugel vom lialbmesser at keinen Puukt, dessen Entfernung vom Koordinatenan- 
fong kleiner aU r Ut, so treffen sich die Kugeln nicht. Legt man nun durch den 
Mittelpunkt dieaer Kqgel Azen pnmUel den Mkem, nber entgegengesetzt geriehtett 
so kann naa durah 

mlcMfseMv, at«At|sMf». ataAiv. 

wenn ju Ten 0 bta 2 ir , 9 ron — bis ^ ^eht, die Koordinaten aUer Punkte der 

Kugel in Bezug auf diese Axen ausdnicktu. Die Koordinaten des frühern An- 
fangsj^nkts fUr diese neuen Axen) sind — x, — y, — z, so dass ein Kugeipuukt 
Ten demaelben in einer Entfcmung 

= V t coifi eoi V -f- x) * -f- ( a t «n^ co* v -F- y) * (a t sin v -k- i)^ 

liegt. Ist diess immer grösser als r, so treffen sich die Kugeln nicht. Da man da- 
durch auf (30) gelangt, so drückt also letztere Beziehung aus, dass die betreffenden 
Kugi in aioh nteht aehneiden. 

Soll hiernach im Punkte (x, y, z) zur Zeit t Ik wegung sein , so muss die um 
jenen Pnnkt mit dam Hslbmetter at beaohriebane Kugel die ursprünglidie Srregungs» 

kofl^l neek traibn. Setzt man V^x' + 7'-ha'=k, w» wird niao die Bewegung 
in (z*7ts) enfluigen wenn atsk — r, aafhOren wenn atssk-hr, mitliin eine Zeit 

2r 

= — dauern. Liegt ein anderer Puukt (x', y\ z') in derselben Geraden mit dem 

Anfangspunkt ond (x, j, x); iat weiter k' = V^x''-+-y"-Hz'', ao wird für diesen 
Punkt die Bewegnag saibagen, wenn at' =5 k' — r (k' > k); aie wird aUo um die 

k' — k 

Zeit ^ apitar aa&agea. Da k'-— k die Entfimmng beider Pankle iat, ao bat 

k'^k 

also die Bewegung die Zeit — - — gebraucht um die Gerade k' — k surüduulegen. 

Da diess gilt, wie gross oder klein k' — k sei, so kannmta aagen, die Bewegung 
pflanze aiek mit der Qeaokwindigkeit a fort. 
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III. Die Grösse a ist nach (27) gleich • Hierin ist der Quotient ^ för 

den Zustand des Gleichgewichts (also etwa für die Temperatur 0) anzunehmen. 
Man kann dasselbe auch etwas anders ausdrücken: Bezeichnet h die Höhe der 
Quecksilbersäule, welche dem Gasdruck das Gleichgewicht halt, das Gewicht der 
Kniwtoinheit QnMbüber nntor dt«Mm Dnieke nad bei 4er Tanpenlnr 0, wo ist 

Po = ]i«a, aIio Mtdi »= V^~3~f worin ~ mo» Tom Mbmm nnabli&D^gtt* 
GrltaM isl» f «Bdl h «bar im dtnidben llMft» nflnra gwBMMn Min. 



Po 

Bleibt die Temperatur des Gases dieselbe, so ändert sich — nicht; also, wel- 

Po 

ches sonst auch der Druck (die Dichte) sei, die Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit bleibt ungeändcrt, wenn die Temperatur sich nicht 
ändert. Bleibt aber der Druck uugeändert, erhöht sich dagegen die Temperatur 

Po 

um t Grade, m wird ^ m ^ (l~at)» während bleibt» so dMs statt ~ zu setzen 

Q (1— nt) "^^^ -i-at) , WO a der Ausdehnungskoeffizient der Luft, und p«, ^ 

für die Temperatur 0 berechnet sind. Es ergibt sieh hieraus dass die Fortpflaa- 
zuug:igcschwiudigkc'it lieä Schalls in Gasen ist * 

belO*Teaiperilii»= V^^. Wt*TeiBiiefators= V ^^(1+**). W 

worin also pn der auf die Einheit der Fläche von dem Gase ausgeübte Druck ist, (>g 
das Gewicht der Kubikeinheit des Gases unter dem Drucke pg und bei der Tempe> 
nitat 0\ a der Auidehnuagskoeffizient de« Gases , e die spestfsoh« Wime liel m- 
Teriodertem Drodce, e' dieselbe bei nnveiftnderleni Volnineii. 



§. 28. 

Bewifea g der Loft in Pisifen (ohne Einwirfcoag iBSiiret KrIlleX 



f. Wir denken uns eine beiderseitig oflbne ^ylindrisehe Bohre rom Halbmesser 
und der Linge A, die mit Loft erfillli ist» deren Bewe>g«ng wir unter der Annahme 

näher betrachten wollen , es sei diese Bewegung um die Axe des Zylinders symme- 
trisch, so dass also in derselben Kntferniing r von der ^ylinderaxe in demselben 
Querschnitte zu derselben Zeit tiberall dieselbe Bewegung herrsche. 

Wir legen den Koordinatenanfang in den MittelpuniLt der Grundflitohe, und 
nehmen die ^lylinderaxe zur Axe der x ; setzen ferner 

y = r eot m, z = t »in co , 
80 wird die Gleichung (27) zu (Diff.- u. Intglrchg §. 69, 1) 

8' 



Da aber q> ron <u unabhängig sein muss,'da für dasselbe x, r, t auch (p dasselbe 
ist was immer m sei, so hat man einfach 
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Die G«MbwiiidiglMit«ii lUMh 4«b KoofdiaatemsMi sind , . ; alio die 
bm BallmMMer serlegte : 

r dy r 8»~»»* 

Wir nehmen iMiter ma dMt bei eiaer oilNien PbMb die Yerdielitiuig an beiden 
(oibnen) Enden immer Nnll •ei, dn telebe bei der AttBmtbidnng in die freie 
Atmotphire sieh aofbri «afbeben würde ; weiter mue (f. 25, IV) an den Winden der 
Pfbiib, d. h. Är rs(, die GtediwindiglMit naeli der Biehinnf dee Hnibmeeiett, 

abe Noll sein (wae flbrigene aneb für die Am, d. b. für r=sO, der Fall mäa 

w ird wogen der vorausgesetzten Symmetrie der Bewegung). Eudlich werdeu die 

6 9> 

Anfiuigtwertbe Ton 9 and ^ (Verdiohtnng) gegeben «ein. Neben (32) ist also: 
^ - 0 fttr r =s 0, «tt ancb s end t aelent 

0 r 

|^=OflrssOudx = A« wae anflbrondtMlen, } (»X 

♦ = £(x.r), ^=r(x,r)«rt = 0. 

VertMlit man ob |^ Ar der (82) genflgt, wo £ bloes Ten r abhiagt, dn- 
gegen tv**» 3t nnd t, ao bat man 

*et« * V8x»'*"Sr»"^ r 8r>/* { Vw8t« * 8xV~ t V8r' r 8ry ' 



Dennadi wenn a eine Keoitante 

in 
8 

Wegen (33) mu«s ttbrigena ^ Moll sein fUr r = ^. • > l 

n. sind «Ml swei ron einander Tersdnedene Wertbe Ten et, beide mOglieb; 
£m die entipreebenden Wertbe ron |, so ist 

Daraus 

•f • 8r' •/ 0 er 0 

/^ri/^dr-t- A„^dr = e^ Ai^iodr. 
er* y»8r 

Aber (DiA- u. Inigliebg $. 27) 

y ör» . 8r y 8r dr 

. 8|„ /-e^n 8i„ . /; 8{. 
8r y 8r 8r y 8r 



nnd da ^ Null ist ftr r=(: 
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Eben ao 



"/o'öT öT^'^^Vo'^-^-'^'- 
/.•^"*^'"=/.' *■«-'"=«• . w 

airtbloMneU, d» | eine imU« Ftenktioii (|. 16, Note). 

Da 

10 ist da ^ Null für r = o: 

s» reell sind, so folgt aus (36) dau a aur negatiT •ein kann. 

Int^gtatioa im (U). 
OL Selrt nHM — iteM a. M iit 

weloher Gleiehiug genOgt wird (DUT.- n. Intglrabg §. 112, 1 md f. III , IV) dweb 

Für ^ liefert das letzte integral: 
wa« Ar r =r 0 an OD wird. Demnaeh moM s: 0 sein und aina bat blom 

wecMSMwh i^glctebNoUlllr r=:0 ft»Igl Dn aber aiiab |^ NnU lab teU Ar 

«M(a( eo««)cM«a» = 0, (87) 
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156 B«w«giiiig der Luft in Pfeifen (oboe Einvirlmog Hiuierer KiätUi). 

wM» GMohnag die nliaiigwi W«rtlM ra « ImM. — Da «* potitiT Min wll, 
•0 wwden wir aw die pofitivea Werth« too a aai (37) beafiftBea. 

Dm BOB die «weit« Glddiaag (84) n tnlegriraa fetaea wir f wefi Uoaa 
▼oa X| t UoM voB t ablii^geB mU, vad erhalten: 



«et» * ,1 aa« * • 



woraus 



wenn o eine Koustaatc. Daraus 



lt=(Ce»*>^»H-Ce-"^«)(Ee*^« + «" +B'e-* ^•+«')y^'w(«r«efei)ew. 

Da^ Nall sein toll fttr x^O, x=sa was r aad t dad. se onim Nall aein 
Ar x=0 aad x=:A. Danuu folgt 

E + B' = 0. E e*^« + «' H- E' e" *^*+«^ssOs 



B' = -E, Ele*l^«+«'-e-*V^« + «'j=a. 

Da £ nicht Null iit so mus« also e'^^*^+<*' =: 1 sein. Diess ist der Fall 

2AVe+a*=2nici, 

wo m eine ganae Zahl. Daraus folgt 

•o dass 



CM (a r «M •) d • • 



t 

aad dafiNnll iet ftr x=:0: E = 0, so daH 



•-«-[— (••V--T?)*»'*("V^^)]-T='< 



/. 



T 

eot (a r co« m) 'd ». 



TV. Wegen dar UDeeiea Fomi der CHeieinias (82) geafligk derselben die Samme all dm 

Wertho, die man an«! dom Torstehendcn erb.t1t . Trenn mm m un<l a alle mfinlichen Werth« 
beilegt. Was m anbelangt, so hat für positive und negative m die Gröste ^ dieselben Wertbet 
aber mit entgegeogeseutem Zeichen. Mau kann also sich mit poeitiven m begnügen ; für a 
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liod die poiitiven Warzeln von (37) zu setzen, n — 0 mit «iogMehloMMl. * Oer FaU b = 0 
itt b«Moden zu betr&cbteo. Akdaun ist c = — a also 

Daf&rx = 0. x = A ab6r#t = 0Min miui, so lit£'s=0« EA + E' = 0, worau £=E'=0, 
M dMi mssO ntefa» lateMlMaB iil. Wm dto GMebuig (87) bcMft, ao llnt lid itefa ta 
F«nB tdinibMi. S«tit i 



m«i||MMI*"(0)8bO, 



r-.(i9-(-i).^«./'"«^-..a.-(-i)-^-.<^|±i^|^-^|., 

ao 4MB Dach den Madaaiin'idien S«tse [Diff.- o. Intflrchg 53, 1, (6')J 

y'»* . , , - « FaQ 1 a»?"* 3.1 o»D» 5.3.1 
• Li 2 - 17278472 -^r:5-6:o"- 

gf^-ipto-^i (2n-t- 1) (2n— 1) n 

^1 iZn+l) (2ii + 2)(9b....2 . J 

«o 0 svlMben 0 nnd I. 

Dftalmr Mi'*'*^*TeB «sOUi «siff potitfriit« eo htt uMa aacii etoem beltiwrtea 
8alM 4«r Thaeiie baetinntar Intagnla* vam ^sviaabanO und 1 (Dift- n. lalgiffalig 1.30,111): 



ao (Um, wenn man setai: 



\ -2nH-2 V^.4...2By J* 

dar bagMfaM faUarJadanblla UaiDar aJa 

(2n + 3) (2nH-l)....l it a»-+*p«»+» 



(^n 4- 4) (2a -hl).... 2 2 l....(2n+3)* 

d. Ii. Uaiaar ak 

ar at-h»p»»^« 1^ 

2 (2.4 (2nH-2)]'Sii + 4 

iai 



• F0r«=OiBt |!i+-LilssO, daauHMb t=ai(r) -4- e\ «o mter e=0 laia 
of* r or 

da ; (r) rar r 8s 0 uMiidUeh wird. Ako lat dann bloaa I s wie aaa dar gafiiadaaeB 
Famal aaeh toAgL Fjv « and |i arblli aia» kaiaa «aitwt 
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Die positiTen, run 0 Terüchiedeaen Warzeln der (37) ergeben sich aho aiu 



te wtkhn GUiehoog die Reibe «mmr Sattt die Eigenselaft hat, dut wen man M «Inen 
MiAigM GUM« aMiidit, dw Ftliliv iddper M als dM MgM^ 

V. Jetoi iBt 

/.J« 
iM(raMt*)8*, <98) 
0 

wo die Summen joic^en sich auf m = 1 bis m = QO, und alle positiren Wunsein yon 
(37), mit EiD.<«chlu.ss von a = U, bexiehea, und wo C und C alt Fonkiionaa von m 
und a zu betrachten sind. 

Wegea (38) amn nodi 

tDirz /*^* 

t(ß,^tsMXXCHm-~ J ^ «0«(r«iM«)8», 

r (x, r) = a ^ 2 o » 4- C **• —pj^^ eo» {t a cos m) 6 m 



Min. lat Om aina dar Wvnaln tob (87) (n I ; S, 8, ..'.) nad warn bemialinai 
ufd C baaiar ^nnb GL,»* C^m,«. ao iai 



aef (ras aof«) 8 ■ as Ik: 



f(i,f)«M(U.i6i2Y5t.. P(x,r)«aMC^.y«».+=^'«.^i., 

woraus wegen (35): . . 

0 a«l A «/ e 

t 

Ana dtoaar Olriahwqf Iblgt aodami dnnh waiftara Litogiitiaa ((* 16| VI); 

\voraus C». » und C'.. n folgen. SeUt man diese Wartha in (38) ein so hai man dia 
allgemeine Auflösung. 



<8») 
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VL HiV»'(»t»)*F(x,r)wr«Wi**b.l»liM«aIto«|iifc«fc 

Abtr Mtatfllr o^sO: 

^ «M(rat«M«i)8« = |«, 



and folglich 

WO - , J *. 

««ju.^.^^,^,„„^^^^^ "••'«)■ I. 

* MiB kaa» dtelt Webt amnittelb&r enreueo. Für 



SIL- . 1 8^^ , ^ ^ 



/.■^■•-y:s-y:ÄOij)-o. 

y^^lbdiaeO. 
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oud kann, wie in 12 b€i dem Problem der Bcbwiogenden Saiten gesdiebeo, behandelt 
Verden, wie aoch umgekehrt jene Anfgabe durch die Gleichung (40) aofgelOit werden kann. 

VII. lo der Gleichung (38) wird die zweite äeite im Allgemeinen aua unendlich 
▼ielMi Olimfeni betteliM. In betondm FUUb kman diattlbe tiah jedo«h Mfeia 
oder einige Glieder smaouneniielien, je uMla Beeehnibnlieit derFkioktioaen f nudF 
in (89). Du nUgeneioe Glied dw BeOie iit 

. 

WAeliei hier t um 

__JUr_ 

so nininit dieses Glied, so wie seine DifTerentialquotienten, wieder genau denselben 
Werth an. Demnach, weun dieses Glied allein bestünde, würde die Pfeife einen 
Tan geben doMen flehwingungsdaner 

Der kleinste Werth Ton ist Null, von lu aber 1; demnach gibt die Pfeife als 

21 

iiefiien Ten den denen 8ehwiqgtt«gtdniier =: ist. 



Siebenter AbscJuiitt. 
• Die Laplaceschen FuuktioneiL 

§. 29. 

Krkllmug. 

L Sei X. «ine Faaktion der swei Crossen f» nnd 9« «eiche der partiellen 
DilTeientialgleichang 

geoQgt, worin n eine positive ganse Zahl, fi^^IistiindyswisehenOnndSfr 

liegt, 80 heisst man eine Laplacc'sche Funktion, da beäoudera 
Laplsce diese Grössen viel behandelt hat. (Vergl. §. 15, IH.) 

Wir wollen hier um keineswegs eine aligemeine Theohe dieser Funktionen 
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aufstellen, sondern nnr einige S&tze &b«r dieMlben naelivwiseD, besonders 
aber den Satz, dass eine jode Funktion von /* ond ^ sieb in eine Reibe der 
Fonn Xo H-X, +X, H-.*'. entwiciLeln lAsst 

Bewei», du* J^^ftJ^X^X^b 9 = 0. 

II. Seien n und m zwei verschiedene ganze Zahlen; X„, X„ zwei La- 
plaeesche Funktionen (die übrigens iteineswegs von derselben Form sein 
•mflsseii), so ist 

Hieraus 

^un ist (Difl.- n. Intglrchg §.77, II) 
er 

As (a-'->^)»-<.-i.'>^--i-/a-.o^- • 

Demnach wenn X,.-jj^,X„-^ endliche Werthe haben von 
i»= — 1 bisi»=-Hl: 

Weiter ist 

dann • 

- nUsftr« l>litaM«ltl.i.lBi«liftl>ltMfcanif.ia. 11 
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ferner 



füfo wennX«, ^'^> X», ^- je fttr ip = 0 ond <ps2ir dieselben Werth« 

haben : 

Darans endlich 

• * 

Ans der sweiten Oleichnng (2) sieht idm: 

0.(0. + l>J^\fL X. c , = yi'x. ((1 -M') 8 , 

- -y-'-v. 1=7' »^''- 

Daraoftfulgt « 

Da nun nieht n =s m, so ist diese Gleichung nur möglich wenn 

Diese Gleichung setst Qbrigens vorans, dass alle X welche für die ver- 
schiedeuen n aus (1) gewählt werden so beschaffen sind,- das« X nnd 

~, ~ endliche Worthe haben von u=^ — l bis ^= + 1 nnd » = 0 bia 

B X 

y =: litt SO wie dass für 9=0 und y = 27r die X und ^ je gleiche Werthe 

annehmen. — Man wird beachten, dass die in §. 15^ III gegebene Form 
diesen Bediiigongen genOgt 

§. 30. 

' Balwleklung von [ 1 — 2 (? cot 

I. Ist ^ klein genng, so hat man (DiE u. lutegrlrchg §. 64^ 1) 

( I — 8 ^ e + p * «Ti — ^ ca • — f W * = 

EntwielLelt man die Potenten der QrOs^e 200«9 ^ f , und ordnet dann 
nach Potenten von ^, so erh&lt man 

(1 — 2 (< coi 0 ^ = Po 4- Fl p -t- P, p* -+- . . . 4- Pn P" + . . . . . (4) 

WO Po = 1 , P„ aber eine ganze Funktion von cosS ist, derenForm durch 
thatsächliche Entwid^lung sich leicht ergibt. £s ist 
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1.8..(2n-l) njn^l) 

1.2. ..n ^'""^^ a(l«-l)**^ 

n(n-l)(D-2)(n-8) 
^2.4.(2n-l)(2n-:3)**^ W 

WO die Beihe so woit fortooffthno ist bis sie von selbst abbricht. 

Man kann Übrigens leicht eine andere Entwicklong für P. geben. Es ist 
nimUch wegen 2 wt Ö = e*' + e" : 

(l-2^«we + (.»)~^ = (l-♦•®^~*(l-ee~®^~^ 

und wenn man nnn die beiden Faktoren nach dem binomischen Satie ent- 
wickelt (Diff.- n. Integrlrchg. Anhang, 3k, VIll): 

Mnlti^Iisirt man tfaatsAchlich so ergibt sich als Koeffiiieot von i»*: 
„ 1 .8...(!2n-'l)^ ^ . i.2fl . 

. 1.3 2ii(2n — 2) , , 

2.4 (2 (2tAT) (n - 4) e + . . .] . <ö) 

WO die Reihe ebenfidls so weit fortsnAhren ist bis sie von selbst abbricht 

Da in (6) alle Eoeflizienten positiv sind, so hst P. seinen giOüteD 
Werth wenn 9 = 0. Dann ist ajber 

(1 — 2f cö#e-i- ^ = (1 — e)-> = 1 -f-p-f-^»4-..., 

also P. = l. Demnach ist keine der Grossen P in (4) grOsser 
als 1. 



II. In deigenigen Anwendongen, welche obig« fintwieUnng bian- 
chen, ist 

WO ß und ip Winkel zwischen — nnd ^, y and a zwischen 0 and 2jt 

sind. 

Die Grosse zweiter Seite in (7) ist übrigens: 

nnd wenn man sieh an die Formeln fftr Polarkoordinaten erinnert, so ergibt 
sieh sofort dass B der Winkel zweier Geraden ist, welche vom Koordbaten- 
anfang aus nach Punkten gerichtet sind, deren (Winkel-) Polarkoordlnaten 
9, yfjmda,ß smd. 

Setit man diesen Werth von ^0 in (4) ein, lo erscheint P» als eine 
ganze Fonktion von 



11 • 
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«in tfi , cot ip C09 9 » etH «MI 

ond aU dieselbe Fuoktioo tod 

«jwjt, w$f 00»«, f|«a. 

Setit man noch 

80 ist 

wo die QuadrntwtirzelD nur positiv zu nehmen siod, und P. ist dano eioe 
ganze Funktion von 

80 wie die8ell>e Fooktion von 

Aus (5) geht sofort hervor, dass P. eine ganze Fanktion dea 
Grades ist 

Die l'n genügt der (1). 

III. Setzt man oo5@ = x, so folgt aus Diflferontial- und Integralrecb- 
niing „Aobang** unter VJI, dass naek (5) jedeofaUa P. der Gleichang 

genllgt Fflr xs^eoaB vird diese Gleichung zo 
Betrachten wir nun aber den Aasdrock 

80 ist für CM© — /i 6 4- Y 1 — /A^ y7 — (J ^ 60* (9; — a) — x : 

ii =- vT=7v'r=»''i*.(»-.), ?'?=- \^r^' VT=P «.(»-«). 

ex bm* ö/*' ~ bx' Vö/iy ~^ 8x 8fi'' 

also 

afp 
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ex» 

8i 



(9) 



Wegen der (8) iet also 

Diese Gteicbaog hat die Form der (1). DeolOMh. sind die P, aU 
Funktionnn von ju, 9, Laplayescbe Fuoktioaen, die man wolil auch Kogei- 
fuoktiooen noimt. 

Naeh der (3) iat also 

wenn in und n verschieden sind. Die P, aU ganze FuDktionea, genügen na- 
türlich den Bedingungen in §. 29, II. 

Daaa man übrigem aoeh 
habe« versteht sieb von selbst 

§.31. 

» 

Aadtrtr Awdniek ftr P.. 

L Es ist (wenn ^ ;> und < 1 , Ö zwificben 0 und n) 



z£ r i± 



5« 



Vi— 2tcoiöH-p»* 

8 



Seist man im ersten Integrale Mn|d«mz = «tn|x, im zweiten co8\^ 
Mfs:s «ftis^z» so findet man: 
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1 66 Amitnx Auadniak flU F«. 

1— p* nn\x 8 X 1 — g _ 1 

Hienu» folgt 

1— g* «otjx 8» 

Aber* 

2o-2r^'«H-g') =>"^>^'"^^'^^'-*- 



BO dass die erste Seite gleich 

L/ 0 V2(amx— y eV^2(«Me-«Mi) j 

VeigUclieii mii (4) eigibt sich Uenuu tofiwt: 

p,«i^ ^^^4^a«4-g- r y^i^^^B«, (11) 

während Itkr our die Hälfte des Wertbes der zweiten Seite zu nehmen ist. 
n. Es ist Meli 



* Etixt 

(l — g •'♦)-' SS 1 4- g + p » e« "-+-..= 1 -t- p eo« X g »••• 2 X H- ... . 

•M<i»«liix4-9'Mii'X'+> ...). 

Aber 

^ ' l-g*«' 1— «MffX'igmx (1 — g«Mx)*+9*fii»*s 

. ^ — P PO* » , I pttnx 

2j •otx-hj* 1— 2f «vfx+e** 

Daraus 

1 + 90MX + «'«m2x + ...8S ; — -S 1, 



Daan 



1— 2g«flfxH-g' 



(Veigl. Diff.- o. Inlglrebg «Aahai«*' nntar Jl» VIU). 
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1 — 2p«>#x4-p 



Q»mxeotix If + . 

l-2eMtz-h9* 2V — 2^co»x+jV' 

^«yoV'*'"' l-2f«»ixH-jV V2(«a#x-c,»r0) * 
1—« 1 

(I «in X CO» \ X 8k 

i+V 



Je] 



Setzt mao für z — die aogegabene Reihe, so ergibt eich: 

y<€)__££^MXjj»ix flx Qtmxeo$\x 5*_^_= 

• V2(«MX-«0te) l-2j»otx+^« y©V2(co#x-«»f«) l-««»tx+ff« 

* * Vl-2pco*04-t.'~*L /o V2<M«x— «o«e) 7 0 V^2(co»©— «wxj 

* L y 0 VA2(eo*x-co*e) J eY2ieo8 0 — eo$x) J 
4- . . . Ä -l £Pj ^ 4- . . . + P« ^» + . . . J , 

woraiie (o > 0} 

Durch Sabtraktioa der (11) und (12) findet sich: 



ca»(2ii-^l)|.ex^ i*.(2ii-l)f «x 

yo Vi («MX — e V^2 (öo*©— cof x) * 



(18) 



§. 32. 

AnfMeUoDg des Hanpisaiz^ 

I. Sei f(9,/t) doe Fonktbo der zwei Qrtoea ß, |p, welche flbr |» vod 
— 1 bis + 1 , 9 von 0 ttis 29V endliche Werthe habe, und betrachten wir nun 
die beiden GrSssen 
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IQ^ Aa£Kellaaj{ dM HauptoaUM. 

y V^y^a + P| + . . . + P.) f (a, 6) 8 a =.B. , | 

WO o, d die swei in §. SO bertthrten GrOaien uod, die ia P«» . . . vorkommen, 
and f (o, ^) MS f (fi,^) enteUoden ist» indem man a,SPBLT <p,fi gesetzt liat 
[wo natOrliob $ nicht da schon in f (9, |i) entlmiten gedacht sindj. 

Setzt man in R. stott P. den Werth (1 1), in den (12), so ist 

B.= -y ai/ f(«,d) / '--7=-=:==-cwJxöx 
-f- / — — - - grtjj X 8x 18». 

Je V2(«Ma-«Mx) J 

Aber (Diif.. n. Intgirchg §. 143» IV, Note) 

. 2b + 1 

•=-H-«MH-«tff2x-*^...+«^»i»x« — • 

* 2*Aij 

i a r 2 A 

— (wix 4-2 «»2 X Ml»»») = -j- I J» 

Demnaeh 



. 2n + l X 



2^ iL V^2 (co* X — CM ö) 



. 2B-t-l . . 
tnn — - — xMn|z 



je 2«njx y2(co«e-«>«x>J 



. 2n4-l 



, = 1 A'. ni. *) r (— 1^) 



2n4- 1 



yö8xV y V^2(0Me-«Mi)J 



und 

2n 1 



2 r^i r 8 2 . x\ 8x 

2 
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II. Das Integral nach a und d wollen wir umformen, indem wir andere 
Koordinaten einführen. Denken wir uns auf einer Kugel vom Halbmesser 
1 einen festen Punkt A, durch den ein bestimmter grösster Kreis (Meridian) 
gezogen sei; auf dem nach A gerichteten Halbmesser sei ein grösster Kreis 
senkrecht (Aequator). Ist nun M ein Punkt der Kugelfläche, so seien seine 
Polarkoordinaten a, ß (§.30) gerechnet: ß vom Aequator aus, a vom festen 
Meridiao aua. Zieht man demnach durch A und M einen grössten Kreis, der 
den Aequator in N (senkrecht) treffe, so ist KM ^ß, Winkel OAM = a, 
wo 0 der eine der swel Dorekaduittspookte von Aequator und Meridian ist. 
— Das FlftcheaelemeDt der Kogel ist dann eoaß da dß^dm d9, wahrend 

^ von — y bis 4- also 6 von — .i bis 4- 1 , « von 0 ^is 2?! geht. 
Demnach kann das Integral 

eiklirt werden als Somme der Fliehenelemento der Kogel, je mnltiplizirt mit 
F (er, 6). (DÜT.- o. Int^rehg $. 77, lU.) 

Wir wollen nns non anf derselben Kngel einen Punkt C deiikei), dessen 
Polarkoordinaten (Ar dieselben Krdse wie vorhin) tp^xi) seyen. Durch 
diesen Pnnkt C ond A legen wir einen grOssten Kreis, nnd eben so durch C 
ond M. Der Kreis AG macht mit dem fssten Meridian den Winkel 9, wfth- 
rend der Winkel CM gleich e ist (§. 30, n). Heissen wir also den Winkel, 
den die dnrch CA und CM gelegten Kreise in C mit einander machen, so 
kann man ganz wohl B nnd jr sls Polarkoordinaten von M ansehen, wo dann 
CA der feste Meridian, C der Pol ist Ist ^ - e = e', so ist das F1&- 

chenelement — cosQ' dB' dy = ~ sinG dGdy, and wenn man die Werthe 
der Fonktion F («, ß) für die verschiedeneü Kugelpunkte mit F korzweg be- 
zeichnet, so ist» da ö' von — -|- bis + -j- , abo 6 von « bis 0 geht: 

Demnach ist 



9s 
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Die^^dase y kommt bloss in f vor; bezeichnet man also * 

mj9 ye»«V 2 sy V2(m«0— «Mji) 

oder, wenn nvui tob einem bekannten Satie Oebnoch »«cht (Diff.» n. 
Intglrchg, Anhang, I): 

-~ / fl^l""— ^ — «»a»^ )8x / F(e) — ^ (17) 
III. Setzt man 

ao iet, wenn endlieh von 0 bis ff : 

«/ V 2(co*6 — coix) y 

also 

9(i)«F(«)\^S(Mta-l-I>- y V(#) V 8«, 
t (i) s F (0) /2(1— «MX) +y^r' («) K2(«Me — «MX) 8 Ä 

Darane ergibt sich: 

9'{x) = ======+ / = — V{«)Mt^~- 

V2(1H-M«x) y, V^2<«ms-«m6» S 

y « V2<0MZ~«ot6)* 

* y 0 V2(ff>«© — «o#x)* 

80 dass auch ip' (x), ^'(x) endlich sind von 0 bis n. 

Die (17) heisst jeUt 

«/o^Qx /''',v8/'.2n-f-lN , , 8 . 2^+1 xN„ 

■5- (R. + S,) ==y ^ ^ (X) ^ ^ (^«n X j d X ^ V (x) ^ (^«1. --5-- X «ijr - J 8 



CM 1)8 e. 
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■ 

9 (») 1^ V***' 2 V ® * * **» ^ . . X - y ^ X 8 X , 

y" . 8 . 2n+l , , . 2n-+-l x 

♦ Wg^ V*^~ä — »«o<^^j8x = ijr(x)«n— ^x<Jo«^— 

y** . . 8 . 2n + l A . , . 2n-f-l _ 

, » (*) (^«« X J ö I = -y ^ (X) «« X 8 X . 

y^<'(x)^(m?^x.o<i,|)öx 



. 2n-M 



/«_ nn — ~ — X 

X 2- 



weil 

ond ffir 2 = 0: 

f&r 2 = 9: 

ftr ssO aber: 

aUo eodlicb i&L . 
Demnach endlich: 



9(«) = 0. *(0) = 0, 
— 5 — x = 0. 



. 2n-f-l « „ 

«Mt — - — x«o^— s=2n-f- 1 



SetEt man im letzten Integrale nodi 2z ftr z, so iat 

n 

TV. Lässt man in (17') n unbegränzt wachsen, so wird [Differential- 
mid Integralrechnung §. 143, Formeln (a') und (c)] 

n 



60 dasä 
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Aber aas dem in III gegebenea Wertbe von ^'(x) folgt ^(0)^ F(0}, 
so duft also 

<?r(R„4-S.) = 2F(0). 

Nach (16) ist F(0) der Werth von 

für 6 = 0.' Was allgeineiu 



n 



aobelaogt, so kann diese GrOate in Ibigender Weise ausgelegt weideo 
(Diff.- o. Intglrelif §.39, IV): Beaolireibi nao omC mit einem spliirisehoo 
Halbmesser B aof der Kogel (II) einen Kreis, bestimmt die Werthe Yon f in 
allen Punkten desselben, so ist 

f8r 



der mittlere Werth aller so erhaltenen Grössen. 

Demnach ist jener mittlere Werth für den Halbmesser 6=^0. Ist 
also f für d = 0 nur eindentig, so ist 

und 

(!V(R,-4-S,) = 4»if(7..n). 
V. Daraus ergibt sich endlich der Satz: 

yj"+8P.-»-6P,+7P,4-....lf(«.«)8«=fOF,|i). (18) 

welcher nun der gesiiclite ist. Die Voraussetzung blieb nur noch, dass der 
in (16) erklärte mittlere Werth F(6') eine durchaus stetige Funktion von 9 
sey, 80 dass also (6) endlich ist von 9 = 0 bis Q =^ n, (VergL 
§. 33, III.) 

Ist f((f, fx) mehrdeutig, so ist auf der zweiten Seite in (18) der mitt- 
lere Werth alier Einzelwerthe statt f (9>>/i) m setsen. 

Die Grossen 

t2n4-l 



4« 



■PBf(a.*)8o, 



welche in (18) vorkommen , sind blosse Funktionen von ^ 9; gontkgon 
der (1), danach §.30, III P, dieser Gleichung genügt; sie sind also Laplaee* 
sehe Funktionen, und (18) ist die allgemeine Vorschrift ftr die Entwicklung 
einer Funktion Hfp$ti) nach solchen Funktionen. 
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»0» j %6 yj^» * «• 



VJ. Sey X„ eine Laplacpsche Funktion (§.29, T) der Ordnung n; man 
setze in ihr a, S an die btelie vou y>, fi, und bezeichne den enUtebendeD 
Werth durch X,/, so ist 

und auch (§.30, III): 

ans weichen Gleichungen wie in §. 29 folgt: 



P. 8a = 0, (lOO 

wenn nicht m = n. 

Man getie mm io (18)fCy,/Ei) = X., so ist, da 1 = P« : 

§33. 

Es lä58t ticli f(9),/<) nur in einer Weise entwickeln. 

I. Sei f(9>,/[0 nach der Vorschrift des 32, Gleichnng (18), nach 
Laplaeeschen Funktionen entwickelt, aleo 

f(»,j»)«X,-l-X,H-X^+ (SO) 

wo allgemein 

iai, eine Laplaeesclie Fonktioa der.Ordmmg n, ood mao nehme an es sei 
eine andere Entwicklang: 

f(rfi) = T,H-T.-HT,-F (21) 

noch weiter möglich, wo Yq, Y|, . . . Laplacesche Funktionen der Ordnung 
0, 1, 2, . . . von g), fi sind (die also der (1) für n=0, 1,2,.. genügen). 

Setzt man in (21) statt (p, fi: a, S, und bezeichnet wie §.32, VI den 
Werth von Y. aftdann durch Y„', so ist 

f(a.d) = Y«'4- Yj'-hYj'-J- 

Demnach auch 

P. f (a, «) = T,' P; Y , ' P« -4- . . . 4- T,' P. H- 

Beachtet man die Gleichungen (10') und (19) In §.32, VI, so folgt aas 
dieser Qieichnng 
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da Ys eine Laplacesche Funktion der Ordnung n ist, also in (19) ffir 
X« geMtst werden darf. Ans (20^ und (21') folgt aber sofortt das« 

d. h. dast die EntwieUimg (21) mit (20) nuammenftllt. 

üieiuit haben wir deu Gegeuhtand, so weit er uns hier von Wichtigkeit 
war, erledigt. Wir Aigen nur noch einige Znsätze bei 

U. Fa &adei »ich gleich der Summe der Werfche, die man aas 

(n — r)..(D-r-3) 
'*"2.4(2b— l)(2n— 8) 



_ fa— r) (n — r— n ,_ . . . ^„ , , n (n — 1) . . (n — r + 1) 
^.lA A • ^ ^ -n(n— 1)..(d — r-»-l) 

irhllt.w«imii»iir:=:0.1 a Wirt, f|r r«0 aher 2 ^l. 

Wollt« man diesen Werth fiir X„ in (19) setzen, so hätte man zu beachten, 
dass Ö, a in dem eben gegcbeoeo Werthe nicht mit den lotegcatioiUTerAaderliohen 
in zu rerwechseln sind. 

Man wfiide also «twn die (19) adureihen: 
2n 



n + l /- 1.3...(««-1) Y r*' 

4« V j.a...» J J -t 



I«^ -.JgeofrC^-«) 

III. Der wichtige Satz (18) ist noch unter einer Bedingung. Man kann sich 
aber in folgender Wei«e ftberxengen, dass jene Bedingung nicht unerlftMlioh ist. 
Man hat 

welche Keihe, da P, ^ 1 . filr < 1 jedenfalls konrergent ist. • 



• 8U ist U^iw ab IH- 9 + 9*4-. «eldiaOritasefilr 0*<1 iMob 



ist 
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Aus der Ableitung, die zu Fonwl (6) gefthrt, «ffibl siok amh MÜMi dtM die 

Gleichung (a) gilt für < 1. 

Dordi DiAraisinuig ergibt nab 

. =P.+2P., + ...., 

moltiplisiri man dieM mit 2 q und addiri xu (a), so ergibt siob 

7 = Po+3 P» P, ^»-h 

und 

Führt man auf der ersten Seite die Koordinaten de« $.32, II ein, so ist 

r<L=£yms^^ /rp%3P.c^...:]f(«.*)a^ (b) ^ 

Lftsst man auf der zweiten Seite ^ = 1 werden , so wird dasselbe herauskom- 
men, wie wenn man «nf dar ersten Seite (i m 1 werden Übst (wo aUMrdiQgi 1'—^* 
in Null, aber Miflh 1 — 2^«oe9 + (>' fOr 8=0 an 0 wird). So lange ('<1 
iit aber • 

TOS 9sO bis dsar peiitiT und 



r 



0 (i-2c«we-i-^«j» i-p*' 

also kann man setzen 



a awischen 0 und 1. Diese Gleichung setzt F (6) nur als endlidi roraus. 
Nach dem Satie (18) wird die sweüe Seite voa (b) ftr ^ = 1 aa 2F(0). to 
dam man auch die ente Seite gleioli 2F(0) •etiea mvss, wenn ^ = It ^ b* m ist 

• (1— £««Me+eT 



* Mitn kann auch la folgender Weise tchiieisen: Für ( = 1 sind alle Elemente dei 
Jatigiils bi (b) NaO. a a sss t wtoa O=0* so dass in diesoa Falle 

^'(i — g»)F(e)«fie 8 0 _ /^(i — £^)F(e)irmOoe 



0 (1— 2jflo#e-i-^V » 0 — 



2^eos0 + ey 
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Dieiis fanden wir allerdings mit Hilfe der Formel (18); allein, da die erste 
Seite allgemein = 2 F (« /T) und dies«, wenigstens unter der Bedingung, dass 
F' (B) endlich , zu 2 }■ (0) wird fUr ^ = 1 , so ist a so beschaffen , dass ea für = 1 
BD 0 wird. Dieter SkU hhim aber, da dat lotegral in (e) ein ganz telbetetindigcs 
ist, allgeiaein (eltea, wenn fiberbav|it F (9) eadlidk, eo das« wir ani (b) 



2 F (0) Ii « y^*| 7 -h 3 6 P, . . J f (a. Ä) 8 o . 
• d. h die (18) ohne die Bediafonig'. Jeaer Bais gilt also «abedingt 



veno e oneadUdi klein. Alsdann isl aber F konefaal, gleieh F (0), alse das 
Integnl 

J « (I — 2(.co«e-l-e»)* >^ 0 (1 — 2pc<)#0H-p»)* 

Es handelt lich also blois noch um dieses Integral, van V fr^nt frei ist. Nach (18) 
mu»s daMelbe = 2 seyo, wenn F'(0) endhch; da da« integral Ton F unabhAogig, so ist es 
nbe immer s2, weiau dana die (4) aUiemaia feift 
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Anhang. 



I. Iq §. 75, VIII der „Diff.- u. Intglrcbg" fanden wir als M'g^MWin» GleMllll]l( 
der Wännebeweguu^ in eirv ni beliebigen homogenen Kdrper 

wo a eine positive Konstante. 

Gesetzt nun der Körper befinde sich mit seiner Oberfläche in einem Räume, 
dessen unveränderliche Temperatur = 0 sei, und zwar strahle ein Theil dieser 
Oberüacbe Wärme aus, ein anderer sej seihst unreräaderlioli aaf der Teniperatur 
0«t]ialteD. 

Für den ersteo iat (a. a. 0. IX) 

|^«««4.|^Wf^-H^%o,, + «T«0. (b) 

wenn a, ß, y die Winkel sind welche die nach Aussen gerichtete Normale im Punkte 
(x, y, s) der Oberfläche mit den Koordinatenaxen macht und r die Temperatur in' 
dtoMn Paukt« irt; dftbei iti 9 ebeolklLi eiM positive Konttant«. — Für den sw«iteii 
TlwU bBtmao 

aaMtarlibb IBr die Pinkte ao der Obeiüiehe. 

Will ma (ft) integffno, so (eUe niai steidÜM Ts'nV , wo « eine Fkui^Hon 
TOB z, 7, B{ V aber roa t ift. Baaa wird (a) Ueftrn: 

« 8t"" « v»a»'*'aj»"*^M.v 

woran« folgt: 

1 a»i^6*a Ö'u 8»o\ ' 

Tel"*« TKBt*'^¥p^F^7^^ 

wenn k eine Konstante. Aus der ersten folgt t = C e'' \ wo C eine Konstante, und 
«« moM alflo « der Gletothiuig 

. II« . 8^ . 9'u_J^ 
01esff«r« OtfiMBllil- «« lüHtMMMiMUiii IBt IS 
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178 Terallgemeinerung der Sita» In f. 18, II und f. 28, B. 

t 

geoOgen. Da mit wachsendem t die Tempaiatar t linktk lo naM k nmgtür Mjn; 
Mtet luii k = — a'^' ao iat 

öx oy V» 

Was Bun n anbelangt, so hängi, diese QrOsse von x, y. z (alieio) ab; von ft, 

das noch ganz willkürlich ist, wird übrigens u ebenfalls mit abhängen , so dass fSr 
iwei rersohiedene VVcrthe dieser Grösse (die nach x, y, t konstant ist) auch u 
Terschiedene Werthe hat. Sey nun 

ft=sti^ :ü = n^i für/i = «*i :n = n,, 

WO also 

8»tt, 8*0. 8*0, . ^ 8»a, 8»u, 8»a, , « 

■5^+-5^+-n^ +»K'«. =0. =0. feO 

so Ussl sieh «waisen dast die Oletehung 



besteht, wenn das Integral llwr den gaaaea KOrper apsgedehat wM. 

üm diess zu zeigen, raultipliziren wir die ersto CJU ichunc (c') rait Uj und inte- 
griren dann innerhalb derselben Gränzen die in \^d) rorkouuueu, d. b. über den 
gaoMD Kttrper. Dadnreh erhalten wir anmittelbar: 

DiaM Qlaiflliiiog haiiit aaeh: 

-H yözyöyyi.^8«+^»yyyii,tt,öxöyöz=o. (e-) 

Wae die hier rorkommenden Integrale aabelaagt, so welleo wir too den drei 
s i ilsa aar einet aanlehrt afthet aateteaeheo. 8ey dlees 



Mna ist sidier 



Oesetst nun, wenn man das Integral (f) über den ganzen Körper ausdehnen 
will, man integrire saent naeh s, dann nach y, und eodliek aaeh z, so hat maa die 
Grftaaea tob a aas der Gleichung dw den Körper umsehliessenden Obeiiiebe la 
wählen. Wir wollen diese Oberfläche nun in lauter unendlich kleine Flächcnele* 
mente abtheilen, die wir durch oj bezeichrK-n wollen. Die Projektion eines solchen 
Fl&chenelements auf die Ebene der xy lai J x J y (Dift'.- u. Intglrchg §. 80). Seyen 
nun (für dasselbe x und y) die Punkte in denen das betreffende z die Oberfläche des 
KttvpiU» trifll^ durch z^, z,, . . , z. gegeben, wo Xj, . . , z» bestimmte l unktioneu von 
z, 7 lind nad diese Werthe der Grosse aaoh geordnet sind. Ai«^>ti« ^^td aiao das 
lategial (0 aaeh s alilMBBan ia die Sanne 



4 
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* 

WO diu Zalil n immer gerade sejn wird, weU d«r KOrp«r Ton einer allaoH^ ge- 

•cblossenen Fläche umgeben ist. 

Für jede« der Integrale (g) wenden wir die obig» Formel an und haben für das 
erste i 

bl «} das FUkbeDeliMnMit im Ponkte zj. (>2 der Winkel den «eine nach Aussen 
gecieiitete Nonnale (hier ako naeh waebeendm a) nui der Axe der s nacht, so lat 
bekaantlkh m^eosg^ die Projektion auf die Ebene der xj, aleo Jx ^yi iel eben 

so ^1 der Winkel den die Normale im Punkte S| auf das dortige Element <u, mit der 
Axe der z macht, wenn die Normale abermals nach Aussen geriohtet ist (so dasf 
also ^J^ stumpf, aber ^ spitz ist), so ist — <»| eotQi = ^j. 

Daraus folgt daes 

«. P. (n. ^) ^ + ., «>. (.. J y [(a. 1^)^ - '^^J . 

Wendet man auf alle Integrale (g) die Formel (h) an, so ergibt sich 

WO die Abkürzungen leicht Terst&ndlicb sejo werden. 
Daraus folgt aber sofort: 

wo durch das Zeichen die Ausdfhnung- ;nif dit' gesanuiito begränzende Oberfläche 
rerstanden ist, und immer den Winkel bedeutet den die nach Aussen gehende 
Normale mit der Axe der z macht. 

- Ganz eben so behandelt man die übrigen Integrale in (e') und erhält also: 

in welcher Formel die dreifachen Integrale über den ganzen Kürzer uuäzudehuen 
lind, w&hfend ^eine Sammation Mngt der begränaenden OberüAehe aaaeigt, wem 
« das Element dieser Oberliebe, 9ttf^yiL\» Winkel sind welche die naeh Anasen 
(in den begrlnienden Banm) gericbtete Komale an dasielb» mit den direi Koordi* 



Wie unmittelbar ersichtlich, mnse u der (b) lllr ▼ gecetal genügen. Demnach 
ist für alle FlAchaBtheüe welche Wanne ausatiahlen: . 



OS 07 CS 
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T«r«Ug«nMia«nisg dar SitM in §. 16, U nad §,28» H. 



für die andern aber ist = 0 (und eben so u, ), also 

(8o. BiL du- ^ - 

I>Ma]lftlb heisat endlich die (i): 

-f- S5» Uj u, , . • (k) 

wo die Suounation £ nur über die W&rme ausstrahlenden Fiächentheile aussii- 
dehnen ist. 

Da man ganz eben ao die zweite (ileichuag (c') mit fliiiUiplixirea und dim 
H/tduMUg wiederholen k^nate, so ergibt sich uucb: 

Da nicht fi^=ift^f sq ergehen diese beiden Qleicbnpg«n: 
Mbft 

Für |ii s II, ftlio «4 = iat ^ageftn: 

DiMt irt 4m flMi, den wir «rwiCMB w«UtM. 

. IL AftraUi d« Korper Mf leSatr gMum QbecCIdw WiOM au« m Mekl 
noh dM X'Zaiflhitii wif db fust ObarttolM (iai da bMtimutM DcppaluMyral 

ausgedehnt auf diMtt Obtrflieho) und es kann in (k) die GrOeaa O} eine guui be- 
liebige Funktion von x, y, z seyn. Denn wiederholt man die ganze Rechnung, so 
übersiebt man >ufurt dass die Bedingung, es sejr u^ eine Funktion die der (c) ge* 
nOgt, nur nOthig war um 



(8ui ^ Bn. 8 a. \ 



zu finden auf dei^enigen Punkten der OberflAohe, die auf der Temperatur 0 erhalten 
werden. ■ ' ^ ' ' ■'•■^^■^"^i 

Unter der jetaigen Annahme fällt diess weg und man hat also: 

-h^6mii9, in) 

wo die dreifachen Integrale sich auf den ganzen Körper, die Summation (Doppel- 
integral) 2^ auf diL gesaniiute Würme ausftrahlend« Oberflädie hesieheiu 

FOr 9> = 1 folgt daraua 
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■■///• 



o 8x 87 8t = 2daa< . (0) 

m. FQr die Glewhung (27) 'm§,2B Ifttat tidi fibrigent eiii iluUolier SaU «nf- 
!*tel)en. Man setze nftmlieh ^ = ÜT wo T nur ttin t, dagogeii ü too z, j, s ab- 
hänge, «0 ergibt tioh 



so du» wenn m*n 

T 8t» *^ 

aetBt, wo eine J^onaiAnte. man hat: 

genaa die zweite (c). • \ ■ 

Semii erb&it man Mob db (O wieder. 



Geeetct nan die gance OberfUobe tej lo besobaffell, datt 
normal an dertelben beine Bewegung stattfinden kdane, sounss 

8# 80 80 

lingi dieser ganiea Oberiliebe bin, woraiis aaeb Ibigt, daas 

8Ü cU 8U ^ ' 

^c<na-h^-^cosfi-h~co$y=zO (q) 

seyn wird. * Sind also /Uy, . . . die "einaelnea Werthe Ton fti 0«, ü^, die ent- 
spreebendea von D, wie sie obige Oleicbmig liefert, so lUgt ao« (i) : 

wenn die Intei^ab Aber den gaoaen Raum, den die FIOssiglLeit einnimmt, aniga* 
debnt werden. 

Daraus folg^ dann 

yy^UjU, 8»8y 81 = 0, 

/• /•/y8JJ, e^U, 8 ü. 8 U 8 ü, 8 ÜA 

und 

Alles unter der oben gemachten Voransoetmng. 

Wie bereits bemerk», islfssü^Tj 4-1^ Tt-h also (§.26) 

I 

t 

* Der Werth von <p beMelif ans einer Summe Ton einzelnen Grössen: Uj T,, ügT|, ... 
ele den Terschiedeoen n zukouiuieQ. Die U^, U,, . . . mttssen alle der (q) genügen. 
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DmnnB Ibigi 



-v(^)VT,e^)v.... 



wo dio fi'lilciidpn Glieder aus den lu rj.'-i s< (/,i«.-n durch Vertauschen Ton x mit jr oder 
2 erhalten werdeu. Daraus nach (rj uud (r'): 



f/ß 



=yyy[M»^T,'U»' + /i,»T,»U,« + .. .18x87 6« 

=y^l/i,T» L\ + M,T,Ü, -+-... J»8x8y 8i. 
bi V di« 0««ehwuidigkeit eiaM (Luft-) flieiloheii«, to ist »Im 

y^V»öx 6y ö«^ yyyi/HT|üj+M»T,Ü,-h..J»8x 8y Ö». 

IV. Ist die in III berührte Bedingung nar in einem Theiie der OberUftehe ef^ 

ßküit im übriffen aber immer — =0, so ist in (i) u, =0 für diese Punkte, 

et 

8 ^ 8 T T 

isden die eiuelnen Thetle tob ö— beiÜM» U,, i~ U„ . , . io dMt U,, U„ 

Ol otot , 

Null scjro müssen. Demnach gelten (r) uud (r') auch jetzt noch. 



Zq %. 9. 

Ist auch die a. a. 0. aiugetprochene Auflösung fBr sieh klar gvnug. to i«i et 
doeh aoth tob lattretfe munittetbar sn seigea» datt danuit a, (r < d) und ^ 

Wir woUen tii dem Ende, wie et die AaflOanng Torsohreibt, aut den (II) nad 
(22), die der Anaaiil naek 3 a— 1 tiad (wobei wir die Oleiohvng z. == p weglattaa, 
alto Q tofort dnreb z« ertetsen), die GrOtten a, i|, . . , a.-i, ^ . . . , durch z^, 
. Za autdrilekeB, was mOglieh ttt, da diete Gleiohongea ia derselben Antahl tiad. 

Wir Mlgen ava datt altdaaa 
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1)^ (a) 

Aus den (II) CoIg^> ^enn z, ... 2ä«-i ^1» FtanktioiMB nm X|, 

. . , Za beferaohtoi werden (r < n) : 

8t. Pf, ri>"^öt; 8xr 8&— I 8x, • 

indem x die Grösse Xt £in (II)] nioht entwickelt enthlUL 

Aber et itt mm (15) 

8» ^ ?X, 8 Xn-l 

welche GleiebQQg ja nur sor Feststellung des Werthes von Z„ diente, nlso unter 
allen Vorauttetsonges xullMig i«t [^eb geradem Terlangt, d«ct nwn die (11) 

gebrauche], 

Dnraiu ergibt sich 

m 
m 
m 

^ i^ gxn-« 8^1 8T..-t 8t, 8x.-i Sfii—iN 

" V.^» 8i^ ^ ^» 8i; ^ • • "TiT J • 

Ant den n — 1 enten (11) eigibl aieb dnaa die Ordeee 

9t, 8i,"^* * "^8&,-i 8«r V. ex,/ 
NqU ist, wenn niobt ni=r; dM> sie dagegen 1 ist IQr n sr. Darana folgt adran 

- - v.^» 8^ • • • ^ -8ir> 

Wegen der3eiie)inqgen der Z(, . . , Zt^, die unbedinjgt gelten, waa aaob die . 

8» ^ 8^4 ^ 8t„-, 



y /8tn ^ 8t, 8t„-,>. 

Aber wegen der (22) iat 

8tn_C*f8ti^ ^ 8f Ötn-I_^ et, _^ 8t._, 

Xr 8Q 8Xr 0C,.| 8Xv OXir OXr 

ae daaa man die (a) aofort erbllt. 



2)1; = ,. (b) 

vXn 

Ea iat wieder »na (11) 

.^_li.£Aj_ 8^ 8&a-.i 

8x.~8«i 8x."*""*"*"8&.-i 8x. "^8x, 
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« 

/'^»»-«^k^ _. 8»„^i Ptit. ^t'^ ^by» 

V cX'8»»"^***^86r;:T ex. ^"^8x. 

— I Z. l-... + Zt«-i-5 1 . 

,\ t Xn r x„ y 

Jetii if t aber aus den n— 1 ersten (1 1) : 

8Xn.8£i , 8 I m P?2n-1 8?f»« ^ 

"8^ 8x.-*"*"+8fc;::7 ~exr'^ 8^=®' 

•0 dMa 

J9£_8f».__ 8^_ 8«^,_ _ d^m^i 
. 8i.'"8i. ■•8», ••81, • 8b. 

a. b. wegen der (18) vod (22) 

•«.'*8i:^"»8i^-^'^8iz:^ 



2« §. 10. 

Als ein ziemlich allgfint-ines Beispiel wollen wir die Bewegung eines sehverei^ 
Körpers untersuchen, der einen festen Funkt enthält. 

I. Wir setzen voraus der Körper sey starr, so dass wir von der Heweg'iing' der 
einzelnen Theitrhen mithin von den innern&r&ften ganx absehen können und als 

wirkende Krafl bloss das Gewicht bleibt. 

Durch den festen Punkt legen wir ein rechtwinkliges Koordinntensvsteni der 
z, y, z, das unveränderlich fest bleibe. Die K^xirdinatcn eines Körperpunktes m, 
dessen Gewicht »ey, scyen xur Zeit t in üczug auf dieses System: x., y., 
Dank denselbea festen Ponkt legen "wir ein «weites feohtwinkliges Köordianten- 
system, das aber mit dem Körper untrennbar rerlMmden sey, so dass es sieh mit ihm 
bewege. Die Koordinaten df§ Fnnktes m für dieses System sejen ^> die 

TMi d«r Zeil nieht abhiagen. 

Man hat ann 

tm^Mm(iV9 «MfMy sAi^eefd)— ^(m»9 Mifr+eety «Mfr <ef 8)H-{^mit<<»8» 
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wo aar 9b V'* ^ TM der Ztit lUiiiifBB. 

Kennt man 9, d to ist dfti ^Titoni d«r |, 9, ^in B«mg ittTdai der x, j» b 
MgMtellt, umI BWtt in li»lg«nder WeiM: 

Voll der positiren z Axe bewege aaa aieh in der Ebene der x j im UnbmgßmuBfe x 

gfgcn j um den Winkel \p; die denselben schliesscndc (durch den Anfaog^nnkt O 
gehende und in ihm begränzte) Gerade sey OA. In demselben Drehung-ssinne liege 
OB um 90" entfernt von OA. Die Ebene AOB dreho man um OA so, das» OB sich 
der (po8it?en) Axc der 2 nähert, und es betrage die Drehung den Winkel Ö; die neue 
Lage von OB aegr OB', and OC die Lage der Senkrechten auf AOB', welche ftofäng- 
lieb mit der 1 Ax» soMoimeollel. Um OC drehe man nun AOB' in dem Sinne OA 
gegen OB' und awnr am den Winkel p: die nene Laf« ron OA isl dia |Aze, die 
rcn OB' die Axe der 9, wihcond OC di» { Axe bildet. 

Die Orftaaen (p, tp, 9 aind die | in §. 10, 17, ao data all« wenn ein» 
KrIftaAmkticii rwlinnden ist: 

dt Kbd'J aa 8« 

die drei Glaielinngen der Baw«^|ung aind, wo 

and 

*~dt**""dt'*"dt- 

II. Setzen wir voraus, es sejcn die Axen der tt C durch den festen 
Punkt gehenden Haupt axen, so ist 

a^i-ib«o,2P^e„fi.«OpX&;^{^«o. (d) 

B S 

wo die 2i' sich auf alle Fuokte des Kürpers beziehen. Setzen wir ferner • 
sJ^<f.'-»-U«) = A. i P^"'(U»+t-') = B,S^(t-»-l-1k*)«C. <e) 

so findet sich • 

2T = A(4in6 tftn <p v>' f- cp« ^ 5')* 4- B (eo<9> sin b fp' — »in 9 6'}' 

-t-C(»'H- CO* ' ' ' ' ' (0 

Hierans '• -f^ - • - ><- 



* Man erhalt die&s in folgender Weise. Setzt man die (a) unter die Form: 
x=a,i-M>if + Cit, Tssas£4-b,f + i^ayl-^-b^T + c, t, («) 

aelH 

äl-^U'*-'^ di-^^ di 
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2|^, = 2C(»'-4-co«i«'). 



alN wtgtn (4), die «1, für all* Pimkt« diattlbM liad: 
ZogbtakiH 

ft, = ^ ei—fct «a, %» — at «b — o« «1* = ^* ^ 

^i^ = 9' — ft« + Ci «»•• y ^ = b» »1 <»' + «« 9" 

HiMaiit ndt BMchtaiiff Tun md dan Obrigtn WkaantMi Beitolnimta: 

(~y-i- (j^y= *t'.»fl>*"-t-2c, 9' »'-ab, nny V' 



«T = (A4+B,)f»'»H-[A|-l-B^-A4«A»V*&»*»-Bi«of«##Äi«8 + C»iA»«»J»"» 
+ IA4 tm*^ H- B, «M»» + CJ«'»H-«(A| ^-Bj)«»«^' V 
+ Smy <m4 (B| — A«) t'»' 
= c »'»4- (C A m»» «fa*» -I- Btoi^p «m'«] (B#AiN + A 
H- 2C -I- 2(A — B) ««19 ««•»9'' 

-h C [v' * + 2 #0* * v' + Mf * A ^"], 
WM »ofort so (0 fQlw*. * 
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8«lil man alM <f. 10» HD 



aT_ et , »T_, 

M> «gibt tioli: • 



A B lin'ö 



*^ 'Ali ein' d ^* 
Demnach (§. 10, IV) 

L* 'iL* 

AB«M*« ^ A«M*9-|-BiM*^) y ^ 



m. Ist der Körper ein BotfttioatkOrper, «i^tMideii dudi Dfehwif . 
die Axe der C, m» ist A = B, also . 



2T 



Wir wollea diesea Fall noa iMioaders betraohtea, aad also tob (h) ansgehea. 

Sey die Axe der s Tertikal im Siono der Schwerkraft , so dsLns p» die uacb der 
sAze aerlegte bewegeade Kraft des Paaktes ai ist, wtluread die aaeli dea x oad 
7 Azen aerieftea Krifte Nall siad. Demaaelt ist 

BF er 8r 

— = 0. —5=0. — -=D«. • 

mitbia 

F = £ pm Zm = £ Pm (^m *»« <p gitl 6 + J^m COS 9> tin Ö ■+■ COS 6). 

Der Sohwerpunkt des Körpers liegt jeUt in der ^Aze, so dass 

und wenn P das Gewicht des Kttipers, y die Ofdiaate des Sehwefpoakts (in Besag 
auf die ^Axe), so ist ^ * 

Biitiun 

F=F7«e«5. 
Die GleiehuDg (16) in §. 10, III ist hiernaeh 

2cC8^j-^2AC8-ä>)-*--2rS?Tl8^ <^ 

aus der A als Funktion von g?, d su enniUela i«t, und zwar mit zwei Willkür^ 
liehen Konstanten (ohne a). 

8 X 

, Wir setsen annlebst =k, irodureb die (i) wild: 
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2CV8^y 2AV8V 2A«Mi*A Vd# y . * 

lUeM <31«iAhiaiv wtofriren tHr^ nun nuh der Vnnohfül dM 6. Setaan wir 

•0 hnbttn wir 

und ,\ inr, 1. . 

d.h. 

''dÄ=^ -^'•U^-^^^^^i^r'^'-V- 
dl» 

oder 

HieTMU iblgi: ^ • 

^ — C3 ♦ 



_^y» b(c,«)<» — b)-»-(FytfM»->)aA«m'a WH-«^, 



s — — — ^ r 

-^C'jAi'a — (ea«M«— b)>-t8A«tn*5(P7 0Ma~i^r ' 

wo , c,. c, die Wertho von qp , X, X^ |Ur d = 0 tUuL Nach §.6, Vli hat man 
nun «wischen diesen Gleichungen und 

# Ott 

die Grossen A^, C|, c,, c, zu eliniiniren. Wir wollen annehmen 

f(rj)=:kr, , also c, = kc», c, =k, (k*) 
•o haben wir blou in den zwei letzten (k) « 

c, = k , c, 3= k c, 

an ■•taen «ad €| an altiiUDiren (§. 6» VIU). Dadurch erhalt maa 

fb b(kwa~b)->-2Aftn'^(Pywa— a) ^j 

^ ^ k Wa + (k «M a — b) ce«a 
+k»+k/*^^ »a. 
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DiftMr Werth genügt der (i'). Der (i) folglich genflgl: 

y 0 M stn 5 

y 0 CM««no 
woTon man sich leicht überzeugen kMin. 

IV. OaniM §. 9, VI tiad hieniMb «• CHsrahimgea, welche die Apl^be Utoen: 

8A 8A 

«ii^ö^'' a<»~8^'* e«~äi^' 

d. h. 

♦V. M.fa« =='-*+y« cinfiJa -^*=*»- 

nebst 

k — €(#>'-+- ^' eoJÄ;. b = (C co*- a -l- A tin'b) ^ 4- |^o«d^% 

+ M = A Ä 5', (n) 

WO nun a, b, k, 0| , e, die sech^ willkürlichen Konstanten sind , welche die Auf- 
gabe fordert. 

V. Cm diese Konttaoten so beetimmen, wollen wir annehmen et rar 

Zeitt=0; 

as=o, »=o, ^=0. 

welell' letetere Annahme darauf hinauskommt, die Durchscbnittsliuie der anfäng- 
liehen Ebene der fi^ mit der (horisoatalen) Ebene der xy rar Aze der z und der 
(aaangliehcil läge der) Axe der £ ra wihten, was Mgebt da jede Aze, leokreeht 
auf die Rotationiaxe gelegt, eine Havptaze ist. Alsdann geben die (m) : 

fb iinhbi ^ p Aksib*<-l»Cieta(kefl td-b),. 

'--JuH^'^^-Ju öfükJ 

wo die Zeichen sich entspredien. (Nimmt d an mit t, so gilt dM obere Zeieben; im 
andern Falle das untere.) 

Ferner wollen wir annehmen man habe anfanglich dem Körper um die Axe 
seiner Figur (die der ^) eine Winkelgeschwindigkeit ro ertheilt und ihn dann sich 
selbst überlassen. Dabei setzen wir die Drehung iu dem Sinne fest, das« die Axe 
der f sich gegen die der T^ bewege. 

Wählen wir irgend einen Funkt (|, t)» so ist also seine (An£uigt>) Ge- 
•ohwindigkeit 



Digitized by GoOgle 



190 

♦ « parallel mit der Ebene der ^rj. Legen wir durch diesen Punkt Axen parallel mit 
denen der ^,1},^, SO werden die Seiteogeschwindigkeiteu, zerUgt nach dieaen 

Axcn, sejrn; 

— f 9. 

Da anfänglich die x und |Aze mmwmfkUen, so i«t alio — ^at die Getchwindig- 
hnt parallel dar x Axa; diai^ Axa oiaelit mit der dar y dan Wiakal a und mit dar 
dar iAxadaaWiiikal90**~«; die tAxemildarsdan Wiakal o, mit dar 7 Axa «bar 
90*-f-a; DamoMli «liid dia Oateliwiodigltaitaii panJlall darjAxa: 

panllal dar lAxa: 

Alto hat mau anfänglich: 

^ — «'y » ^ . 

^ = - f. ^ ^=Um«. 

r\A^ Aus (a) folgt aber fUr t = 0 = « . qr = 0 , = 0): *" 

' — = — f + eo$at^'), L ca eotct ~ i n; ' -f- if' cota) ■+■ 17 finad' -tieotai', 

Daraiu folgt; 

a*«o, *'=0. 

aa data dia (a) lialinn: 

k=C«i bsOMta«, Msa 

LatJrtaiaOiaiahiiiiggibt 

— A C — (0 • «M« — C «M« •)*+ 2 ▲«M*«<Py M«« » ^ SS 0» 

asP/Mf« — |C«*. 

BBarant folgt nun allgemeia 

= 2 A P y Ml»' 6 (c<M 6 — «M a) — C * • * (00« 5 — «oi a) * , 

und endlich 

, . /^niiA8A , fb Atin*l-t-Ccos&{cosö — CM«)«* 

J a ^ Ja M»mö 

^^^^ Ja M^nö * 

^ = ^ + p'coii, C.aa#a=(C«a.'Ä+A#Äi»«)^i + Cco.ö^^. ±MfeA**i«~, 
at a( tft at »s 

M s CS A P7«m*«(Mta — «M«) — C'«'(«««« — «a0«)1^, ip) 

Ton weichen Qlaickungan natflrlieb dia drai antaa die aigaattiehe AnflMaag liefern. 
Hiebei flbersteigt d nie 180*, 9 und 1^ kDnnen beliebig gross werden. [Dia weitem 
drei Gleiehnngen in (p) können cor Kootrole rerwendet' werden.] 

YL Die GrOeae / in nntem Formeln wird immiMr potitir §tjmi demnnab 

aoflii 

eosS — eaa'^O 
ujüt wann niebt M imaginir werden aoU. Uebrigena iat 
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dt ~A««e«' dt"** A»m*» * dt~ A#Ai»* * 

WOCMW null 

w«lfilM Qkiekiuig wieder MtMtgt, dut 



Die GiUese ^ ist inuner negathr; et ninmt aUo \p fo rt w l lif e iid alk 



Yby = Ot d, h. wenn der. Sohwerpuiiki aelbst der fette Pnnki itt, wirdM 

(1 1/' 

dt 



(i 1/' 

innginir; »Ite niut dun d=a bleilMn. Dannitt -=0 alte bleibt aiMhi|'=0; 



* d» 

Oiete AvflOtang gebt-eneh Mt der Natur der Saohe telbrt alt riehtig herrer. 

VII. Als besondern Fall wählen wir den auch schon ron Poitson (Mechanik« il, 
§. 432) behandelten, welcher o> sehr great Torauuettt. 

Alftdaoa muat, damit hL reell sey, 
•ehr klein, alte da imoier ; 

et.nnut d-~« telbt tebr Uaii^nad tt» |(a t i y lejik. Sey alte 

^, IP, 

ao kann man q*, . . reriraribn nad bat 

s a A Py it»*(« — «) [eM<a ~ 9) ^ «m «] ~ C*«'[eoi (« — f) — €M a]*. . 

Aber 

«o#(o — — «ota = 94ln«<— ^Mt«. (««(a — f)— tMeJ'sa^»**»*«, 
alte 

[2AP7(p*mie— -|-^»#««) — C»o»'p»]*iAi« 

dt A Vnn'o — 2 9m»o ct>«a -»- (eo**o — #»»*a)^** 

Diridirt man und TernaohliUiigt so ergibt lioh 
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dd - 1 



at A 

'ff A 8 p 



tss^ _^ 



VAP7«m 

wo ana da ^> 0 and t> 0, nothwradig dM imtoM 2«idi«B gUi. 

Hieraujs 

_ 2APy<<m» . , t\^APy w + C*? 
^^APytatÄ-HC«*«*^ 51 ' 

APy«0fa + C'*' 2A • 

Da o» sehr groM, so iit gepau genug: 

Daaa 

Ca(<ttt^ — Co«g) C • sin a q Ca» g 

* iU~ Ama>4 "~ A(m»>«— 2ena«MM$'~ Ama« ' 

wenn omb ^* hi«r TwaadiUMigt, «aa obiger NAhornag ontipriolit. Domnaoh 

rC^p Ca /•' 2APy#*na tC> Pfl 

* y«A^« AWaay* 0>a» *^ « A Ca 

APy . Oai 

dm .8u> r«>«a+o«inalC«o Co d^ 

aito 

Hinmaeh wird 9 laoeli waduoD, dagegen mir laagiam abaehmoa. 



Zu f. 10, 17. 

L Ist F frei Ton den ^\ also bloss eine Funktion von . . , ^n, t, so werden 
die QbidiaBfea dM* Bowegung, indeiD nan ^o' ana 

8T_ öT__ * 

ia . . , ^4, , . , t ausdrückt und in 

oinietat, wodnreh dioM QtMm M ia W Torwaadlo: 
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dtTBl, dt^iU* I 

8£ d^ 8^ i 

dt"" d|j* '" dt"" 81*' ' 

wo ^ = — (P-h W) mna Funktion |t* ••». I«i 6 ^ (9* lÖ, m.) 
Za den ia dtr Hol« MigegebeDen InlegnlgleiciittQg«!! ^) treten noch 

die mr Bottinnnii^ dor wQlkflrliehan Konatnnton, m wio snr Kontrolo dor Boeli- 
nnn|^ dienen. 

n. Entfanlten T nnd F dio Zeit t niobt entwiekelt, eo ist W = — T| , wenn 
Tt aua T dadurch entoteht, daea man die ^ doroh die C Moh («) eraelit; nlio 
• iat dann in den (I): 

»=T,-F. 
In diesem Falle hat man aus (26'): 

dt Vcf^V ^ 8f,~*' 



• • • » 



d.h. 

d 
d 



dt V^" 8 U ) 8 1.' ö |„ - 8 ^. • 



Hieraus durch Addition : 

dtV^8r'^"^*"8«J 8i/*-^*' 8|/>> V* 8£,^-^^84j 

8F 8F 
= ^'8& + --*-*-'8fc:' 

d. h. unter den obigen Annahmen: 

dr ' d»~dt* dt~dt* 

T = F-he, (g) 

wo e eine beliebige Konttanto. Die Gleichung igj enthllt daa Prinsip der le- 
bendigen KrAfte, daa aber nvr anter den geniMiiten yovanaaetiiiqgen gilin* 
(Tergl. VnU 

IIL Seyen 

««e, Vs=e' Ol) 
awei Integmigleichungen der (f)i wo alte 9 Ton |, i nbhAngen^iff» nnd wo 4^, 



* Daat F bleu Fanktlon trao ^ , . . f (ebne t) lej, ro «le dan T die Zelt t nieht ent- 
«Iskelt andiatte. 

nieat er, OUhteBnal* «. Iiiefnl-Beefenaf . m. 18 
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bekannte Funktionen eben dieser GrOuen ohne willkflrliehe Kons tauten fhid 
(e» tind eoiohe), lo lAest sich «eigen dMs der Auidnick 

den wir mit [0, V] beseiohnen weUen, ron t onabhftngig iat, d. h. dnae man bat 

Dieter Snts, den Poitaon laerat erwieiea, liest sieh in folgender Weise nia 
richtig erkennen. Es ist ■ 

dT""* 'vei, dtefc 8t dt 84. "^et dt 8 & 8^ dt ad/' ^ 

wo dat SttBimenaeiehen sieh auf t s 1 , 2, . . . , n besieht. 

Weil aber die (h) Integralgleiehnagen der (() tind, to ist identiteh: 

ai*^*'V8^8t eteir^ • 8t"^'V^ö&afc at a^J ' 

wo das Sunnieaaeiohen tioh Mifrss 1 » 2 n besieht» 

Da des« Oleiehungen identi«A richtig innd. te kann nu» sie aaeh ^ diff»» 
und «UUt: 



8'« 



/ 8»^» 8» 8*^ 8y 8tf> e^» 8» 8«» \ 

"^^VaTälafc 8<vat, 8fc"*"Birafc8t, atatatJ' 



ataii 

0) 

e*^ r 8'4> e'a> a» e4> ö'^ p'v ^ 

nebst awei andern, die sich durch Vertauschen roa 0 mit ^ ergeben. Aber 
es ist 

d 8a>_ 8*<i> 8«^ a» a*» a»\ 
dtais^ataii "^^vaira^ 8& 8i.8t ai./* 

dtaci atat"^ 'Vä«rab8& a&at. aiJ* 

d. h. wegen der (1): 

d'8^_ /8<> e*y 80» 8»y \ 
rft 8^.~ \bt, 8«,8fc 8£, Sfcdty* 

dt8t, ~ ' VöT 8 8 1. ~ 8fcTÜ ' 
Seist man diese in Qt) so ergibt lieh: 

d[»,y] _ 
dt 

reo» i^e «p e'y 8 y >^ 8<p ><ey e^y 8 y 8'ip ^ 

' Le i.' V8 r, 8^8 r. 8 8 e e t. V8 fr ö ^ et e i tr"8"f J 

8V i^8* 8*y _ 8* 8»». \ _ 8V i^8 0 8V _ 8 * 8'» >.-j 
6t V8t, 84,8£, 8fcet8iJ 84, V.8t 8fc8t~äfc atöcJJ 



V 
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~ 'Löi, 6i. Vfefr et. et. ef,y öfc öi, ve^ 8^ ~8iT 

8 * 8 'P _ a 'I' P »r\ e«y /'P* 8V _ 8 * 8 v\ 1 

9 84r 8 Ir ö6V"*"ö£. e^r 8^ 8^ 8 £. J J ' 

hier r und s von I bis n gehen , so werden di^enigwi Glieder, fUr 

welche rund s gleich sind, sich identisch aufhoben; ist aberr = |i, s = (j, wo |U 
und ^ verschieden , so wird dieso'* (ilied tiiit <!ern für welches r = , s = ,u aich 
identisch aufliebcn. Dadurch ergibt aich die iiichtigkeit der Gleichung (i'). 

Am dieter Gleiobung folgt: 

I^,»1«C. <») 

wwn C eine Konstante, bi nnn niolit [4^, W] identitoh eine Konstante (d. b. ist 

diese Grüssc nicht bloss von t unabhängig, sondern fUlen alle Veränderlichen nn«), 
so ist (ni) ein weiteres Integral der (0* das nun rerwendet werden kann wie 
so eben die (b). 

Doch ist auch dann (m) nur ein wirklich neues Integral wenn [0, 'P] nicht eine 
blosse Funktion von 0, ^1' ist. (Diff.- u. Intgirchg l.i'l, IV.) Man wird be- 
achten, dass die (i') wcid r nichts voraussetzt , als dass (h) Integralgleichungen Yon 
{{) sind, und dass q eiue 1- unktion von ^, ^, t ist, gleich riel woher sie stammt. 

IV. Werden die (f) durob das System 



8|t*~^» 8|.~^" 



(P) 



integrirt» wo Z die in der Note zu §.10, IV in den GleiebtiQgen (y) 
Grösse ist» so kann man mittelst der 2n Gleiobnngen (p): 

erstens die C nod { durdiHlie ß vnd t ansdriloken, 
sweitens die a und ß diirob die Ct t und t. 

Alsdann ist 

8j^_efc 8i:__^A i 
8£,~6ar* 8& 8ar' ' 

wenn r und s'alle Wertbe Ton 1 bis n annehme»- können, nnd l^o natflrlidb Je anf 
den linken Seiten gemeint ist» die st nnd ß Seyen duidi CitU reefaten, es 

s^en die Ct | dnrob a, ß, t ansgedrfickt. 

Um diese Gleiehungen m -beweisen haben wir «uiehit an bemerken« dass ffie 
(p) identisoh er fällt sind wenn man je die |, ^ dnrob «, t, oder die o, /$ dnroh f* 

8 Z 

t aii>dnickt. Also kann man dann z.B. die , — =^ai nach «,, ßg dilferenziren 
(wenn also die ^, i durch a, t ausgedrückt sind>. 
Daraus (m= 1, 2, n):' 
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ä 1. ' f ^ "T" • • • "T~ T r, — " » i 

Otts c;a, Can,cfi0a, C a« 0 f „ I 

8'Z 8lt 8'Z 0^, 8^ 4 ^' 

e«-8|. 8/f,"^***"''eiit. 8^; 8/J,~ 6/9, • J 

wo die zweite Seite der leisten Gleiohoqg 0 ist, weno m und r Tendueden, 1 wenn 

sie gleich sind. 

Eben ao kun ammi moh C diÜMmiiinii (wo die a, ^ danh C i 

■naftdrtlalit worden), wwmi» (r=l, 2, n): 

8»2 8*2 80, 8*2 8a. __ 

84,8«, 8fc'^"*'*'8<,8«,8&""8fc) 

« 

MiiteUt der (A) und (B) lassen sich nun die erweisen. 

8«« 

Hna anlüplinre die sweite (A) mit -g-^, letae dann »=1, 2 n und 

•ddife, so erhlK nm wegen der iweitoa (B): 

8^~8t* 

8 B« 

Man nittltipliure die zweite (▲) mit , tetie wieder m = 1 , 2 1 . . . , n und 
•ddire, m eigibt sieh wegen der ersten (B): 



8'z e'z ei. 8«, 



d,h. da 



8||8«,8^, " 8|.8I.8^~8|.* 

8t.__ & /nz\_ b'z 8 ^. e»z e^. 

8^,~8/?, Va4j~8fc8^, fa f(, 84.84. 8^' 

8fc_8«, 

8/»r"*84.* 



(9s) 



8 Oa 

Una BMiltiplinre eben to die erste (A) niii n. s. w., so eifibt sieh wegen 
der «weiten (B): 

8»Z ettt e'z 8a„ 8j,_ 

bo^Öo, öfc 80.80, 8 t ~*"8a,~ * 

was unmittelbar auf 

' 8£__84. . . 

8t". 8«t 

führt. 

8flte 

Endlich gibt die Multiplikation der ersten (A) mit nater Beachtung der 
ersten (B): 

_e'Z 80, 8*Z 8ttn_ 8.»Z 81, e^z, 84. 

8o»8ä 84. 8«,8«,84."~84,84. 8a^"^'**'*"e^;it 8«^ * 

d.b. 
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Diese Ergebnisse gelten selbstTorständlioh auch noch wenn <p die Zeit t nicht 
entwickelt enthält. Nur ist dann das so eben benützte Z in ersetzen durch das 
in der Note zu S. 65 in den Gleichungen («) au%efuhrte , wenn zu letzterem noch 
Obt addir» wild 9» Yiy. 

V. Mittelst dieser Sätze lässt sich nun der Werth der Grösse [0, W] in III be- 
rechnen , wenn die (h) zwei Latsgralgleiohungen sind, die ans dem Sjstem (p) ent- 
aommeii werden, Torausgeseist dftnelbe 9tj nadi den Konttaaten a» ß aufgelöst. 

Denn folgt daraus (r = 1 , 2 n) 

4>,r^«.. V, = (9,. (hO 

wo 0,, keine willkürlichen Konstanten (also nur ^, ^, t) enthalten, so sind diese 
Grössen geradezu die in (q) auf den ersten Seiten mit a,, (S, bezeichneten. , 

Sieht man in den (h') die ^ als Funktionen der a, /?, t an, wie die (p) diese 

Grössen geben, so aind dann die (h') identisch erfüllt. Demnach zieht man aus 
ihnen: 

8e, ^ /b^8^ . 8^ et.'' 



d. h. wegen der (q) : 



Ba,'~^\JdU 8a,'^8fi. So,/' 
^ ■V.ei, 8«(i"^8^ 8«J' 

8^,~*"V.84. 8^, 8U 8^J* 

8«. "V 8^m 8t„"^8t,„ 8|„V' 
O — £ / 8 V, 8 ^, bVr Qtp,^ 
"S. öf. 8{."^8U 86.^/' 



* HaalMtftlMfiene 

8«.8t^8«ta8«» 8t "^••■^8a.8£. 8t 

8*Z 8»Z 8i^ . g*2 Ban_^ 
8«.8t"^8fc8«, 8t '^••"*'8^8«. 8t 

8 a 

San die (A) and (AO mit -r-^ moltiplisirt und die (BO beachtet: 

o t 

8£r^i_/^8Z\ 8a,^_^i^8ZA _8_ /^8Z\_^ /8Z>w 



VC Jeweils auf der linken Seite gemeint ist, es seyen a, dnreh t ansgedrttekt, «Ihrand 
«orderiechten t dnreh t «aetetthid. Die Ortiie || hi d«n (qO i«t fthilgMS g^eieh 
FH-W, v«naindi«MrGi«Me2;Cttalbdteniln4 Die leirts ist flbeittlMig. 
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19$ Dm . 

V8i„. 8t„ er« 8£^' 

^ f(. ' % *^ tpeiin r and • rersohieden, dagegen 1 wenn r= s» 

•o ergibt sich also: 

[0r,V.\=^O, i^i',. VJ = 0. l*,. ^.J = 0. «.1=:0. (r) 
wenil r und s verschieden; ferner: 

Wenn also die (h) ms dem Syatein (p) abgeleitet sind, to irt die (m) keine a«lie 
integralgleioliiuig. 

VL Am den (q) folgt aber meli «ofbri, dait wenn 

g^püct/t wird, wo also man die |, t durch die 0, (die im Ganzen auch 2n der* 
Zahl nach wja mOMon) enetit denkt, alio etwa die ^, ^ durch die o, man habe 

YIL Dio hier behandelten Formen spielen eine grosse Bolle in der «Meohanik 
des Knunels*, naneattioh in dem so genannten Störtingaproblem. ' 

Dasselbe llsst sieb b folgender (verallgemeintcr) POrm ansdrfleken: 

Heyen die (p) die Integralgleichungen von (0 , »o sollea die u und [i uuotuehr 
ali TOD d«f Zeit abhängige Toriiiderliaho emiitteli werden so, daas die (p) Moh 
aooli den OleiobmigssTstenie 

dt- 8^* '^t*" 9U 81. 

genfigen, wo ^2 eine Fnaktien Ton fi* . . , • • • ^ u^* 

Denken wir uns die (p) nach den a, ß aufgelöst, wo rie die Form (h') anneli* 
nwn.soist > 

da,_8_^ fdJPr Ii« . » *r 

dt et 'Vei. dt"*" 8^ dty' 

dt 8t 'Vei, dt 8{, dt>/* 

dl. dt, 

und da diese Werthe von ^ > den (f) genügen sollen: 



(r) 



* Die beiden Oleichongen [iPr« ^rj = 0, [Vn Vr] =0 reratehen sich aus der Erkl&roog 
von y^J Ton seihst, sind also aisht bisse in den hisf bensifcten FaOe liehtig. 
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D» ftb«r di* (hO Integrftigleiebangm tou (0 atiid, «o ist idenftiMh: 



ao daM also 



die Gleichungen sind , aus denen tr, , ßr al» Funktionen ron t zu ziehen sind, wo man 
die I, ^ aus den (p) durch ß, t ausdrückt. 

Wird diese iursetzung Torbehalten , so ist 

Wegen der (r) und (r') wird dies» aber zu 
Ebm sa 

Demnach sind die (u): 



Demnach also wenn die (p) die Integralgleichungen der (f) sind , und man be* 
stimmt die a, ß als Funktionen der Zeit aus dem Sjstem 

dt- 8^, 

d£4_8_Ä ( 

dt~'a«i* • dt~8«.* ' 

80 genügen die (p) auch noch den (f). Dabei ist gemeint, dass man in (Fj die 
'Grössen |, ^welche in Sl Torkommen, zürnt durch ihre aus (p) gezogenen VVerthe 
«rMtitbab«. 

YIII. Im gewöhnlichen Falle enthält Sl bloss die GrOssen || , » . . , 1. und 
ist aneh q) ron i flroi. Dooh ändert diess an dem Hauptergeboiss olfenbar 
Nioliti. 

In dioMBlUlo iMlioiiJodooli die (p) dio fom (|. 10, IV): 
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8Z_^ 8Z_. 



wo Z die Zeit entwickelt niehi «ntiiftlt. LOtt nuui die (pO nadi den a , ^ anf , ao 
iai ftlfdun die Oleiehuog ^s: — <e, darunter. Denn wenn man in der Qleiohnni^ 

8 Z 8 Z 

auf S. 66 für £^ , . • , 2« 3^ * • • • • ^ > «o iat aie idenfeiteih erAUt; liwtman 

•Im ^ , . . • Cm atelMB wid Tefateht die in (pO eatb al toaen C^rtaaen danmter, ao 
iat (d) gwadera riehtiff. Dann aber lieiaat aie 9»H-0e.=sO, weUhe Qluckuag 
alao ala riehtig anoh ana den (pO herrorgehen nraaa. [£• iat dieaa die (g) in D.] 

DL AngenemmeB biao habe in 0, 4^ wie dieae iti HI Tod^oaunen, oder Ober^ 
haapt I^rnktioaen der | und C letstere Gröaaen doroh die a und ß eraelai. 
Aladann iat 

u. s. w. 

Hierana folgt: 

'B*8V 8*81^ 



= ^*L^V.8ii8^"^8i; 8U^-V.8^ 8fc ■*"8Ä 8t-^J 

''•L 'V.8a,8ti"*'e^ 8ti>/'*-V8«. 8|. 8^ bUS 

— £1:2; p^8^P /^«r8g, 8a,Bg> >v 8»8y/ 8«r8/9« 8a^8faN 
"180,8«. V.8& 82^ 8& 8|.J~^8or8|iUV8|. 8i, 8t 

8y /-B^rdo« B^8o.'\ a^ 8y /-8^8^ >fr8fr>i-| 
~^a^8a.VB|. a& 8t 8l.>/'^8^8/fciVd& at~8t8£.>/J 

8«> >v 

"^8Ä 8S"^"^"V' 

d. h. wagen der (r) and (r') : 

oder ' 

'^VSI.at 8ta|ry~ '^8^e«r 8«r&A>^* 

X Cteaetst nun man habe daa Lttegralayatem der (f) in anderer Form ala (p) 
geAinden, so dass 2 n andere Konstanten a^, atn eingeftthrt seyen. Aladaan 
kam man die » ala Funktionen der a, /3 aoaeben und man bat ana YJLl: 

dt *\»at dt'^bfi, dtj~ \ 8«. 8^"^8^ e«J* 
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Fan da dl» KaMtairtm dit AafugnMvdia dir TtrtadaiUckMi liad. 201 
Deaki man aber in i2 di« |, ^durdi die » (and t) eraatst, ao iit 

a#b"" »a« 8flii' »a,~ ■aa.a«,' 

iroin = l,2, ...,2ii. Damnaali 

d%~^^\dfi,9a, 8a. 8^./ «a. 

wenn man die (t) beachtet und nun a,, a« Funktionen tob t aiiaiellt, wie 

sie duieh die AuflOniog des Integrabjateiiia tco (0 erkalten werden. 

• Die ^ werden jetst emetat dnreli 

wo dna fitaunnenaeiehen ^oh anf nissl, 2, . . 2n betiehtnndraelbataUeWerthe 
Tnn 1 bia 2n haben kann. 



Bn die Grflaaen [a*, a^l nadi III von der Zeit unabbftngig sind, ao kann 
in denaelben Ar j^» f die Wertke letaterer GhrOMea bei t=0 setaen nnd daa etw» 
entwickelt Torkonunende t gleich Nnll aetaen* 

Daraus folgt weitet daas wenn A^ der Werth Ton ^ ftr tss 0 , a, der tod 

ftk der Ton tm, >M-t von (t Mm roa tm ftr tsO iat, man 

setaen dürfe: 

8aj_ 8a._ft — ^ 

bit" 8^ ~ ' a^i" ' 8£,~ . . .; u. «. w et, ~ 

In 

da, , -8Ä, ,842 - ,852 

-77 ST »»1 «T -^■ «t«] . 

at oa^ öa, oata 

werden hiemafob, wenn r ^ n, aUe GrOsMO [at, a^] Null anaaer wenn 

ssaB«H-r, 



Istr^n, so sind alle diese Grossen Null, ausser für 

s = r — n. 



Ca«, at-Jss — 1. 

In diesem Falle hat man also 

<Ia, 8Ä = da, bSl ^ 



Die (F'O haben die Fenn der (F). 

XI. Bei dem eigentlichen Stüruugsproblem wie es die Astronomie betrachtet, 
sind in den (f) die | die reehtwinkligen Koordinaten x, y, z des (Sohwerponkts des) 
Flaaeteni T ist alao 

IS« 
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wo <U« Samme nck auf alle PUaeten bezieht. Daantoh aiiul di« ^ di« Wwtka 

Ms', Mj'i Ms* 

und wenn die GeMunmUahl der Planeten n ist, so sind die (f) ein System Toa 
6 u GleichangeD, wobei aber je 6 nur die auf einen Planeten bezüglichen Grössen 
enthalten, in so ferne man nur dessen Bewegung um die Sonne beachtet. Erst in 
(F) werden die Einwirkungen der Planeten auf einander beachtet. 

Sind abo a; , a^n die Konstanten welche durch Integration von (f) einge- 
treten sind, »o ist auch (F ) ein S/stem von 6 n Gleichungen, wobei aber die zweiten 
8«ten jo hOehatoBS 6 Glieder eatbalkeii, * lade» m T^a dea Werfthen 1, 2, . . . , 6 n 
aar dicjeaigea 6 aaaiaüat, welohe dem Plaaetea eatspreehea, ia denea aafiag^ 
liehen ÜBtegialgleioluiagen ^ TaikaaL Ia dea aadera FlUea i*t [»r* a»] alia- 
liehNaU. 

In dea (T) aad (P'O gilt daeeelbe, aar ealhilfc die sweito Seite bloai «ia 
Glied. 



• Ef kt a«] ideatlMb NoD, lo daei «hitaUhUdi aar 6 Glieder «neheiaaB. 



T'AYf:RISCH£ 
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